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АЛҒЫ СӨЗ

Оқулық ретінде ұсынылып отырған бұл кітап автордың соңғы қырық 
жылдан артық уақыт ішінде Әл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық универ- 
ситетінің жаратылыстану, техника және технология мамандықтарының 
студенттеріне оқыған дәрістерінің жемісі. Оқулық математика саласында 
Қазақстан Республикасы жаратылыстану жэне техника мамандықтарының 
жоғары білімді мамандары үшін Мемлекеттік жалпы білім беру стандартына 
сәйкес келеді.

Кітаптың кұрылымы көрсетілген мамандықтардың математика бойынша 
бағдарламасын толық қамтиды.

Кітап кіріспе жэне он бір тараудан тұрады: сандар жэне координаталар 
жүйелері; сызықтық алгебра; векторлық алгебра; аналитикалық геометрия; 
функция жэне оның шегі; бір айнымалды функциялардың дифференциалдық 
қисабы; бір айнымалды функциялардың интегралдық қисабы; бірнеше 
айнымалды функциялардың дифференциалдық қисабы; бірнеше айнымалды 
функциялардың интегралдық қисабы; қатарлар; дифференциалдық теңдеулер.

Кітаптың кұрылымына ғылыми ұстазым РАН-ның академигі МГУ-дің 
профессоры В.А. Ильин мен А.В. Куркинаның “Высшая математика” (екі рет 
РФ Президентінің сыйлығын алған), МГУ-дың профессоры В.С. Шипачевтің 
“Высшая математика” (РФ Мемлекеттік сыйлығын алған) оқулықтарының 
жэне Я.С. Бугров пен С.М. Никольскийдің төрт бөлімнен тұратын “Высшая 
математика” оқулыктарының (екі дүркін РФ Мемлекеттік сыйлығын алған) 
эсері болды. Кітап автордың “Жоғары математика есептерінің жинағы” (2008), 
“Жоғары математикадан тапсырмалар жинағы” (2014) оқу құралдарымен 
үйлесімді етіп жазылды.

Кітапта тараулар тақырыптарға бөлінді; теоремалар, формулалар жэне 
суреттер тарау бойынша нөмірленді; анықтамалар, мысалдар, ескертулер, 
бөлімшелер жэне салдарлар тақырып бойынша нөмірленді.

Сілтемелерде тізімдегі эдебиеттің нөмірі, тарауы, параграфы көрсетілген.
Осы оқулықтың шығуына демеуші болған мектептесім, көп балалы ана 

Бибіжамал Мәлікқызына ризашылық пен көптен-көп алғысымды білдіремін.
Оқулыққа жанашыр болып, жарыққа шығуына тікелей көмек көрсеткені 

үшін ҚҒА-ның академигі Қалимолдаев Мақсат Нұрэділұлына ерекше 
алғысымды айтамын.

Кітаптың сапасын арттыру мақсатында берілетін әрбір кеңес пен ұсынысты 
үлкен ризашылықпен қабылдаймын.

Автор
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КІРІСПЕ

Математика -  нақты дүниенің кеңістіктік пішіндері мен сандық 
қатынастары туралы ғылым. Математика атауы гректің mathema -  білім деген 
сөзінен шыққан. Уақыт өткен сайын математика үйренетін кеңістіктік 
пішіндер мен сандық қатынастар үзіліссіз кеңеюде, сондықтан берілген 
анықтаманы кең магынада түсіну керек. Кеңістіктік пішіндері негізінен 
геометрия (грек тілінен аударғанда гео -  жер, метрия -  өлшеу) ғылымы, ал 
сандық қатынастарды арифметика, алгебра (арабтың “аль-джабр” -  теңдіктің 
теріс мүшелерін бір бөлігінен басқа бөлігіне өткізу), математикалық талдау, 
есептеу математикасы жэне соңғы кезде пайда болған көптеген салалар 
зерттейді.

Математиканың дамуын шартты түрде төрт кезеңге бөлуге болады: 
алғашқы ұғымдардың пайда болуы (сан, қарапайым геометриялық пішіндер) 
және көптеген деректердің жиынтыгының қалыптасуы; элементар математика; 
айнымал шамалардың математикасы; есептеу математикасы мен есептеу 
техникасына негізделген қазіргі заман математикасы.

Адамзаттың іс-тәжірибе қызметінде және шаруашылық мәселелері 
негізінде жинақталған деректер математиканың өзінше ерекше ғылым 
екендігін түсінуге эсер етті. Бүл элементар математиканың бастапқы кезеңі еді 
жэне ежелгі Грекияда жаңа эраға дейін VI-V ғасырларда қалыптасты. Уақыт 
өте математика гылым ретінде сапалы түрде жетіле түсті. Элементар 
математика дәуірі басталды.

Әдетте элементар математика деп элементар арифметика, ежелгі Грекия- 
ның ұлы геометрі Евклидтің еңбектерінде толық қамтылған элементар 
геометрия, Индия, Аравия, Орта Азия (Эл-Хорезми, Эл-Фараби) матема- 
тиктерінің жетістіктерін ары қарай жалғастырып дамытқан Еуропа матема- 
тиктерінің еңбектерінде, XVI ғасырда негізінен аяқталған элементар алгебра 
түсініледі. Элементар математика негізінен тек түрақты шамаларды зерттейді.

Демек элементар математика үнемі өзгерістегі материалдық дүниенің 
күрделі заңдарын, бір-бірімен өзара алуан түрлі жэне жан-жақты байланыста 
өтіп жататын құбылыстарын зерттеудің қуатты қүралы бола алмайды.

XVII гасырда жаратылыстану мен техника талаптары қозғалысты 
математикалық түрғыдан айнымал шамалардың өзгеру процесін, геомет- 
риялық фигураларды түрлендіруді үйрену мақсатында жаңа әдістер құруға 
алып келді. Әмбебап Декарт координаталар әдісі негізінде аналитикалық 
геометрияның пайда болуы, геометриялық мэселелерді алгебра және мате- 
матикалық талдау тіліне көшіруге және, керісінше, алгебра жэне аналитикалық 
деректерді геометриялық түрғыдан түсіндіруге мүмкіндік берді.

Айнымал шамаларды аналитикалық геометрияда қолдану, дифференциал- 
дык жэне интегралдық қисаптардың құрылуымен айнымал шамалардың 
математикасының кезеңі басталды. Бүл кезеңде бұрынғы түрақты шамалар 
мен сандар орнына негізгі үғым ретінде функция үғымы алынды. Функцияны
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үйрену математикалық талдаудың негізгі ұғымдарына алып келді: шек, 
туыңды, дифференциал жэне интеграл.

Математиканың өзінің іштей дамуы, ғылым мен техниканың әртүрлі 
салаларын “математикаландыру”, математикалық эдістердің көптеген іс- 
тэжрибе жұмыстарына енуі жэне есептеуші математика мен дискреттік 
математика негізінде жүзеге келген есептеуші техниканың дамуы қазіргі заман 
математикасының іргетасы болып табылады.

Бұлар негізінде жаңа математикалық пәндер -  операцияларды зерттеу, 
ойындар теориясы, математикалык экономика жэне т.б. дүниеге келді.

Математикада жаңа теориялар тек жаратылыстану, техника жэне 
экономиканың қажеттілігінен ғана емес, математиканың өзінің ішкі 
қажеттілігінен де пайда болады. Мысалы, Лобачевский геометриясы.

Жалпы әлем екі кұрылымнан тұрады: макроэлем, микроәлем.
Макроэлемнің негізінде үзіліссіздік принципі жатады. Яғни макроәлемдік 
нэрсе үзіліссіз қозғалыста болады жэне оның орнын, жылдамдығын дэл 
анықтауға болады. Микроәлем негізінде аныкталмағандық принципі жатады, 
яғни элементар бөлікше қозғалыста болғанда оның орны белгілі болса, 
жылдамдығы белгісіз, ал жылдамдығы белгілі болса, орны белгісіз болады. 
Сондықтан микроэлемдегі кұбылыстар жалпыланған функция ұғымы негізінде 
зерттеледі.

Математикалық теорияны құрудың негізінде аксиоматикалык әдіс жатады. 
Мүнда теорияның іргесіне ақиқат ретінде бастапқы ережелер жүйесі -  
аксиомалар дэлелсіз қабылданады. Ал теорияның тұжырымдары осы 
аксиомалардьщ логикалық нәтижесі ретінде алынады. Мысалы, Евклид 
геометриясында теорияның негізгі мазмұны ақиқаттығы айкын бірнеше 
аксиомалардьщ негізінде дедуктивтік жолмен алынған.

Математикада ой қортындылаудың екі түрі бар: дедукция, индукция.
Дедукцияда жалпы тұжырым негізінде нақты дербес жағдай үшін ой қор- 

тындыланады, ал индукцияда дербес жағдайлардан жалпы ой тұжырым- 
далады. Соңғы жағдайда математикалық индукция принципі қолданылады: 
егер Л(1) дұрыс болып, кезкелген п е N үшін А(п) түжырымның дүрыс- 
тығынан А(п + 1) түжырым да дұрыс болса, онда А(п) түжырымның дұрыс- 
тығы дәлелденген болады.

Математикалык зерттеудің негізгі әдісі -  математикалык дәлелдеу, яғни 
формальдық логиканың зандарына сүйеніп, қатаң логикалык тұжырымдау.

Математикалык тұжырымдарды дәлелдегенде қажетті жэне жеткілікті 
шартгар кеңінен қолданылады. Қажетті шарттар орындалмаса, қарасты- 
рылатын Т тұжырым дұрыс емес, ал жеткілікті шарттар орындалса Т тұжырым 
дұрыс. Демек, жеткілікті шарттар қажетті шарттардың бөлігі.

Математикада қүбылыстардың математикалык модельдері зерттеледі. Бір 
математикалык модель эртүрлі қүбылыстарды бейнелеуі мүмкін. Өйткені 
математикада қарастырылатын қүбылыстардың табиғаты емес, олардың
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құраушыларының арасындағы қатынастар маңызды. Мысалы, бүкіл әлемдік 
тартылыс заңы мен Кулон заңы бірдей математикалық өрнекпен өрнектеледі.

Математиканы оқытудың мақсатттары: белгілі бір деңгейде білім алу; 
үйренген математикалық эдістерді қолдана білу; математикалық ойлау жүйесі 
интуицияны дамыту; математикалық мәдениетті тәрбиелеу.

Қазіргі ғылыми-техникалық революция дэуірі -  ғылым, техника, экономика 
жэне басқаруды математикаландыру дэуірі.

Қазіргі заманғы ғылыми қызметкер, инженер немесе экономист математи- 
каның негіздерін біліп қана қоймай, ол өз саласында қолданылатын зерттеудің 
математикалық эдістерін терең игеруі керек.

Әрбір ғылым өзінің шыңына математиканы қолданғанда ғана жете алады.
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I тарау. ЖИЫНДАР, САНДАР ЖӘНЕ КООРДИНАТАЛАР ЖҮЙЕЛЕРІ

§ 1. Жиындар және оларга қолданылатын амалдар.

1Л. Жиын ұғымы басқа жай ұғымдар арқылы анықтауға келмейтін 
математикалық ең алғашқы қарапайым ұғымдарының бірі. Сондықтан оған 
анықтама берілмейді.

Жиын деп белгілі қасиеттері бойынша дәл анықталған, табиғаты эртүрлі 
нәрселер (объектілер) топтамасы түсініледі. Жиынды құрайтын нэрселер 
(объектілер) жиынның элементтері немесе нүктелері деп аталады. Жиын 
латын алфавитінің бас әріптерімен А , В , С , Х , Ү , ал элементтері жазба 
әріптерімен а, Ь, с, х, у , ... белгіленді.

Жиындар екі негізгі тәсілмен беріледі:
а) А жиынының барлық элементтері тізімделеді де, А = {х1;х2, . . . ,х п} 

түрінде жазылады.
Мысалы, 1-ден 5-ке дейінгі натурал сандар жиыны А = {1; 2; 3; 4; 5}.
б) А жиыны негізгі жиын Х-тің а(х) қасиетке ие болушы элементтерімен 

анықталады да,
А = { х  6 Х \ а(х)} түрінде жазылады.
Мысалдар: 1) аудиториядағы студенттер жиыны; 2) университеттегі 

қызметкерлер жиыны; 3) N  натурал сандар жиыны, 4) Z бүтін сандар жиыны; 
5) х 2 + 1 = 0 теңцеуінің натурал шешімдерінің жиыны.

Жиындар элементгерінің санына қарай ақырлы, ақырсыз жэне бос 
жиындар болып үш түрге бөлінеді.

1) және 2) жиындар -  ақырлы, 3) жэне 4) жиындар -  ақырсыз; 5) бос жиын.
Егер х  элементі А жиының элементі болса, оны А жиынына жатады (тиісті) 

деп, х & А түрінде жазады; ал у элементі А жиында жатпаса, у 0 А немесе 
у е  А  деп жазады.

Мысалы, А = {х Е N |1 <  х < 3} = {2}.
Бірде-бір элементі жоқ жиынды бос 

(кұр) жиын деп атайды жэне 0 таңбасымен 
белгілейді.

А жэне В жиындары берілсін.
Анықтама 1Л. Егер А жиынының эрбір

элементі В жиынының да элементі болса, 
онда А жиыны В жиынының ішжиыны деп 
аталады да А с  В немесе В => А деп 
жазылады. 0 бос жиын кез келген 
жиынның ішжиыны болады, ал А жиыны өзінің ішжиыны болады (сурет 1.1).

Мысал 1Л. А = {ах; а2; а3} жиынының барлық ішжиындарын жазьщыз.
Шешуі. Алдымен бір элементті ішжиындарды, содан соң екі элементті 

ішжиындарды, эрі бос жиын мен А жиынының өзін жазамыз: {а А Л ^} , {а3}, 
{а1(- а 2}, {а1( а3}, {а2; а 3}, 0 , [а^, а2; а 3).
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Анықтама 1.2. А жэне В жиындарының арасында А с  В, В с  А ара 
қатыстары орындалса, бұл жиындарды өзара тең жиындар деп атайды жэне А 
= В деп жазады.

Мысалы А = [х е  N\x 2- 3 x + 2 = 0} мен В = {х € N \х3- З х 2 + 2х = 
0} жиындары өзара тең, себебі А = В =  {1;2}.

Анықтама 1.3. А жэне В жиындарының кемінде біреуінде жататын 
элементтерден құралған жиынды олардың бірігуі (қосындысы) деп атайды 
жэне A U В таңбасымен белгілейді (сурет 1.2).

Мысалы 1.2. А = {а; Ь; с}, В = {b; с; х} жэне С = {b; х; у } болса, онда 
A U В = [a; b) с; х}, A U С = {а; Ь; с; х; у}, В U С = {Ь; с; х; у}.

Анықтама 1.4. А мен В жиындарының ортақ элементтерінен құралған 
жиынды олардың қиылысуы (көбейтіндісі) деп атайды жэне А П В 
таңбасымен белгілейді (сурет 1.3).

Мысалы 1.3. А = {а; b; с}, В = {Ь; с; х} жэне С = {х; у; z } болса, онда А П В 
= {Ъ\с},А П С = {0 } ,5 П  С = {х}.

Ескерту 1.1. 1.3 жэне 1.4 анықгамаларды саны екіден көп жиындарға да 
қолдануға болады.

Анықтама 1.5. А жиынының В жиынында жатпайтын элементтерінен 
кұралған жиынды А мен В жиындарының айырмасы деп атайды да А\В (немесе 
А -В ) түрінде жазады (сурет 1.4а). Осы сияқты В \А жиын да анықталады (сурет 
1.46).

Мысалы, А = {a; b\ с; d). В = {с; d; е} болса, онда А\В = {а; Ь}, В\А = {е}.
Анықтама 1.6. А жиынының S  жиынына сэйкес, А с  S, толықтырушы 

жиыны деп А = S \А жиынды айтады (сурет 1.5).

Аныктама 1.7. Егер А жиынының кез келген элементіне В жиынының бір 
ғана элементін жэне, керісінше, В жиынының эр элементіне А жиынының бір 
ғана элементін сэйкестендіру мүмкін болса, онда А мен В жиындарының 
арасында өзара бір мәнді сәйкестік орнатылған дейді.

Осындай сәйкестік орнатылған ережені немесе заңды өзара бір мәнді 
сэйкестік деп атайды.

Ақырлы жиынның қуаты деп оның элементтерінің санын айтады.

8



Анықтама 1.8. Егер А мен В жиындарының арасында өзара бір мэнді 
сэйкестік орнату мүмкін болса, онда А жэне В жиындарын эквивалент немесе 
қуаттас (қуаттары бірдей) жиындар деп атайды және А ~ В түрінде белгілейді.

Мысал 1.4. A = {а і,а2,а 3}, В ={Ьі,Ь2,Ь3} қуаттары 3-ке тең эквивалент 
жиындар ах -» bv  а2 <-> b2, а3 «-» Ь3.

1.2. Логикалық таңбалар

Математикадағы жиі кездесетін кейбір сөздер мен сөз тіркестерін квантор, 
деп аталатын таңбалармен белгілеу өте ыңғайлы және тиімді.

1) “Кез келген”, “барлық”, “эрбір” қандайда болмасын” деген сөз 
тіркестері математикада бір мағынада қолданылады да V (жалпылық) 
таңбасымен белгіленеді;

2) “табылады”, "белгілі бір”, "эрқашанда бар” сөз тіркестерін бір мағынада 
қолданады да, 3 (бар болу) таңбасымен белгілейді;

3) “шығады”, “болады”, “орындалады” деген сөздерді => таңбасымен 
белгілейді;

4) эквавалентті немесе пара-пар деген сөздерді <=> не ~ таңбаларымен 
белгілейді.

Осы логикалық таңбалар арқылы математикалық сөйлемдерді ықшамдап 
жазуға болады. Мысалы (V£>0, 35>0, V x f  xq, \х -  дс | < S) :  \f(x) -А\<е жазуы
былайша оқьыады: кез келген е > 0 саны үшін S > 0 саны табылып, х  -тің х  -ге 
тең емес, \x- xq\< S теңсіздікті қанағаттандырушы барлық мәндері үшін | f ix )  -
А\< е теңсіздігі орындалады.

Анықтама 1.9. Элементтер саны 
ақырсыз болтан жиын ақырсыз жиын деп 
аталады.

Мысал 1.5. a) N  = {1, 2, 3, ..., п, ...} 
натурал сандар жиыны, б) Х=[а; b] кесіндінің 
нүктелер жиыны ақырсыз жиындар.

Ақырсыз жиынның ерекше қасиеті, ол 
өзінің кейбір ішжиынына эквивалент 
(қуаттас) болады.

Мысал 1.6. X  = [0; 1] мен Ү = [а;Ь] жиындары эквивалент екендігі 
у  = а + (Ь- а)х сәйкестік арқылы орнатылады. Шынында да х = 0 болғанда у  = а, 
ал х  = 1 болғанда у  = Ь.

Демек [0; 1] кесінді мен кез келген [a;b] кесіндінің нүктелері арасында 
өзара бірмәнді сэйкестік орнатуға болады. Бұл сэйкестікті шартты түрде сурет 
1.6-дан көруге болады: X  <-» Ү .

D
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2.1. Сандар жиындары. Нақты сандар

2.1. Санау қажеттілігінен пайда болған 1; 2; 3 ... сандары натурал сандар 
деп аталады.

N  = {1; 2; 3; ...; п; ...} натурал сандар жиынында қосу жэне көбейту 
амалдарын орындауға болады. Ал азайту мен бөлу (нөлге тең емес санға) 
амалдарын, барлық уақытта орындауға болмайды. Мысалы, 3-5, 3/5 сандары 
натурал сандар емес.

N  натурал жиынды кеңейткенде пайда болған
Z — {..., —71, ..., -3, -2 , -1, 0, 1, 2, 3, ..., п, ...} бұтін сандар жиынында қосу, 

азайту, көбейту амалдарын орындауға болады, бірақ бөлу амалын орындауға 
болмайды. Z0 теріс емес бүтін сандар жиыны

Z жиынды кеңейтуден пайда болған Q = | - ; p ;  q G z, q Ф oj рационал
сандар жиынында қосу, азайту, көбейту жэне болу амалдарын орындауға 
болады. Кез келген p /q  рационал санды бүтін сан, немесе ақырлы жэне 
ақырсыз периодты ондық бөлшек түрінде жазуға болады. Мысалы, 10/5=2, 
1/4=0,25, 4/3=1,333=1,(3). Егер бұтін сан мен ақырлы ондық бөлшекті периоды 
нөлге тең болтан ақырсыз ондық бөлшек деп қарастырсақ, онда рационал 
сандар жиыны - ақырсыз периодты ондық бөлшектер жиыны болады.

Әртүрлі геометриялық жэне физикалық шамаларды өлшеу, түбір табу, 
логарифмдерді есептеу, алгебралық тендеулерді шешу қажеттілігі иррационал 
(рационал болматан) сандарды енгізуге себепші болды.

Ақырсыз периодсыз ондық бөлшек түрінде жазылатын сандарды ирра­
ционал сандар дейді.

Барлық рационал сандар мен иррационал сандардан құралған жиынды 
нақты сандар жиыны деп атайды. Нақты сандар {±а0, а1а2а3, ... ап ...}, 
а7- = 0,9,7 е  Zo) түрінде жазылады.

Анықтама 2.1. Барлық ақырсыз ондық бөлшектер жиынын нақты сандар 
жиыны деп атайды.

Нақты сандар жиынын R әрпімен белгілейді. Аталган жиындар бір-бірінің 
ішжиыны болатынын былайша жазып корсетуге болады:

N<z Z0 ( zZ<zQczR.
Мысал 2.1. 0,2020020002000...02000...02... саны иррационал сан екендігін

п НӨЛ

дэлелдеу керек.
Шешуі. Шьшьшда n -ші екі мен (п + 1)-ші екінің арасында п нол бар, ал 

(п + 1)-ші екі мен (п  + 2)-ші екінің арасьшда п + 1 нол бар. Сондықтан, бұл 
периодты бөлшек бола алмайды, демек, берілген сан иррационал сан.

Мысал 2.2. V2 саны иррационал сан екендігін дэлелдеу керек.
Шешуі. Керісінше ұйгарайық, ятни V2 рационал сан болсын. Онда оны 

қысқармайтын p/q  бөлшек түрінде жазуга болады: V2 = ^ /q  => p 2 = 2q2
Бұдан p2 жұп сан екендігі шыгады. Жұп сан тек жұп санның квадраты 
болтандьщтан р жұп сан, ягни р = 2р , деп жазуга болады.

§ 2. Нақты сандар және олардыц негізгі қасиеттері
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Осы мэнді соңғы теңдіктегі р ның орнына қойсақ; (2pi)2 = 2q =* 4р2 = 2q 
=* 2рі = q2. Яғни, q да жұп сан, q = 2q^ Демек, p саны да, q саны да жұп сан 
болды.

Онда, p/q = 2р ' I2q ’ болып қысқарылатын бөлшек шықты. Бұл тұжырым 
ұйғаруымызға қайшы. Сондықтан V2 - иррационал сан. V2 =1,41421356...

Мысал 2.3. logz5 иррационал сан екендігін дэлелдеу керек.
p/q

Шешуі. logz5 > 1 рационал сан деп ұйғарайық, яғни log25 = p/q => 2 = 5 =>

2 =5 Соңғы теңдіктің болуы мүмкін емес, себебі /L -  жұп сан, ал 5? тақ сан. 
Сондықтан, ұйғаруымыз дұрыс емес. Демек, log25 иррационал сан.

Мысал 2.4. Периодты ондық бөлшекті жай бөлшекке айналдыру керек:
а) 2,363636... = 2,(36); б) 3,24545 ... = 3,2(45).

Шешуі. а) 2,(36) санында бөлшектің периоды бүтін бөлігінен кейін бірден 
басталып тұр (таза периодты бөлшек). Сондықтан, бөлшектің бүтін бөлігін 2- 
ні қалдырып, ал бөлшек бөлігін алымы 36 периодтан тұратын, бөлімі 
периодьшда екі цифр болғандықтан, екі тоғыздан тұратын жай бөлшекпен 
ал мастырыл ад ы:

2,363636... = 2(36) = 2 —  = 2—.
99 11

б) 3,2(45) саны аралас периодты бөлшек. Сондықтан бөлшектің бүтін бөлігі 
3-ті қалдырып, ал бөлшек бөлігін алымы үтірден кейінгі екінші периодқа 
дейінгі 245 саны мен үтірден кейінгі бірінші периодқа дейінгі 2 санының 
айырымынан тұратын, бөлімі периодында екі цифр болғандықтан екі тоғыздан 
және үтірден кейінгі бірінші периодға дейінгі 2 саны бір цифр болғандықтан 
бір нольден тұратын жай бөлшекпен алмастырылады:

3,24545... = 3,2(45) = 3245-2
990

2.2. Нақты сандар жиынының негізгі қасиеттері

1. Кез келген х  және у  нақты сандарының қосындысы (х + у), айырымы 
(х — у), көбейтіндісі (х ■ у), қатынасы ( ^ ,у  Ф нақты сан болады.

2. Кез келген х  жэне у  нақты сандарының арасында х > у  (х үлкен у), 
немесе х  < у  (х кіші у) немесе х  = у (х тең у) қатынастардың біреуі ғана 
орындалады. Демек, нақты сандар жиыны реттелген жиын.

a < b ,a < b , a > b , a > b  қатынастар теңсіздіктер деп аталады. a < b, a > 
b теңсіздіктері қатаң теңсіздіктер деп аталады. а > 0 оң сан, a < 0 -  теріс 
сан деп аталады.

3. Егер X  пен Ү  нақгы сандар жиыны болса жэне кез келген х  6 X, у  € Ү нақгы 
сандар үшін х  < у  теңсіздігі орындалса, онда ең болмағанда бір с саны табылып, 
х  < с < у  теңсіздіктер орындалады.

Бұл қасиетті нақты сандардың үзіліссіздік қасиеті дейді.
Ескеретін жағдай, үзіліссіздік қасиеті нақты сандар жиынында 

орындалады, ал рационал сандар жиынында орындалмайды. Шынында да, X
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жиыны 2-ден кіші рационал сандар, ал Ү жиыны V2 -ден үлкен рационал 
сандар жиыны болса, яғни X  = {х 6 Q \ х  <V2}, Ү= {х € Q \ х  >V2}, онда кез 
келген х  G X, у  G Ү рационал сандар үшін х < у  теңсіздігі орындалады. Бірақ х  
< с < у  теңсіздіктері орындалатын с рационал саны табылмайды, өйткені 
мүндай сан тек л/2, ал бұл сан иррационал сан.

Осы негізгі үш қасиеттен нақты сандардың басқа қасиеттері шығады.

2.3 Сандық жиындардыц шекаралары

Х  = { х  } с  R нақты сандардан құралған кез келген жиын болсын.
Анықтама 2.1. Егер кез келген х  Е X  үшін х < М  (х > т) теңсіздігі 

орындалса, онда X  жоғарыдан (төменнен) шенелген жиын, ал М  саны (m 
саны) оның жоғарғы (төменгі) шекарасы деп аталады.

Егер X  жоғарыдан да, төменнен де шенелген жиын болса, онда ол 
шенелген жиын деп аталады.

Егер X  жогарыдан да томеннен де шенелмесе ол шенелмеген жиын деп 
аталады.

Мысал 2.5. 1V = {1, 2, 3, ..., п, ...} томеннен шенелген жиын, төменгі 
шекарасы 1, бірақ жогарыдан шенелмеген.

Мысал 2.6. Теріс бүтін сандар жиыны жогарыдан шенелген жиын, 
жогаргы шекарасы - 1, бірақ томеннен шенелмеген.

Мысал 2.7. R нақты сандар жиыны шенелмеген жиын.
R жиыны жогарыдан (томеннен) шенелген болса оның ақырсыз коп 

жогаргы (төменгі) шегаралары болады, себебі М  (т ) жогаргы (төменгі) 
шекарасы болса, одан үлкен (кіші) сандардың барлыгы да жогаргы (төменгі) 
шекара болады.

Аныктама 2.3. X  жиыныныц жогаргы шекаралар (төменгі шекаралар) 
жиынының ең кіші (ең үлкен) элементі X  жиыныныц дэл жогаргы (дэл 
төменгі) шекарасы деп аталады жэне SupX(inf X) деп белгіленеді.

(Supremum (лат) ең жогаргы, infinum (лат) ең төменгі) SupX пен infX 
сандары X  жиынга кіруі де, кірмеуі де мүмкін.

Егер X  жиын жогарыдан (томеннен) шенелмесе, онда 
supA"= +оо (in£Y= -оо) деп жазылады.

Мысалы, X  = [а, Ь) жиын үшін SupX = b, infX = a, мұнда infY G X, 
SupA" g X; ал X  = (a, +oo) жиын үшін infX = a, SupX жоқ; мұнда 
in {X= a(£X.

Sup2f (infX) мынадай маңызды қасиетке ие: эрқандай кішкене е > 0 саны 
үшін х е X  саны табылып, х > SupX -  е {х < infX + е) теңсіздік орындалады. 
Шынында да мұндай х  табылмаса, онда SupX -  г (infX + г) шама да дэл 
жогаргы (дэл төменгі) шекара болар еді. Онда SupX (infX) дэл жогаргы (дэл 
төменгі) шекара бола алмас еді.

Әрқандай жогарыдан (томеннен) шенелген жиынның дэл жогаргы (дэл 
төменгі) шекарасы бар ма деген сұраққа келесі теорема жауап береді.

Теорема 1.1. Әрқандай бос емес жогарыдан (томеннен) шенелген жиынныц дэл 
жогаргы (дэл төменгі) шекарасы бар.
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Дәлелдеуі. X  -  бос емес жоғарыдан шенелген жиын болсын. Онда X  
жиынды жоғарыдан шенеуші Ү сандар жиыны бос емес. Дэл жоғарғы 
шекараның анықтамасы бойынша эрқандай х  G X  жэне эрқандай у Е Ү үшін 
х < у  теңсіздігі орындалады. Нақты сандар жиынның үзіліссіздік қасиеті 

бойынша с саны табылып х < с < у  теңсіздіктері орындалады. х < с 
теңсіздіктен с саны X  жиынның жоғарғы шекарасы, ал с < у  теңсіздіктен 
жоғарғы шекаралардың ең кішісі екендігі шығады. Дэл төменгі шекараның бар 
болуы да осы сияқты дэлелденеді.

2.4. Нақты сандардың геометриялық кескіні

Кез келген түзуде екі қарама-қарсы бағытты көрсетуге болады. Бағыты 
таң далған түзу ось деп аталады.

Осьтегі бастапқы А нүктесі жэне соңғы В нүктесі көрсетілген кесіндіні 
бағытталған кесінді деп атайды жэне АВ немесе АВ деп белгілейді.

АВ бағытталған кесіндінің ұзындығы | АВ\ немесе \АВ\ түрінде 
белгіленеді.

АВ бағытталған кесіндінің АВ шамасы деп, АВ мен осьтің бағыттары 
бірдей болса | АВ\-га тең, ал АВ мен ось бағыттары қарама қарсы болса, 
— I АВ\-ға тең санды айтады.

АВ мен ВА бағытталған кесінділердің шамаларының таңбалары қарама- 
қарсы болады: АВ = -ВА.

А мен В нүктелері дәлме-дәл келсе АВ = 0 болады.
Берілген түзуде оң бағыт, бас нүкте О және (өлшем) масштаб бірлігі 

тандалса, ол түзуді координата түзуі
(координата осі немесе сандық ось) деп ,_____  ̂ м
атайды. -----■*--------------- --------------- >-х

Осы түзудің М  кез келген нүктесі 
болсын. М  нүктеге ОМ бағытталған Сурет 1.7
кесіндінің шамасы ОМ  = х  болатын х  
санды сәйкес қоямыз.

х  саны Мнүктесінің координатасы деп аталады жэне М (х) деп жазылады.
Демек, координата түзуінің кез келген М  нүктесіне оның координатасы 

болатын х  нақты сан сәйкес келеді.
Керісінше, әрбір х  нақты санға координаталық түзуде координасы х  

болатын М  нүктесі сэйкес келеді. Сонымен нақты сандарды кеоординаталық 
түзудің нүктелерімен бір мэнді кескіндеуге болады (сурет 1.7).

X  жиынында ең үлкен М  (ең кіші т )  саны бар болса, онда М  санын ( т  
санын) X  жиынының ең үлкен элементі (ең кіші элементі) деп атайды да 

М  = шах X  = max{x}(m = min X  = min{x})
х е Х  х €.Х

аркылы белгілейді.
Накты сандардың жиі қолданылатын кейбір жиындарын келтірейік.
1. X  = [a, b] = {x E R\ a < x  < b} сегмент (кесінді); a мен b сегменттің

(кесіндінің) шеткі нүктелері немесе ұштары;
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Vx, a < x  <b сегменттің ішкі нүктелері. maxX = SupA  ̂= b, minAf = in£Y = a.
2. X  = [a; b)={x G R \ a<x<b} - жарты сегмент, 
тіпУ  = іп£У = a, maxZ - жоқ, SupAf = b.
X  = (a; b] = {x G /?| a<x <A} - жарты сегмент. 
minA' - жоқ, in£Y = а, maxA" = b. SupAf = b.
3. X  = (a; Z>) = {x G Л| a<x <b} - интервал. 
тіоУ  - жоқ, mfX = a, тахХ - жоқ, SuelY =b. x  G R4 4 4 4
4. 0(c) = ( c - e ,c  + e), мұндағы e > 0; c нүктесінің s маңайы.
5. Y -  (—00, +oo) ={x G /? I —oo < x < oo} - сандық түзу, ақырсыз түзу.
min К - жоқ, infTr] - жоқ, шах У - жоқ, Sup7 - жоқ.
6. У = [a, +ao)={x G R |a < x < +oo} - жарты түзу. 
тіпУ2 = іпҒУ2 = a, тахУ2 - жоқ, Supy2 - жоқ.
У = (-oo, b]= {х I R I -  oo< x < b} - жарты түзу. 
min У - жоқ, inf У̂ - жоқ, max У = Sup У = b.
7. У4 = (а, +оо) = {х G R |а < х < +оо} - ашық жарты тузу. 
тіпУ - жоқ, inf У = а; тахУ  - жоқ, Supy - жоқ.
У5 = (-ао, b) = {х G R I -  oo< x < b) ашық жарты тузу. 
тіпУ$ - жоқ, inf У5 - жоқ, тахУ$ - жоқ, Supys = Ъ.
Бұл жиындардың барлыгы аралықтар деп аталады.

2.5. Санның абсолют шамасы

Анықтама 2.4. Нақты сан х-тің абсолют шамасы (немесе модулі) | х | деп
f х, егер х >  0 болса,

— 1—х, егер х <  0 болса 
болатын теріс емес нақты санды атайды.

Анықтамадан санның абсолют шамасының бірнеше қасиеттері шыгады.
1°. |х| = |—х|. Шынында да: 1) егер х > 0 болса, -  х < 0 болады, онда 

|-х|= —(—х) = х = |х| ; 2) егер х < 0 болса, -  х > 0 болады, онда |-х|= -х  = |х|, 
себебі х < 0. 1) жэне 2) жағдайлардан |х| =|-х| екендігі шығады.

2° —[х| < х < |х|. Шынында да: 1) егер х > 0 болса, |х| = х жэне -х  < 0 
болады. Осыдан —|х| = х. х < 0 болғандықтан 2х < 0 немесе х + х < 0, бұдан 
х <  -х , яғни х < |х|. Демек, -\х\ =х < |х|. 1) жэне 2) жағдайлардан 

—|х| < х < |х| екендігі шығады.
3°. £ >0 болғанда, |х|<е мен -е < х < е  теңсіздіктері пара-пар.
Дәлелдеуі. |х| < £ болсын. Онда: 1) егер х > 0 болса, |х|= х. Яғни х  < е 

болады, осыдан 0 < х < е ; 2) егер х < 0 болса, |х| = -х . Демек -х  < е, осыдан -
£ < х < 0.

1) жэне 2) жағдайларды біріктірсек, -£ < х  <£ екендігі шығады.
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-£  < x < £ бол сын. Онда х > -е  жэне х < г теңсіздіктері бір мезгілде 
орындалады. х > -  е теңсіздіктен —х < е .

Анықтама бойынша |х| не х-қа, немесе х-қа тең болғандықтан |х| < £ 
теңсіздігі шығады.

4° \х +у| <|х| + |у|.
Дәлелдеуі. х  жэне у кез келген нақты сандар болсын. 2° қасиет бойынша, 

бұл сандар үшін -|х | < х  < |х| жэне —|у| < у < |у| теңсіздіктері орындалады. 
Бұл теңсіздіктерді мүшелеп қосса-(|х| + |у|) < х + у  < |х| + |у| қос теңсіздік 
шығады. 3° қасиет бойынша \х + у| < |х| + |у|.

4° қасиетген \х —у  \ < |х| + |у| теңсіздігі тікелей шығады.
5° \ х - у \ ^  \x \-\y \.
Дәлелдеуі. Кез келген х, у  нақты сандары үшін х = у  + (х-у)  теңдігі 

орындалады. 4° қасиет бойынша \х\ < |у| + \х -  у|. Осыдан \х -  у\ > |х| -  |у|.
5° қасиеттен \х +у| > |х| -  |у| теңсіздігі шығады.
6° X • у| = |х| |у|.

х\ _  |х| е болса.
у I \у\

6° жэне 7° қасиеттер анықтама бойынша оңай тексеріледі.

§ 3. Координаталар жүйелері

Координаталар жүйесі нүкте орнын реттелген сандар жиынтығымен 
анықтап, сызықтар мен бетгерді алгебралық тендеулермен өрнектеу арқылы 
үйренуге мүмкіндік беретін құрал.

3.1. Түзудегі декарт координаталар жүйесі

4-

Нақты сандардың геометриялық кескінін анықтау үшін түзудегі декарт 
координата жүйесі ұғымы енгізілген еді.

Анықтама 3.1. Берілген түзуде оң 
бағыт, бас нүкте О және өлшем 
(масштаб) бірлігі таңдалса, ол түзуді 
координата түзуі (координата осі 
немесе сан осі) деп атайды.

ОМ =  х  болса, М (х) деп жазады, 
яғни тандалған координата жүйесінде, 
координатасы болады (сурет 1.7).

А(хх) жэне В (х2) нүктелері берілсе (сурет 1.7а) АВ бағытталған кесіндінің 
шамасы

Сурет 1.7а

Ох осінде, х  саны М  нүктесінің

АВ =  х2 -  хх ( 1.1)
ал ұзындығы

\АВ\ = \х2 - х х\ (1.2)
формулалармен анықталады.

Шынында да ОВ = ОА+ АВ, бұдан АВ = О В -О А  = Х2~ х^, ал арақашықтық 
теріс емес шама болғандықтан, \АВ\ — \х2 -  х х \ болады.
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3.2. Жазықтықтағы тікбұрышты декарт координаталар жүйесі

Анықтама 3.2. Өлшем бірліктері тең, ортақ О нүктесінде қиылысатын 
өзара перпендикуляр Ox жэне Оу координаталық осьтерді жазықтыкгағы Оху 
тікбұрышты декарт координаталар жүйесі деп атайды.

Мұнда Ох -  абсцисса осі, Оу -  ордината осі, О -  координаталар бас нүктесі 
деп аталады.

II
х«0
у*>

х<0
у<0

I
хэО
у>0

хәЮ
у<0

IV

Сурет 1.9

М  нүктесінің Ох (Оу) осьтегі проекциясы деп М  нүктесінен өтетін, Ох (Оу) 
осіне перпендикуляр түзудің Ох (Оу) осімен қиылысу нүктесі М х М у -ті айтады.
0МХ = х, 0Му = у  сандарын сәйкес түрде М  нүктесінің абсциссасы, ординатасы 
деп атайды жэне Щ х, у) деп жазады (сурет 1.8,1.9).

Келесі қарапайым есептерді қарастырайық.
1. Берілген екі нүкте арасындагы арақашыцтыц
Теорема 1.2 А(х^  у () мен В(х^, У2) нүктелерінің арақашықтығы

d = Щ  = V (х2 -  х г) 2 + (у2 ~  Уі)2 (1-3)

формуламен анықталады.
Дәлелдеуі. Шынында да AC  || Ox түзу өткізсек С(х^; у^) болады.

Тікбұрышты үшбұрыш ДАСВ да Пифагор теоремасы бойынша \АВ\2 = 
\АС\2 + \СВ\2. (1.1) формуланы қолдансақ АС = х^ -  х^, СВ = у^ -  у^
болғандықтан (сурет 1.10)

d = \AB\=  уҚх2 -  х г) 2 + (у2 -  УіҮ
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Кесіндіні берілген қатынаста бөлу
АВ кесіндіні, мұндағы А{х^, у (), В(х\, у  ), берілген X > 0 қатынаста бөлу

АС л _ . .керек, яғни — =  А шартты қанағаттандырушы С нүктесінщ хс; у с
координаталарын табу керек.

Теорема 1.3. Егер С(хс ; у с) нүктесі АВ кесіндіні берілген X > 0 қатынаста 
белее, онда оның координаталары

Хг+Лх2 У і+ Яу2
Хг = . . . ,ус =   ̂ , •, (1.4)1 +  Я 1 + Я

формулалармен анықталады.
Дәлелдеуі. АВ түзуі Ох оське перпендикуляр болмасын. А, С жэне В 

нүктелерінен Ох оське перпендикуляр өткізіп, олардың Ох осьпен қиылысу 
нүктелерін сәйкес А и С; жэне Bj деп белгілейік. Элементар математикадағы 
параллель түзулер арасындағы түзулердің кесінділерінің пропорционалдығы
туралы теоремаға сэйкес ^  =  Я болады (сурет 1.11).

Ал |ЛіС,| = \хс -  Х\\, \Ci_B] = \х2 -  х с\. (хс -  Х\), (х2 -  х с) сандарының
таңбалары бірдей болғандықтан *С-*1

хг-х-і. — Я, бұл қатыстан хс х1+Лх2
1+А

А В ІО х  болса, х = х = хс болып,
алынған теңдік дұрыс болады. Сонымен 
(1.4) формулалардың біріншісі дэлелденді. 
Екінші формуласы да осылайша 
дәлелденеді.

Егер С нүктесі АВ кесіндіні тең екіге 
белее, яғни Я= 1 болса, онда (1.4) 
формулалар

х 2 + х2
->Ус =

У і+Уг (1.5)
түрінде болады.

Мысал 3.1. >1(2; - 1 )  жэне В (5; 3) 
нүктелері берілген. d = \АВ\ арақашықтық жэне АВ кесіндіні Я = 2 қатынаста 
бөлуші С нүктесінің координаталары табылсын.



Шешуі. Бұл жағдайда = 2, у  = -1, *2 = 5, у 2 = 3 болғандықтан (1.3) 
формула бойынша

d = \АВ I = V ( 5 ~ 2 ) 2 + (3 + l ) 2 = 5. 
(1.4) формулаларды қолдансақ,

2 + 2 ■ 5 -1  + 2- 3 "
*с 1 + 2 ■ = 4, ус = • 1 + 2 3

3. Үшбұрыш ауданы
Теорема 1.4. Төбелері А^хр.Ух), В(х2;у 2), С(х3;у 3) нүктелерде жатқан 

ABC үшбұрыштың ауданы:

S4 К;Сз "А:і)(У2- У 1)_(Х 2- Х !)(У3_У 1)і (1'6)
Дәлелдеуі. А, В, С нүктелерінен О х  оське АА\, ВВ\, СС і перпендикулярлар 

түсіреміз.
$АВС =  Sa A-l B-l B +  $ В 1ВСС1 ~  ^А-^АССг

екендігі (сурет 1.12) айқын.
Демек,

^ (Х2 -  X.) + (х3 -  х2) -  З Ц й  Схз -  X,)$АВС —

=  2 І*2Уі - Х і У і  +  Х2У2 -  х іУ 2 +  Х3 у 2 -  х 2у 2 +  Х зУ з -  х2у 3 -

- х 3Уі + ХІУХ -  ХзУз +  хху3 I = — I(у2 — У і)О з ~  * і) ~  (Уз ~  Уі)(*2 ~  *і)І-

Ескерту 3.1. Егер 5Д = 0 болса, онда А, В, С нүктелері бір түзудің бойында 
жатады.

Мысал 3.2. Төбелері А(2; -3), В(-3; 4), С(3; 6) нүктелер болатын 
үшбұрыштың ауданы есептелсін.

ІІІешуі. х^ = 2 , у = -3; *2 = -3, у 2 = 4; х^ = 3, у з = 6 болғандықтан (1.6) 
формула бойынша

Sabc = §1(3 -  2)(4 + 3) -  ( - 3  -  2)(6 +  3)| |7 + 45| = 26 кв.б.

3.3. Полярлык координаталар жүйесі

Анықтама 3.3. Өлшем бірлігі таңдалған <ДР сәулені полярлык 
координаталар жүйесі деп атайды.

Мүнда О -  полюс, OP -  полярлық ось деп аталады (сурет 1.13).
Жазықтықта М  нүктесін алып, ОМ  кесіндісін жүргізейік. Онда 

жазықтыктағы кез келген М  нүкте р = \ОМ\, (р = ОМ, ОР сандары арқылы 
толык анықталады жэне М(р,<р) деп жазады. р,(р сандары М  нүктесінің 
полярлык координаталары деп аталады: р -  полярлык радиус, ср -  полярлык 
бүрыш.

Жазықтықтың барлық нүктелерін қамту үшін —п < <р < п  немесе 0 <  ср < 
2п, 0 < р < +оо деп аламыз.
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Енді Декарт координаталары мен полярлық координаталардың байланысын 
қарастырайык.

ONM тікбұрышты үшбұрыштан (сурет 1.14) ^  = sin <р, —  = соscp 
қатынастар орынды. 1ЧМ= у, ON = х, ОМ= р екендігін ескерсек:

х = pcoscp ,у  = р sirup (1.7)

Екі теңдікті квадраттап қоссақ жэне екіншісін біріншісіне бөлсек,
р = у/х2 + у 2, tgср = у-  (1.8)

формулалары алынады.
Мысал 3.3. М (-2; -2V3) нүктесінің полярлық координаталары табылсын. 
Шешуі. (1.8) формулаларын пайдаланып, р мен ср полярлық коорди- 

наталарды табамыз.

р = J ( 2)2 + (+2V3)2 = V 4T 12 = VI6 = 4; 

-2V 3
tg <Р = - 2 = уіЪ, осыдан <р = — + пп, n Е Z.

Бірақ М  нүктесі үшінші ширекте жатқандықтан п = - 1, яғни <р = -  — п = 

— —. Демек р = 4, (р = —~л; яғни М ^4: — ; немесе ср = j  + л= ү  болып,

Щ ,ү ) -

3.4. Кеңістіктегі тікбұрышты декарт координаталар жүйесі

Анықтама 3.4. Өлшем бірліктері 
тең, ортақ О нүктесінде қиылысатын, 
өзара перпендикуляр Ох, Оу және От. 
осьтер үштігін кеңістіктегі Oxyz 
тікбұрышты декарт координаталар 
жүйесі деп атайды.

О координаталар басы (бас 
нүктесі), Ох абсцисса oci, Оу - 
ордината oci, От аппликата oci деп 
аталады.

М  кеңістіктің кез келген нүктесі 
болсын. (сурет 1.15) М  нүктесі
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арқылы Ox, Оу, Oz осьтерге перпендикуляр үш жазыкгық өткіземіз. Бұл 
жазықтықтардың координаталық осьтермен қиылысу нүктелерін Мх, Му жэне 
М2 деп белгілейік.

0МХ , 0Му , 0М2 бағытталған кесінділердің шамалары х  = ОМх ,у  = 
ОМу, z = 0MZ сандар М  нүктесінің тік бұрышты координаталары деп
аталады; М  нүктесінің х  -  абсциссасы, у -  ординатасы, z -  аппликатасы деп 
аталады.

Сонымен таңдалған координаталар жүйесінде кеңістіктің эрбір А/нүктесіне 
жалғыз (х\ у; z) реттелген сандар үштігі -  тікбұрышты координаталары, сәйкес 
қойылды жэне керісінше, әрбір реттелген (х; у; z) сандар үштігіне Oxyz 
кеңістікте жалғыз А/нүктесі сэйкес келеді.

Сөйтіп, кеңістіктегі тікбұрышты координаталар жүйесі кеңістік нүктелері 
мен реттелген (х; у; z) нақгы сандар үштігінің арасында бір мэнді сәйкестік 
орнатты.

Оху, Oyz, Ozx жазықтықтары координаталық жазықтықтар деп аталады.
Координаталық жазықтықтар барлық кеңістікті октант деп аталушы сегіз 

бөлікке бөледі.
Oxyz кеңістіктегі А(х1г У \,гх) мен В(х2; y2,z 2) нүктелері арасындағы 

арақашықтық
d= \АВ\ = V(х2 -  ХіУ  +  (у2 -  Уі) 2 +  (z2 -  Zj) 2 ’ (1.3’)

ал — = Я қатыста бөлуші С(х; у, z) нүктесінің координаталары
І  =  Й і й  І І Й  ( 1.4-)

1+А J  1+А 1+А v '
формулаларымен анықталады.

§ 4. Комплекс сандар

Анықтама 4.1. z = (х; у) реттелген нақты сандар жұбын комплекс сан деп 
атайды.

Мұндағы х  саны z комплекс санның нақты бөлігі, ал у  комплекс санның 
жорамал бөлігі деп аталады да х  = Rez, у  = Jm z  деп белгіленеді.

(0; у) таза жорамал сан, ал (0; 1) санын жорамал бірлік деп атайды да, 
і әрпімен белгілейді, яғни і = (0; 1). Онда (0; у)=іу болады.

Анықтама бойынша (х ; 0) = х, (0; у) = іу, (0; 0) = 0.
Комплекс сандар жиынын С әрпімен белгілейді. Егер у  = 0 болса, онда (х,

0) келісім бойынша (х, 0) жұп, х  нақты санмен теңестіріледі, х  = (х, 0) 
Сонымен мына теңдіктер орынды:

(0, 1) = і, (0, у) = іу, (х,0) = х, (0; 0) = 0.
Комплекс сандардың теңдігі жэне оларға қолданылатын арифметикалық 

амалдар келесі ережелер бойынша енгізіледі.
z, = (*,; У,Х г2 = (х2; у2) болса, онда:
1°. Егер х = х 2, у і = у2 болса, z] = z2 болады. 
2°.z  = zi ± z2 = (xi ± x 2; y i ± y 2).
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3°. z = z, z = (x x  - у  y  : x y  + x у  ).

4o Z1 _  ( *1*2 + У1У2 *гУі -  *іУ2\
' z2 V ХІ +УІ  ' x \  + у |  /

3°-ереже бойынша i2 =  (0; 1)(0; 1) = (- 1; 0) =  - 1; яғни і2 = -  1.
Бұл ережелер жэрдемімен кез келген z =  (х, у) комплекс санды былайша 

жазуға болады:
z =(*; у) = (х; 0) + (0; у) = (х; 0) + (у; 0) (0; 1) = х + іу. 
z = х  + іу  өрнек комплекс санның алгебралық түрі деп аталады.
2° жэне 3° теңдіктерден комплекс сандарды қосу жэне көбейту амалдары -  

нақты сандарды қосу және көбейту амалдарының барлық касиеттеріне ие 
екендігі жэне комплекс сандарға қолданылатын амалдар і2 = -1  теңдікті 
ескергенде, алгебралық өрнектерге қолданылатын амалдар сияқты орын- 
далатыны көрінеді.

z = х  + iy ,z=  х  -  іу  сандары өзара түйіндес комплекс сандар деп аталады. 
Түйіндес сандар үшін, 3° ережеден z  -z  = х 2 + у 2 екендігі көрінеді.

Мысал 4.1. z( =3+4і z =5-2і комплекс сандары берілген. zx ±
Z2,z 1,z 2,z 1 / z 2 комплекс сандарын табыңыз.

lUeuiyL z + z2 = (3 + 4i) + (5 -  2£) = (3 + 5) + i (4 -  2) = 8+2 i .
z x - z 2 = (3 + 4i) -  (5 -  2i) = (3 -  5) + (4i + 21) = -2  + 6i.

z ■ z2 = (3 + 4i) (5 -  2i) = 3 • 5 -  3 2i+ 5 • 4i -  U = 23+14І
zx 3 + 4i (3 +  4i)(5 + 20  15 + 20i + 8i + 8i2 _  7 28 .
z l  ~  5 -  2i ~  (5 -  20(5  +  20  “  25 +  4 ~ 2 9 ~ 2 9 1'

Мұнда алымы мен бөлімін 
бөлімінің түйіндесіне көбейттік.

Кез келген z = х  + іу  комплекс 
санды Оху жазықтықта М (х,у) 
нүктесімен, немесе ОМ = {х , у} 
радиус векторымен бейнелеуге 
болады жэне, керісінше, Оху 
координата жазыктығыың эрбір 
М(х, у)  нүктесін z  = х  + іу  комплекс 
санның бейнесі деп қарауға болады.
(сурет 1.16).

Комплекс сандар кескінделген
(бейнеленген) жазықтьпс шартты түрде, комплекс сандар жазықтығы деп 
аталады. Мұндағы Ox -  нақгы ось, Оу— жорамал ось.

Оху жазықтықта (р, <р) полярлық координаталарын енгізсек (О полюс, Ox 
осінің оң бағыты полярлық ось), онда тікбұрышты AONM-нен х  =р cos<p, 
х  = р sin<p.

Бұдан
z = х  + іу= p(coscp+ isintp). (1.9)

Бұл өрнек комплекс санның тригонометриялық түрі деп аталады.
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Мұндағы р = \z\ = yjx2 + у 2 саны z комплекс санының модулі деп 
аталады. ф бұрышы ОМ бағыггалған кесінді мен Ох осінің оң бағыты 
арасындагы бұрыш болып, ф = argz, —п < ср < п немесе 0 < (р < 2п деп 
белгіленген санды z комплекс санының аргументі деп аталады, ф санын 
аргументтің бас мәні деп атайды, Argz = (\>+2кп арқылы ф бұрыштың 
мәндерінің ақырсыз жиынын белгілейді, мұндағы к = 0, ± 1, ±2,... .

Аргумент ф-дің шамасы
совф = -  , віпф = -  , і§ф = ^ , формулаларынан анықталады.
Егер z нүкте нақты немесе жорамал осьте жатса, онда argz тікелей 

табылады: z\ = 2 болғанда argz, = 0; z2 = -  3; болғанда, argz2 = Я ; z = i

болғанда, argz3 = -  ; z4 = —2i болғанда, argz4—  £ .
2 2

e l<p = cos<p + isincp, -oo  <  (p <  +oo (1.10)
Эйлер формуласын қолданып, z = p  (совф +ІБІпф) комплекс санын z = p e l<p 

көрсеткіштік түрде жазуға болады.
Мұндағы p=|z|, ал ф = Argz = argz + 2кя, к = 0, ±1, ±2,... болып, argz = ф0, 

О < (р0 < 2п немесе —п  < <р0 < п  аргументтің бас мәні.
Сонымен комплекс санның торт түрі анықталды:
1. z = (х, у) -  реттелген нақты сандар жұбы;
2. z = х + іу -  алгебралық түрі
3. z = р(созф+І8Іпф), р  > 0 , ф = Argz = argz + 2кп -  тригонометриялық түрі, 

к = 0; ± 1; ±2;...
4. z = р е1(р,р  > 0, ф= Argz = argz + 2кк -  көрсеткіштік түрі, k = 0; ±1; ±2;... 
Мысал. 4.2. z, = 1 + і, z2 = 1- і, z3 = і, z4 — 2і, z5 = 3, z6 = -  4 сандарының

реттелген жұптар, тригонометриялық жэне көрсеткіштік түрлері жазылсын.
Шешуі. Комплекс сандар алгебралық түрде берілген z, санында Х\ = 1, 

у і=1; Онда: рг =  V I2 + I 2 = V2, срг = arg(l + і) = arctg- = - .
Демек, реттелген жұптар түрі z, = (1; 1); тригонометриялық түрі z; =

V2 (cos ?L+ isin ^ ); көрсеткіштік түрі z ,= y/2e l*.
4 4

z2 санында х 2 = 1, уг=1; Онда: р2= | z2| = y jl2 + ( - 1 ) 2 = V2;

ср̂  = arg(l -  /) = arctg—  = - - ■  Демек: реттелген жұп түрі z2 = (1;—1);
1 1 4

тригонометриялық түрі z2 = V2 (cos £  -  isin £1); көрсеткіштік түрі z2 =
4 4

V 2e <® .
z3 санында х ъ = 0, у 3 = 1; Онда: р3= |z3| = Vo2 +l2 = і , <р3 = a rg i -  ^ . Демек: 

реттелген жұп түрі z3=(0;l); тригонометриялық түрі z3 = 1.■ П
(cos£+ tsin£ ); көрсеткіштік түрі z3 = е12.

2 2
z4 = - 21 санында х4 = 0, у4 = - 2; онда p4=lz4| = ^ q2 +(-2)2 =2;
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тригонометриялық түрі z4 = 2 (cosiL -  sinZL); көрсеткіштік түрі z4 = 2e(lz).
2 2

z5 санында x5 = 3, y 5= 0. Онда: p5 =  |z5| = V32 + 02 = 3; 
cp5= arg3 = 0. Демек: реттелген жұп түрі z5 =(3; 0); тригонометриялық түрі z5 

= 3 (cosO + isinO); көрсеткіштік түрі z5 = 3 •е‘°.
z6 санында х6 = -  4, у6 = 0. Онда р6 = J(-4)2 + о2 = 4; ср6 = arg(-^l) = л. Демек:

реттелген жұп түрі z6=(^4; 0); тригонометриялық түрі z6 =4 (cosn + isin л); 
көрсеткіштік түрі z6 = 4 ет

Комплекс сандарды көбейту жэне бөлу амалдарын орындау тригоно- 
метриялық түрінде берілгенде ыңғайлы.

1- zi = p-х (cos ^!+isin ^і) мен z2 = p2(cos <02+isin <p2) кез келген комплекс 
сандар болсын.

Z\ ?2  =  Р\ (cos ^1+isin (Pi) p2(COS ^2+isin <p2) = P\ Рг (cos (p\- COS (p2 +  isin <P\ 
COS (p2 +COS (P\ isin (p2 -sin (p\ sin ^2) -  p\ p2 (COS (p\~ COS <p2 -  sin <Pi sin (p2) +

І( sin (p\ COS (p2 +COS (px - sin (p2 ) =  P\ P2 [cos (jP\ + (p2) +isin(^i+ (p2)].
Ягни, комплекс сандарды көбейткенде олардың модулдары өзара 

көбейтіліп, аргументтері қосылады. Осы ереже кез келген ақырлы комплекс 
сандарды көбейткенде де орындалады.

z, z ...'Z = р\ р2' ••• pn[cos{(px+(p2+ ...+  (pt)+is.m{(p\+(p2+...+ (pn)] ( 1.12)Z п
(1.12) тендік математикалық индукция эдісімен оңай дэлелденеді.
Дербес жағдайда z = p(cos <р + isin<p) комплекс санын өзара п рет 

көбейтсек:
zn = p ”(cosn (р + isinn (р) (1.13)

Бұл тендік Муавр формуласы деп аталады.
Мысал 4.3. (1+л/з і)9 комплекс саны табылсын.

Шешуі. Алдымен z = 1 +л/3 і санды триогонометриялық түрде жазамыз:

р  = Jl2 + (V3)2 = 2; argz = arctg^l = >  argz = ̂ ~, z = 2 (cos^ +  isin^ ).
1 3 3 3

<z>4 = arg(-2/) = • Демек: реттелген жұп түрі z4 =(0; -2);

Онда (1.12) Муавр формуласы бойынша z 9 = (1+7з =[2(cos — + i sin — )]9 =

29 (cos37T + isin37r)= 512(—1) = —512.

2. бөлінді үшін келесі тендік орындалады:

—  = —  [cos( (рх~(р2) + isin( (рх-  (р2 )] (1.14)
z2 Д2

Шынындада, Z i/z2 =  z =  p(coscp + isin cp) деп алсақ, z\ = z. z2 болып (1.12) 
формула бойынша px{cos(p2 + isin <p) = pp2 [cos(<p + <p2) + isinOp + <p2)] 
теңдігі орындалады. Комплекс сандардың теңцігінің ережесі бойынша:
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PiC0S<P! = pp2cos((<p + <p2), Pisinipi =pp2 sin(<p + (p2). Бұдан p1 = p p 2>(P ~
<p + <p2, яғни p = — ,<p = <p — <p2 екендігі шыгады. Демек, комплекс сандарды 

Р 2
бөлгенде, сэйкес түрде, модулдары бөлінеді, ал аргументтері айрылады.

Мысал 4.4. Zi = i, z2 = 1 + і сандарының —  бөліндісі табылсын.
Z2

Шешуі. Бұл сандардың тригонометриялы түрі (мысал 4.2)
f  _Л 71cos — + 1 sin — > z2 = V2
l  2 2 J V

Z] =  1

бойынша, z = — = —/= 
z2 V 2

Л- . . ял cos—+ isin— 
4 4 j

болғандықган (1.14) формула

' л  л'' ' л  л '' 1 ( 7t л 'cos — + isin — = —r=\ cos—t-isin —
 ̂2 4 , <2 4 у J 4 4J

Енді z = p(cos (р + isin <jp) санының n -дәрежелі (п = 2, 3 ...) түбірін табайық:

w = %J~Z = r(cosi/> + isini/i).
(1.13) Муавр формуласы бойынша, wn =  z = r n (cos ni/H-isin пф) болады. 
p (cos0> + isin^j) = r n(cos nxp + isin ni/i) теңдіктен p = rn, пф=(р = argz + 2я&,

мұндағы Л = 0, ±1, ±2, ... тендіктері шығады. Соңғы теңдіктерден г =у[р  ,

у/ = агё г + ̂ л^ болады. Сонымен, 
п

^  = ̂ L sf l S £ l M + ,'sin S £ ± M j ;  А=0, 1,2,... ,п -1 . (1.15)

Мұндағы д/lzl модульдың арифметикалық түбірі. &-ның басқа мэндерінде,
осы табылған түбір мәндері қайталанады, өйткені sinx, cosx периодты 
функциялар.

(1.15) формуладан көрінгендей комплекс сандар жиынында п-дәрежелі 
түбірдің п мәні бар.

(1.15) формуланы қолданып, келесі түбірлерді табу керек.

Мысал 4.5. Ш

Шешуі. ЗД _ ̂ /cosO + isinO = > /l( c o s ^ y ^  + / sin^ +^ ^ ) 0,1,2.

k = 0 болғанда, Wi= Ifi =(cos0 + i sinO) = 1; 

k=  1 болғанда, w2= Щ .cos^ L  + isin]f_= +
3 3 2 2

k = 2 болғанда, w3= ^ 1 . (cos— + i sin— ) = — — — i
_  3 3 2 2

Мысал 4.6. V—1
Шешуі. V—1 = Vcos n  + i sin n  = cos n+*nk+i sirr  +2nk; k=0,l;
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k  = 0 болғанда, w,= cos£ +isin* = 0+f = ,•
2 2

к 1 болғанда, w2— co s^ - + /s in ^ -  = 0 —i — —i
2 2

Зл-

Мысал 4.7,.V 7

Шешуі.V i = і/ я- . . я- , 
J  :?/ COS----- 1- j s in  —  =  1

V 2 2

 ̂ Я " . ,  Я- - , ^—+ 2я& —+ 2яЙ:
2 •  •  2 cos—-------- + /sm —--------- к = 0,1,2.

A: = 0 болғанда, w, = cos— + / sin -  = —  + 1 - :
6 6 2 2

k=  1 болғанда, w2 = Cos— + /sin—  = - —  + / ! •

9л* 9 л-
A: = 2 болғанда, w3 = Cos—  + / sin —  = 0 -  i = - i;

6 6

§ 5. Алгебралық теңдеулер

Комплекс сандарды енгізу квадрат теңдеудің дискриминанты нөлден кіші 
болғанда (D < 0) да оны комплекс сандар жиынында шешуге мүмкіндік береді. 
Мысалы х 2 + 1 =  0 тендеудің шешімі х  = і, х  = —і сандары болады. Шынында 
да: дс2 + 1 = 0  х 2 -  і2 = 0  (х -  і) {х + і) = 0 = >  Х \- і, х 2= -  і.

Көпмүше және оның түбірі 
Анықтама 5.1. n-дәрежелі көпмүше деп

Рп (z) = а0 + a.\z +a,z 2+ ... + a„zn = ^ a kz k, “n * 0 (1.16)
*=o

түріндегі өрнекті атайды. Мұндағы ак тұрақты коэффициенттері -  нақты 
немесе комплекс сандар, z = х  +  іу  комплекс айнымал.

Аныктама 5.2. Егер Pn(a) =  0 болса, онда а саны көпмүшенің түбірі 
немесе нөлі деп аталады.

z0 кез келген комплекс сан болсын. z = (z -  z0) + z0 деп түрлендіріп жазсақ
(1.16) көпмүшені П

Pn(z) = ак [(z -  z0) + z0]k 
к=о

түрінде жазып, мұндағы квадрат жақшаларды дэрежелеп, z — zq айырым
бойынша ұқсас мүшелерін ықшамдасақ,
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(1.16a)Pn (z)=b+b](z-zQ)+b2(z-zo) + ...+b(z-z)n= Y ,bk( z - z 0)k

түріндегі көпмүше алынады, мұндағы коэффициенттер, жалпы жагдайда, 
тұрақты комплекс сандар. (1.16а) теңдіктен Рп (z q)  = bQ екендігі көрінеді. bQ = 0 
болса, Pn(z) көпмүше z - zq айырымға бөлінеді.

Теорема 1.5. (Безу). zq саны Pn(z) көпмүшенің түбірі болуы үшін Pn(z) 
көпмүшенің z—z айырымға бөлінуі, яғни кез келген z үшін

Pn (z) =(z -z0 )P n_1(z) (1-17)
көбейтінді түрінде өрнектелуі, қажетті жэне жеткілікті.

Дәлелдеуі.Шынында да z q саны (1.16) көпмүшенің түбірі болса, (1.16а)
тендікте b=  0 болады. Демек, Рп (z) =(z - zq ) Рп_г (z) түрінде жазылады. (1.17) 
теңдікте z = zq болса, Pn(z ) =0 болады.

Егер Pn-i(z^) Ф 0 болса, онда zq саны Pn(z) көпмүшенің жай түбірі деп 
аталады. Жалпы жагдайда, егер s < п  болып,

Pn(z) = ( z - z 0 У Pn_s (z), Pn_s (Zj) Ф 0
теңдік орындалса, онда zq саны Pn(z) көпмүшенің s еселі, түбірі (нөлі) деп 

аталады.
Теорема 1.6. (Алгебраның негізгі теоремасы). Кез келген п > 1 дэрежелі 

Pn(z) көпмүшенің ең болмағанда бір түбірі бар.
Бұл теоремадан келесі маңызды салдар шығады.
Салдар 5.1. Кез келген n-дәрежелі көпмүшенің (еселі түбірлерді қоса 

есептегенде) нақты жэне комплекс п түбірі бар.
Яғни n-дэрежелі көпмүшені

Рп (z) = oTl(z -z 1) kl( z - z 2) k2 ...{z-Zj ) ^ , к г + k2+ ...+ kj = п, (1.18) 
көбейтінді түрінде жіктеп жазуға болады. Мұндағы z1( z2, ... Zj сандары
еселіктері сэйкес кх, к2, ■ ■ ■ kj болатын эр түрлі түбірлер.

Салдар 5.1 дегі (1.18) формула алгебраның негізгі теоремасын п рет 
қолдану арқылы шығады.

Егер (1.16) көпмүшенің коэффициенттері нақты сандар болса, онда келесі 
тұжырым орынды болады.

Теорема 1.7. Егер z0 = a + ifi комплекс саны (1.16) нақты коэффициентгі 
көпмүшенің түбірі болса, онда оған түйіндес = a — if} комплекс саны да 
осы көпмүшенің түбірі болады.

Дәлелдеуі. Pn(zo)=Pn(a+i/?)=0 екендігін жэне Zq =zj^, ak = a k 
теқдіктерді ескерсек

n n n n

Pn(zb) = “k(^>)k = J  zo = ^  a«z° = 2  afcZ° = P°(Zo) = 6 = 0
k=0 k=0 _  k=0 k=0

теңдіктері орынды болады. Демек z0, саны (1.16) көпмүшенің түбірі.
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Мұнда тікелей тексерілетін (тригонометриялық түрдегі zb z2 комплекс 
сандар үшін) келесі теңдіктерді қолдандық:

z1 ± z 2 = z1 ± z 2 , z± ■ z2 = Zi • z2
Мысал. 4.1. P (z)  = z3 — 10z2 + 37z — 52 көпмүшені көбейткіштерге жіктеу 

керек.
Шешуі: Алгебраның негізгі теоремасының салдары бойьшша

z3-XOz2 + 37z-52  = 0 үшінші дәрежелі теңдеудің үш түбірі бар. Шынанда да: zJ 
-  10z2 + 37z -  52 = 0 <=>zJ - 4 z2 -  бг2 + 24z + 13z -  52 = 0 <=> z2(z -  4) -  6z 
(z -  4) + 13(z -  4) = 0 <=> (z -  4) (z2 -  6z + 13) = 0 <=>z - 4  = 0,

z2 -  6z + 13z = 0. Бүдан z( = 4; z^=  3 ± V9 —13 = 3 ± V—4 = 3 ± V4O = 3 ± 2i; 
яғни zt= 4, z2= 3 + 2i, z=  = 3 — 2£. (1.18) тендік бойынша: 
z3- \ 0 z 2 + 37z_- 52 = (z -  4) [z -  (3 + 2Q] [z -  (3 -  2i)] = (z -  4) (z2 -  6z + 13). Соңғы

тендікте z Z2 = 32+ 22 = 13 екендігі ескерілді.
Теорема 1.8. Кез келген n -дәрежелі коэффициенттері нақты (1.16) көпмүше 

коэффициенттері нақты сызықтық жэне квадрат үш мүшелі көбейткіштерге 
жіктеледі:

РпМ  = а0(х -  хг)к^ х  -  х2)к* ... (х -  хг)кг(х2 + ргх + ...
(*2 + РтХ + ЧшУт (119)

Мұнда кг + к2+ ... +кг + 2(5г + s2 + ... + sm) = п, барлық квадрат үш 
мүшелердің нақгы түбірлері жоқ.

Дәлелдеуі тікелей (1.18) жіктеу және теорема 1.3 тұжырымынан шығады. 
Себебі көпмүшенің коэффициенттері нақты болғанда түйіндес түбірлерге 
сәйкес (1.18) жіктеудің көбейткіштері квадрат үш мүшелік болады. 
Шынындада х^ = а + Ы, х2 = а — Ы түбірлер үшін, сәйкес көбейткіш,

(х -  хі)(х -  х2) = [х -  (а + Ьі)][х -  (а -  Ы)] =[(х -  а) -  Ьі][(х -  а) + Ьі]=
= { x -  a f  -  (Ы) 2 = х2 -  2ax + а 2 + Ь2 = х 2 -  2ха  + (а2 + Ь2).

Мысал 4.2. Р5(х) = х 5 -  5х4 +13х3 + 1х2 -  68х + 52 көпмүше 
көбейткіштерге жіктелсін.

Шешуі. Алгебраның негізгі теоремасының салдары бойынша берілген 
бесінші дәрежелі көпмүшенің бес түбірі бар. Коэффициенттері нақты сандар 
болғандықтан теорема 1.7 бойынша көпмүшенің комплекс түбірі болса, оған 
түйіндес комплекс сан да көпмүшенің түбірі болады. Тікелей есептеу арқылы 
-2; 1; 2; 2 + 3і, 2 -  Зі сандарының берілген көпмүшенің түбірі екенін 
анықтауға болады. Онда (1.19) формула бойынша,

Psix) = (х  + 2)(х -  1) ( х - 2) [ х -  (2 + Зі)] • [ х -  ( 2 - 3 і)] =
= (х -1 )(х -2){х +2){х -Ах+\Ъ)

§ 6. Математикалық индукция әдісі

Кейбір формулаларды қорытып шығаруда жэне қайсыбір математикалық 
түжырымдарды дәлелдеуде математикалық индукция эдісі қолданылады.
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п  натурал санына тэуелді кдндай да бір тұжырымдаманьщ дұрыстығын көрсету 
үшін математикалық индукция эдісін қолдану алгоритмі төмендегідей:

а) берілген тұжырымның п = 1 болганда, дұрыс екенін тексеру;
б) қандай да бір п = к болғанда, тұжырымды ақиқат деп ұйғару;
в) п = к +1 үшін тұжырымның ақиқат екенін дэлелдеу. Бұдан тужырымның 

кез келген п үшін ақиқат екендігі шығады, яғни п = 1 үшін дұрыс 
болғандықтан п = 2 үшін де дұрыстығы шығады, п = 2 үшін дұрыс 
болғандықтан п = 3 үшін де дұрыстығы шығады жэне т. с. с.

Мысал 6.1. 1 + 2 + 3 + ... + (п -  1) + п = ”(и+1) екендігі дэлелденсін.
2

Дәлелдеуі. Математикалық индукция әдісінің алгоритмін қолданамыз:

а) п  = 1 болғанда, 1 = 1Q + ̂  , яғни 1 = 1;
2

б) п=к үшін берілген теңдік дұрыс дейік, яғни 1 + 2  + 3
2

в) п = к +1 үшін дұрыстығын дәлелдейміз:
1 +2 + 3 + ... + к+ (к+  1)= (£ + 1)(£ + 1 + 1) _ (А: + ІҚЛ: + 2)

2 2
Шынында да,

1 + 2  + 3 + ... + к + (к+ 1)= ^  + 1) і (к і п - (* + 1Х* + 2)
2 2

Демек, берілген теңдік дұрыс.
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II тарау. СЫЗЫҚТЫҚ АЛГЕБРА ЭЛЕМЕНТТЕРІ

§ 1. Квадрат матрица ұғымы. 
Анықтауыштар және оларды есептеу

Анықтама 1Л. п жолдан жэне п бағаннан тұратын кез келген а , І =1, п
/  = 1, п  сандардан құралған квадрат кесте n-ретті квадрат матрица деп 
аталады.

Ол дөңгелек жақшамен немесе қосарланған тік сызықтармен белгіленеді:

'«11 «12 • • «1„ ' «11 «12 • • «1„
л= «21 «22 .. а2п = «21 «22 - «2л aij

2=1. л
,^1 «л2 • «лл, «яі «л2 '" «лл

Мұндағы І = 1 , 2 , , п  -  жол нөмірі,у = 1, 2, ... , п -  баған нөмірі, а. -  і
жол мен j  бағанның қиылысындағы элемент деп аталады.

Сызықтық теңдеулер жүйесін шешумен тығыз байланысты -  квадрат 
матрицаны сипаттаушы анықтауыш ұгымы.

А матрицаның аныктауышы \А\, det А немесе А арқылы белгіленеді.
Бірінші ретті A = (ап ) матрицаның анықтауышы немесе 1-ретті анықтауыш 

деп а1х санды атайды: det4= Д =\А\=а11. Мысалы A = (-5) болса, Д = \А\ = -5 
болады.

2-ретгі A = (atj ) матрицасының анықгауышы немесе 2-ретгі анықгауьпн деп

det4 =Д= \А I =
а21

а,12

a'22

-  аіг • а22 -  а-12 ' а2і (2.2)

санды атаиды.

Мысалы, A = ^ j болса, ондаД =\А\=
2 3 

4 5
= 2 • 5 -3  • 4 = = -2.

3-ретті A = (c iij) i-i3 матрицасының анықтауышы немесе 3-ретті 
j=U

анықтауыш деп

det4 = Д = \А\ ■
a w  а п  а \ъ

-  а ц а 22а3з + Оі2а2зазі +  а іза2і а зг

а31 а32 о33
-  CL32a22a31 “ а12а21а33~ а11а23а32 (2-3)

санды атайды.
(2.3) теңдік үшбұрыштар ережесі (Саррюс ережесі) деп аталадыда 

схемалық түрде былайша көрінеді:
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Анықтама 1.2. п-ретті (2.1) А матрицасының анықтауышы немесе n -ретті 
анықтауыш деп

deL4= А =\А\=

«11 «12 " «1л
«21 «22 .. а2п

^  .(—«!(-/> «2«; • • ) (2.4)

«л. «л 2 ••• «лл

ю(п)

санды атайды, мұндағы қосынды барлық элементтерден, і =  1, п, j  = 1, п, 
п-ретгі алмастырулар бойынша алынған.

Көрсетілген қосынды п! қосылғыштан тұрып, эрбір қосылғыш эрбір 
жолмен эрбір бағаннан алынған п  элементтің көбейтіндісі. Қосылғыштардың 
жартысы екінші жартысы ” таңбамен алынады.

Бұл анықтама бойынша жоғарғы ретті (п > 3) анықтауыштарды есептеу 
күрделі. Дегенмен жоғарғы ретті анықтауыштарды төменгі ретті анықгауыш- 
тарға келтіретін ыңғайлы әдістер бар.

Анықтауыштардың қасиеттері

Кез келген ретті анықтауыштарға тэн негізгі қасиеттерді қарастырайық. 
Ыңғайлы болу үшін бұл қасиеттердің алғашқыларын 3-ретті анықтауыштар 
үшін келтіреміз.

1° Д анықтауыштың жолдарымен сәйкес бағандарының орнын алмастыр- 
ғанда, Д -ның мэні өзгермейді, яғни

«п «12 «13 «11 «21 «31

«21 «22 «23 — «12 «22 «32

«31 «32 «33 «13 «23 «33
Дэлелдеу үшін екі анықтауышты да (2.3) ереже бойынша ашып шықсақ 

мүшелерінің тең екендігіне көз жеткіземіз.
2°.Д анықгауыштың кез келген екі жолының (екі бағанының) орнын 

алмастырғанда, Д -ның таңбасы өзгереді.
Дәлелдеуі (2.3) ережеден шығады.
3°. Д анықтауыштың екі жолының (екі бағанының) сәйкес элементтері 

өзара тең болса, онда Д -ның мэні нөлге тең.
Дәлелдеуі. Шынында да бірдей жолдарды (бірдей бағандарды) алмастыр- 

ғанда анықтауыштың мәні Д өзгермейді. Ал 2° қасиет бойынша жолдарды
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алмастырғанда таңбасы өзгереді, яғни Д = -  Д болады. Бұдан 2 Д = 0, яғни 
Д = 0.

4°. Д анықгауыштың кез келген жолының (бағанының) барлық элементгерін Л 
санына көбейтсек, овда Д -нің мәні осы санға көбейтіледі, яғни

М  і А а п
« 1 1 « 1 2 « 1 3

« 2 1 « 2 2 « 2 3
=  я

« 2 1 « 2 2 « 2 3

« 3 1 « 3 2 « 3 3 « 3 1 « 3 2 « 3 3

Дәлелдеуі. (2.3) ереже бойынша екі анықтауышты қосылғыштар түрінде 
жазсақ, қосылғыштардың өзара теңдігі шығады.

5° Д анықтауыштың кейбір жолының (бағанының) барлық элементтері 
нөлге тең болса, онда Д -ның мэні де нөлге тең.

Бұл қасиеттің орындылығы Л= 0 болғанда, 4° қасиеттен шығады.
6° Д анықтауыштың екі жолының (екі бағанының) сәйкес элементтері 

пропорционал болса, онда Д -ның мэні нөлге тең.
Шынында да 4° қасиет бойынша пропорционалдық көбейткіштің 

анықгауыш белгісі алдына шығарсақ, қалған анықтауыштың екі жолының 
сәйкес элементтері бірдей болады. Онда 3° қасиет бойынша анықтауыш нөлге 
тең болды.

7°. Д анықгауыштың &-жолының (Л-бағанының) элементтері екі қосыл- 
ғьпнтан тұрса, онда екі анықтауыштың £-жолының элементтері бірінші 
қосылғыштар болып (Я-бағанының), ал екінші анықтауыштың &-жолының (к- 
бағанының) элементтері екінші қосылғыштар болады; екі анықтауышта да 
басқа жолдардың (басқа бағандардың) элементтері бастапқы анықтауыштың 
сәйкес элементтеріне тең болады. Яғни

« і ' , + « Г і « ; 2 + « г2 « і' з + « Г з = « і і « і' 2 « 1 3
+

п
« 1 1

п
« 1 2

п
« 1 3

« 2 1 « 2 2 « 2 3 « 2 1 « 2 2 « 2 3 « 2 1 « 2 2 « 2 3

« 3 1 « 3 2 « 3 3 « 3 1 « 3 2 « 3 3 « 3 1 « 3 2 « 3 3

Бұл тендіктің дұрыстығына, барлық анықтауыштарға (2.3) теңдікті 
қолданып, көз жеткізуге болады.

8° Д анықтауыштың кез келген жолының (бағанының) барлық 
элементтерін я санына көбейтіп, оны басқа бір жолдың (бағанның) сәйкес 
элементтеріне қосса, онда Д -ның мәні өзгермейді.

« 1 1 « 1 2 « 1 3
Я

« 1 1 « 1 2 « 1 3

« 2 . « 2 2 « 2 3
J  = Лаи +а21 ^ « 1 2  +  « 2 2 ^ « 1 3  +  « 2 3

« 3 1 « 3 2 « 3 3 « 3 1 « 3 2 « 3 3

Бұл қасиеттің дұрыстығы 7° жэне 6° қасиеттерден шығады.
9° Анықтауыштың жол мен баған элементтері бойынша жіктелуі. 

Жоғары ретті анықтауышты есептеуді жеңілдететін бір тәсіл, ол осы 
анықтауышты төменгі ретті анықтауыштарға жіктеу.

Басқаша айтқанда n -ретті анықтауышты (п-І)-ретті анықтауьіштардың 
қосындысы түріне келтіру. Ол үшін алдымен жаңа ұғымдар енгізіледі.
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Лнықтама 1.3. n-ретті анықтауыштың а і;- элементінің миноры Му деп, 
осы анықтауыштың а і;- элементі тұрған і-жол мен /-бағанды алып (өшіріп) 
тастағанда шығатын (п-І)-ретті анықтауыиггы атайды.

Анықтама 1.4. п-ретгі анықтауыштың а*у элементінің алгебралық 
толықтаушысы деп, ( -  1)‘+-,-ге көбейтілген а і;- элементінің минорын 
атайды, яғни

Аі; = ( - 1 ) і+>-Мі;,  (2.5)
Теорема 2.1. А  анықтауыштың мэні осы анықгауыштың кез келген жол 

(баған) элементтері мен олардың сәйкес алгебралық толықтауыштарының 
көбейтінділерінің қосындысына тең:

П

Д =  ^  о.цс Ац( =  ацАц  +  0.(2А^  +  . . .  +  а.іпАіп, і =  1, п ( 2 -6 )

Ъ=1
Д = Q-kj ' Akj ~  Q-\jAij + Q.2jA2j+ ■ • ■ + &njAnj , j  — l ,n  (2.7)

к- 1
(2.6) қосындысы (2.4) n -ретті анықтауыштың і-жолының элементтері 

бойынша жіктелуі, (2.7) қосынды (2.4) n -ретті анықтауыштың баганының 
элементтері бойынша жіктелуі деп аталады.

Дәлелдеуі.Бұл қасиетті 3-ші реггі анықтауыштың, мысалы, 3-ші жол 
элементтері үшін дэлелдейік.

а А +а А +а А =а (-1)31 31 32 32 33 33 31 v ’
3+1 ам ахг

а 22 а П

+а (-1)32 V )

3+2 ап ап

а2\ а23
+

+а (-1)зз  V >

3+3 ап а]2

а 2\ а 22

a (a a -a  ■a )-a (a a - a  •a )+a (a a -3P 12 23 13 22' 32v 11 23 13 2Г 33V 11 22

- a - a ) = A = a a a + a a a + a a a - a a a - a a a  - a  a a .12 21' 11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32
10° Д анықтауыштың кейбір жолының (бағанының) элементтерін басқа 

жолының (бағанының) сәйкес алгебралық толықтауыштарына көбейтіп қоссақ, 
оның мэні нөлге тең болады.

Бұл қасиеттің дұрыстығына айтылған амалдарды орындап, анықтауыш- 
тарды ашып көз жеткізуге болады.

Мысал 1.1. Д =
2

5

-3

-4
анықтауышты есептеу керек.

Шешуі. (2.2) формула бойынша

2
5

- 3
- 4

= 2 (-4 )-( -3 )-5  = -8 + 1 5  = 7.
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Мысал 1.2. Д =
- 2  1 
1 - 4
0 -3

анықтауышты үшбұрыш ережесі бойынша,

бірінші жол жэне екінші баған элементтері бойынша жіктеп есептеу керек.
Шешуі. Үшбұрыш ережесі бойынша (2.3) формуланы қолданып 

есептейміз:
Д = 5 * 1 (—3) + (-2)(-4)-6 + 3 0 1 - 6 1 1 -  3(-2)(-3) -  0(-4)-5 =

= -15 + 48 -  6 -  18 = 48 -  39 = 9.

і+і
эі бойынша (2.6) формуланы қолданып е<
1 -4 1+2 3 -4 1+3 3 1

0 -3
+(-2)(-1)

6 -3
+ И -1 )

6 0
Д = 5 (-1)

= 5(-3+0) + 2(-9 +24) + 1(0 -  6) = -15 + 30 -  6 = + 9.
Екінші баған элементтері бойынша (2.7) формуланы қолданып есептейміз:

1+2
= -2 (-1 )

3 -4 

6 -3

2+2
+ 1 (-1)

5 1

6 -3

3+2
+о-(—1)

5 1

6 -3
= 2(-9+24) + 1 (-15- 6) + 0 = 30-21 =9.

§ 2. Матрицалар

2.1. Матрица үғымы

Анықтама 2.1. т  жолдан және п бағаннан тұратын кез келген а.ц, 
сандардан құралған тік төртбұрышты кесте т  хп  өлшемді матрица деп 
аталады.

Матрица А ={аф, A =||аі;-||,і = 1, т  (і =1 ; 2 = 1 ,n ( j  =1 ;2 ;...; n) немесе

а і і а 12 п ) а п ап ." а Хп

а 21 а 22 а 2п
м = а 2Х а22 • а 2п

а т 1 а т 2 0-7Пп)

а п,2 • а тл
белгілердің біреуімен белгіленеді. Мұндағы і -  жол нөмірі,у' -  баған нөмірі, 
саны і — жол мен j  -  бағанның қиылысындагы элемент.

Бірдей т  х п өлшемді А = (аі;) жэне В = (Ьі;), матрицаларының элементтері 
үшін atj= btj болса, онда А = В  болады.

т  = п  болса, ондаЛ матрицасы п өлшемді квадрат матрица деп аталады.
А квадрат матрицаныц бас диагональ {а,;} элементтерінен басқа 

элементтердің барлығы нөлге тең болса, оны диагональ матрица деп атайды. 
Дербес жағдайда ац = 1, і =1 ,п  болса, оны Е  бірлік матрица, ал Оц = 0, і 
=1 ,п  болса, нөлдік матрица деп атайды.
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M l 0 .. 0 \ '1 0 . . o' '0 0 . . 0N

0
a22 II

о 0 1 . . 0 ,0  =
0 0 . . 0

\o 0 ". ®nn/ 0 . • К 0 . • 0,
Нөлдік матрица ұғымы кез келген өлшемді матрица үшін де енгізіледі. 

2.2. Матрицаларга амалдар қолдану

1. A = (atj ), і =1 ,m , j  =1, n , матрицасының Л санына көбейтіндісі ЛА деп, 
элементтері = Л , і =1, m ,j  =1, п, болатын В = ( )  матрицасын атайды.

2. Бірдей т х  п өлшемді A = (аі7) жэне 5  = (Ьі;) матрицаларының
қосындысы деп, элементтері сі7 = + Ь^, і = l ,m , j  =1,п , болатын т х п
өлшемді С = (Cij) матрицасын атайды.

А -  В = А + (-В  ), мұндағы -В  = (-1) В .
Матрицаларды санға көбейту жэне матрицаларды қосу амалдары сызықтық 

қасиеттер деп аталып, келесі қасиеттерге ие:
а ) А + В  = В + А- б )А  + (В + С) = (А + В) + С;
(коммутативтік) (ассоциативтік)
в)А + 0=А- г) А -  А = 0\
д) 1 А = А] е) а (А+В)=аА+аВ; (дистрибутивтік)
ж) (а+ р)А =ol4+@А\ з) 1 • а (J3A) = (а ■/3)А',

мұндағы А, В, С - өлшемдері бірдей матрицалар, ал а.,/3 - сандар.
3 . т х п  өлшемді А = (а і7) мен п х  р өлшемді В = (Ь;к) матрицаларының 

көбейтіндісі деп, элементтері

Сік = ацЬ1к +  ai2b2k +  ... +  ainbnk = ^ a ybjk (2 .8)

____  ____ 7=1
i= l ,m  к = 1, р , болатын С = (сік) матрицасын атайды.
Матрицаларды көбейту келесі қасиеттерге ие:
а) А(В ■ С) =(А ВУС; б) А (В + Q  = АВ + АС;
(ассоциативтік) (дистрибутивтік)
в) (А + В)-С=АС+ВС; г) а: (АВ)=(а А)-В
(дистрибутивах)
Жалпы жағдайда, АВ Ф В А

(\  2 Ъ \  /_2 3 0)
Мысал 2.1. 2x3  өлшемді А — , В — матрицалары

lo  1 -2 )  U  1 1J
үшін 2А + ЪВ сызықтық комбинация табылсын.

Шешуі. Матрицаларды санға кобейту жэнэ матрицаларды қосу ережесін 
қолдансақ:
2A + 3B 
/ 2 - 6

- <  
4 + 9

2 3 >
1 —2> 
6 + 0 )

l « ( - 2

-  r 4

3
1

13 JM  
6 ^

VO+ 6 2 + 3 - 4  + 3 ' V 6 5 - 1 >

4
2 X - 6

6
9
3
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Мысал 2.2. A = ' l  2
,5 - 6 ;

, В
- 4 '  

7 8
квадрат матрицалары үшін АВ

және ВА матрицалары табылсын.
Шешуі. Матрицаларды көбейту ережесі (2.8) бойынша:

f  17 12 NАВ _^1-3 + 2-7 1 *( 4) + 2-(8)^ 
5 -3 -6 -7  5 -Ң 1 )-6 -8
'3 -1 -4 -5  3 -2 - 4 - ( -6 )> 

.7 -1—8-5 7 -2 + 8 -(-6 ),
ВА =

-27 -68 

-17 30

V 4 7  —3 4 у
нэтижелерден көрінгендей Ф ВА. Бірақ АВ, В А квадрат матрицалардың 
анықтауыштары өзара тең және

^ВА— &АВ= &А ' &В
тендік орындалады.

Мысал 2.2 үшін Аа = -16, Дв= 52, Длв =ДВЛ = -  832.

= =  1,п /  =  1,п

2.3. Кері матрица
( а11 а 12 —а1п 

а21 а22 "a2n

Onl ®п2 "•^тгп/
п-ретгі квадрат матрицаның анықтауышы A = det4 Ф 0 болса, A -  бейерекше 
матрица деп, ал Д = det4 = 0 болса, онда А -  ерекше матрица деп аталады.

Анықтама 2.2. A = (ai;), і =1,п j  =1,п квадрат матрицаның аударылған 
(транспонирленген) матрицасы деп, оның жолдары мен сәйкес бағандарын 
ауыстырғанда шығатын

( а іі  а 2і —“пі 
а12 а22 ■ап2

^1п^2п " ш®ппп/
квадрат матрицаны атайды.

Анықтама 2.3. A = (a i7), і = l,n , j  =1 ,п  квадрат матрицаға қосалқы 
матрица деп, элементтердің Ац алгебралық толықтауыштарынан құралған

'Ах Ах -  Аа)

А*= А  А і ... Ап1

An -An An (*)
квадрат матрицаны атайды.

Қосалқы матрицаны алу үшін А матрицасының эрбір элементін оның 
алгебралық толықтауышымен ауыстырып, алынған матрицаны транспонирлеу 
керек.

35



мұнда Е -  бірлік матрица, А матрицасы табылса, онда А матрицасы А 
матрицасына кері матрица деп аталады.

Ескерту 2.1. А мен А өзара кері матрицалар болып, өлшемдері бірдей 
болады.

Теорема 2.2. Кез келген бейерекше квадрат матрицаның кері матрицасы 
бар жэне ол мына түрде болады:

Анықтама 2.4. А  квадрат матрицасы үшін А  А  =  А  А = Е  болатын,

А А-1

A l  -̂ 21
Al2

Ап -4гц

Ай

А г
det А

Дәлелдеуі.

(2.10)

A l On °13 ... V 'л , А і А \ ... л+'

Oji aTL °23 -  <һп 1
■ л

Ап Ау2 А г ... Ап2

«11 °Ъ2 Oj3 -  <һп Л і А і2 Аз ... А1п

A l anl *«3 j An An A n ... Ат

1
Д

а А +а А + а  А +...+а А а А +а А +...+а А 
И 11 12 12 13 13 1л 1л 11 21 12 22 1л 2л

а А +а А +_.+л А 
21 И 22 12 2л 1л

а А +а А +...+а А 
21 21 22 22 2л 2л

а А +в А +_.+а А 
11 л1 12 л2 1л т  

.. а А + а  А +._+а А 
21 л1 22 л2 2л лл

а А +а А +...+Д j a A +а A Л a A ■ a  + e  л +...+Д Aгй 11 п2 12 пп 1л лі 21 Л2 22 m  2л m m  n2 n l  nn m j

0  ... 0 ' '1 0  ... 0 "

=  і 0 д  ... 0 - 0 1 ... 0 =E.
A ............

0  ... A , 0 0  ... К
Мұнда анықгауыштардың 10° қасиеті мен (2.6), (2.7) формулаларды

пайдаландық. Осылайша А'\ А = Е  екендігі дэлелденеді.
Kepi матрицаның қасиеттері:

-1 -1 -1
2. (А В )  =В А ;

-1 г Г -1
3. (А ) = (А )
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Анықтама 2.5. Матрицаларды элементар (жай) түрлендіру деп келесі 
түрлендірулерді атайды:

а) матрицаның і-жолын (бағанын) к Ф 0 санға көбейту;
б) і-жолға (бағанға)у-жолды (бағанды) к Ф 0 санға көбейтіп қосу;
в) і-жолмен (бағанмен)у-жолдың (бағанның) орындарын ауыстыру.

(  2
Мысал 2.3. А =

Шешуі. det4 =
2 3 

-1 1

К  

= 2

матрицаның А кері матрицасы табылсын.

1 - 3  (-1) = 5 ^ 0  болғандықтан бұл бейерекше

матрицаның кері матрицасы бар. Қосалқы А' матрицаны

А]{ = 1, Л2і = -3, А п = -(-1) = 1, А22 = 2. Демек, А' =

табамыз:
' і  -Ъл

,1 2 /

-і
Онда А i f 1

5 І1  2 ,

г \ 3' 
5 5
1 2

Тексеру:

А А  =

V5 5 У

( 1 з^
f 2 З̂ ^ 

1

и.
 і

J

, - 1  һ 1 2 \
V 5 5 )

2 - І  +  3 -2
2 ' Н )  +  3 ;  V

- 1

( I

чО

0Л

b

Матрицаның рангі

Матрицаньщ рангі базистік жолдар (базистік бағандар) деп аталатын 
жолдар (бағандар) санын анықтайды, ал қалған жолдар (бағандар) осы базистік 
жолдардың (базистік бағандардың) сызықтық комбинациясы болады. 

т х п  өлшемді А = (аі;), і =1 ,т  J  =1,п матрицасын қарастырайық.
А матрицасының £-ретті миноры деп, к < min(m, n) осы матрицаның кез 

келген к жолдарымен, кез келген к бағандарының қиылысындағы элемент- 
терінен құралған матрицаның анықтауышын атайды.

Осындай минорлардың саны болады, мұндағы С*= щ п_ ^  п - =

1.2.3...П, п элементтен к элементті терулер саны.
Анықтама 2.6. А матрицасының рангі деп, осы матрицаның нөлге тең емес 

минорларының ең үлкен ретін атайды.
А матрицасының рангін rangA, г, немесе ҚА) деп белгілейді.
Матрицаның рангін анықтайтын минор базистік минор деп аталады.
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Матрица рангісінің қасиеттері:
1. Матрицаны аударғанда (транспонирлегенде) оның рангі өзгермейді.
2. Матрицаның нөлдік қатарын (жол, баған) өшіргенде оның ранп 

өзгермейді.
3. Матрицаны элементар түрлендіргенде оның рангі өзгермейді.

/ 2 0 4
матрицаның рангі табылсын.Мысал 2.4. А = 0 6 

0 -3V /
Шешуі. Бұл матрицада барлық 3-ретті минорлар нөлге тең. 2-ретті

4 
- 3

= - 1 0 ^ 0  минор бар. Демек, берілген матрицаның рангі rang A = 2.

§ 3. Сызықтық тендеулер жүйелері

3.1. п белгісізді т  сызықтық теңдеулер жүйесі

аі А +аі А + ~  + аі Л  = Ьі 
а2 Л +а22х2+... + а2лхп =Ь2

_ ашЛ + ат2Х2 + -  + а»пХп = К

түрінде беріледі. Мүндағы Xj- белгісіз шамалар, ал жүйенің коэффициентгері, 
Ьі бос мүшелер -  берілген сандар, і = 1, m ,j  = 1, п.

Егер х = a , х^ = а^, ... хп = ап сандары тендеулер жүйесіндегі барлық
теңдеулерді қанағаттандырса, онда {а^ а^, ... а^} сандар жиынтьпы (2.11)
сызықтық тендеулер жүйесінің шешімі деп аталады.

(2.11) тендеулер жүйесінің кем дегенде бір шешімі бар болса, онда ол 
үйлесімді жүйе, ал бірде-бір шешімі болмаса, онда ол үйлесімсіз жүйе деп 
аталады.

Тек бір ғана шешімі бар жүйе -  анықталған жүйе, ал бірден көп шешімі бар 
жүйе -  анықталмаған жүйе деп аталады.

Белгісіздер саны бірдей екі сызықтық жүйенің барлық шешімдерінің 
жиыны дэл бірдей болса, онда олар эквивалент жүйелер деп аталады.

Егер 6] = b2 = ... = Ьт = 0 болса, онда (2.11) біртекті жүйе деп аталады, ал ең
болмағанда бір бос мүше нөлге тең болмаса, біртекті емес жүйе деп аталады.

(2.11) жүйесін матрицалар арқылы
А Х = В  (2.12)

ықшам түрде жазуға болады. Мүндағы:
а і 2 — а 1п Х1 Ьі

А= а 21 а 22 — а 2п ,Х = Х2 , в= Ьг

&ті а т2 ■■■ О-тп х п Ьт
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яғни A -  белгісіздердің коэффициенттерінен құрылған т х п  өлшемді матрица, 
X  белгісіздерден кұрылған п х 1 өлшемді баған матрица, В -  бос мүшелерден 
құрылған m  х 1 өлшемді баған матрица.

(2.11)_жүйе матрицасы А ның оң жағына бос мүшелер бағанын тіркеп жаз- 
ғандағы А матрица (2.11) жүйенің кеңейтілген матрицасы деп аталады, яғни

а\\ ап ...а1п Ьх

А = 21 а22 ...а2 п b2 (2.13)

Vaml am2 ■■■amn >
Шешімнің бар не жоқтығын мына теорема анықтайды.
Теорема 2.3 (Кронекер-Капелли). Біртекті емес (2.11) сызықтық 

тендеулер жүйесі үйлесімді болу үшін rang/4 = rangA болуы қажетті жэне 
жеткілікті.

Қажеттілігі. (2.11) жүйе үйлесімді, ал = сц, і= 1 ,п, сандары жүйенің 
шешімдері болсын. Осы мәндерді (2.11) жүйеге қойып, m  тепе-теңдікті 
аламыз:

а 11 а 1 +  ^12 а 2 + " •  +  а 1п а п — Ь і
021«! + а 22а 2 + ... + а2пап = Ъ2 ]4)

ат і а і + От2а2 + -  + атпап = Ьт
(2.14) тепе-тендіктер бойынша кеңейтілген (2.13) түріндегі А матрицаның 

соңғы бағаны элементтері, сәйкес түрде a , а̂ , ... ап коэффициенттерімен 
алынған алдыңғы бағандардың қосындысына тең болады, яғни соңғы баған 
алдыңғы бағандардың сызықтық комбинациясы. Демек, rang^ = rang4.

Жеткіліктілігі. rang/1 = rang4 = г = min(n, m) болсын. Онда А матрицаныц 
базистік бағандары, А матрицаныңца базистік бағандары болып шығады. 
Сондықтан, А матрицаның соңғы бағаны сол базистік бағандар арқылы, жалпы 
алғанда, А матрицаныц бағандарының жүйесі арқылы сызықтық түрде 
өрнектеледі. Сондықтан А матрицаныц о ,̂ а^, ... ап коэффициенттерімен
алынған бағандарының қосындысы, бос мүшелерден құралган бағанға тең 
болады, яғни (2.14) түріндегі т  тецдіктер орындалады. Демек, (a , ... а п)
сандар жиынтьпы (2.11) жүйенің шешімі болады, яғни (2.11) жүйе үйлесімді.

3.2. Сызықтык теңдеулер жүйесін шешудің матрицалық әдісі
-і

Егер А -  n -ретті квадрат матрица болып, (m = n), Д = deL4 Ф 0 болса, A 
кері матрицаны пайдаланып, (2.11) жүйенің шешімін табуға болады.

Теорема 2.4. Егер А бейерекше квадрат матрица болса, ягни А = det4 Ф О, 
онда (2.12) А Х = В  жүйенің

Х = а 'в  (2.15)
формуламен табылатын жалғыз шешімі бар.
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Дәлелдеуі. AX = В тендіктің екі бөлігін сол жақтарынан A ге көбейтсек: 
А~'АХ= А~'в  => Е Х = А В  => Х =  А В.

{
jr    у  __1

1 2 жүйені матрицалық эдіспен шешу керек.

2х] +х2 =7

Шешуі. A = (* і ) . Х  = (**) -в  = (  у1) екендігін ескеріп,

2  ̂ I = +(1 + 2) = +3 *  0 болғандықтан, А кері матрица бар.
А матрицасының алгебралық толықгауыпггары: А = 1, А ^  = -2, 

А^ = (-1) = 1, А ^  = 1 болғандықтан, (*) теңдік бойынша қосалқы матрица

болады. Онда кері матрица (2.10) формула бойынша:

А~' =_ L _ . „ * = !
det A 3

f  1
-2

0
1

\_ I
3 3

12
3 3)

(2.15) формула бойынша теңдеулер жүйесінің шешімі:

- ( - г
Демек, х  ( = 2, = 3.

3.3. Крамер әдісі

п  белгісізді п сызықтық тендеулер жүйесі
гагіх г + а12х2 + -  + а1п хп = Ьг 
а21хг + а22х 2 +  ••• + а2пхп = Ъ2

^ 1 * 1  ^л2^2 ■(■■■■■(■ п^п — Ьп
түрінде берілсе, оның матрицальщ түрі АХ  = В
Д= deM Ф 0 болғанда, оның шешімі Х = А  В.

(2.15) бойынша формуланы тарқатып жазсақ:

(2.16) 

болады да,

Осыдан келесі теңдіктер шығады:

'АцЬ1 + А21Ь2 + •" АпіЬп
Д

^12^1 + А22Ь2 + ••• + а п2 Ьп
д

АщЬх + А2пЬ2 + •" АппЬп
Д

40



(2.17)

_ Л A  + -4гі̂ 2 + •••+ Д А
1 A
_ Дг І̂ + Дг^2 + ••• + ДАл

2 A
х  _ Ап^і + Д А  + ••• + Д А  

" A

д ,=

^  °1 2 <һп Ьі Чз -  Я ы

һ <*22 ап ... ог„
* ^ 2  —

<һх * 2 а23 —  а2п

К <*л л „ з  . . . ал К л „ з  -  ат

... ь

- А . =
°21 °22 аіЗ ... ь2

ал ат а лЗ ... ъп

*1 = ■ * 2  =
*2 r  _ А .
A ’ Xn A

(2.19)

(2.18)

Бұл теңціктердің оң бөлігіндегі бөлшектердің алымдары, сэйкес түрде 
бос мүшелерден құралған бағандардың элементтері бойынша жіктелулері. 
Сондықган (2.17) тендіктер былайша жазылады:

A
Бұл формулалар Крамер формулалары деп аталады. 

jc, + 2хг + Ъхъ = 6,

Мысал 3.2. <! 4хх + 5х2 + 6х3 = 9, жүйені Крамер формулаларын қолданып 

7хх + Sx2 = -6
шешу керек.

Шешуі. Жүйенің анықтауышы 
1 2 3

A = = 0 + 84 + 9 6 - 1 0 5 - 4 8 - 0  = 27 Ф 0.4 5 6 
7 8 0

Демек, берілген жүйенің жалғыз шешімі бар. (2.18) бойынша. Д}, А2, Аз
анықгауыпггарды, бос мүшелерден құрылған бағанмен А-дағы, сәйкес түрде, 
бірінші бағанды, екінші бағанды, үшінші бағанды алмастырып табамыз:

1+1
( - 1)  -6- 5 6

- 6  0

1+2
+ (-1)  -2 -

6 2 3
9 5 6

- 6  8 0
=6 (-48) -  2 36 + 3 • 102 = -288 -  72 + 306 = -54.

9 6
- 6  0

і+з
+ ( - 1) -3 ' 9 5

-6  8
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д2 =
1 6 3
4 9 6

7 - 6  0

(-1 )
l+i 9 6 

- 6  О

1+2
+(-1) -2- 4 6 

7 0

1+3
+ (- 1) 3 4 9

7 - 6

3 6 - 6  (-42)+ 3 • (-87) = 288-261 =27.
1
4

2
S

6
Q

l+i
= Н )  1'

5 9 1+2
+ (-1) -2- 4 9 1+3

+ (-1) -6- 4 5
и У 8 - 6 7 - 6 7 8

7 8 -6
=1 (-1 0 2 )-2  (-87)+  6 (-3) = -1 0 2 +  174- 18 = 54.

Мұнда Д(, Д2, Дз анықтауыштарды есептегенде, бірінші жол элементтері
бойынша, жіктедік. Енді (2.19) Крамер формулалары бойынша шешімдерді 
табамыз:

_ Д, _  -  54 _  _  А 2 _  27 _  j. = Аз _  54 _
Х' ~  А ~ 21 ~ ’ *2 ~ Д "  27 "  ’ *3 ~ Д “  27 ~

Демек, жүйенің шешімдері: х  = -2; зс = 1; дс = 2.

3.4. Гаусс әдісі

Бұл эдіс белгісіздерді біртіндеп арылтуға негізделген.

а д  + а д г + а д  + - + а д ,  = ^
а 21дс,+а22х2 + а 23Х з+ ...+ а 2лх„ =  г>2 (2.11)

_ ДЯЛ  +  Л„2*2 + а»з*з+ -  +  а т х п =  К  
п  белгісізді m сызықтық теңдеулер жүйесін қарастырайық.
Гаусс әдісін қолдану екі кезеңнен тұрады. Бірінші кезеңде (тура бағыт)

(2.11) жүйе түрлендіру арқылы сатылы түрге (дербес жағдайда үшбұрышты) 
келтіріледі.

Екінші кезеңде (кері жол) пайда болған соңғы теқцеудегі бірінші белгісіз 
басқалары (еркін белгісіздер) арқылы өрнектеліп, біртіндеп кері қайтып, 
қалған белгісіздер де еркін белгісіздер арқылы өрнектеледі.

Бірінші кезең. Ф 0 деп есептейміз (егер = 0 болса, жүйеде д^-дің 
алдындағы коэффициент нөлге тең емес теңдеуді жазамыз).

1-қадам. (2.11) жүйенің бірінші тевдеуінің екі бөлігін: -  — -ге көбейтіп,
а а±1

екінші теқдеуге қосамыз; — ̂ - г е  көбейтіп, үшінші теңдеуге қосамыз; 

осылайша жалғастырып, — -ге көбейтіп, соңғы теңдеуге қосамыз. 
Нэтижесінде, бірінші теңдеуден басқа барлық теңдеулерде белгісізін 
жойып, келесі жүйе алынады.
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(Ciu *1 + a12x2 + a13x3 + ■■■ + aln xn = bx
x  4- c S ^  x  4- ••• 4- x  _ ijWa22 X2 ' ^23 *3 T + ^2n *“ ^2

(2.11,)

Я(1)Г + Я (1)Г 4- ... -L ЯІЧ V -fcW  v <*m2*2 ' <*m3*3 ' г  a mnXn — Dm
Демек, 1-тендеуден оасқа теңцеулерден Х] шығарылып тасталды. 

ai j \  b-^(i =  2,m, j  = 2, п )-  жаңа коэффициенттер.
2-қадам. Анықтық үшін =£ 0 деп (2.11 жүйенің екінші теңдеуінің екі

д(і) Д(1)
бөлігін: — щ-ге көбейтіп, 3-теңдеуге қосамыз; — т̂ г -ге көбейтіп, 4-теңцеуге

а22 , ч а22 
а (1)

қосамыз; т.с.с. — af-re  көбейтіп, соңғы теңдеуге қосамыз. Нәтижесінде, 
а 22

келесі жүйе алынады:
г

(2.И2)

<*11*1 + <*12*2 + <*13*3 + " • + <*Ш*П = Ьі
(1) , (1)

<*22 * 2  + <*23 * 3  + •- + a w x = b w  ' и 2п и 2

<*зз*з + •
, .  +  а (2) = й (2) 

’ и 3п Лп и 3

<*2*з + •-  + ат х = Ь {2)■ и т п л п ит

Демек, бірінші жэне екінші теңдеулерден басқа тендеулерден х^

шығарылып тасталды. a [ V ,b ^ ( i  =  3,m , j  — 3,п ) жаңа коэффициенттер.
Осылайша түрлендіруді мүмкіндігінше жалғастыра береміз. Ең соңында 
сатылы жүйе шығады.

Сатылы жүйеге келтіру процессінде:
а) 0 = 0 теңцік шықса, ол теңдік шығарып тасталады;
э) 0 = b,b Ф 0 тендік шықса, онда берілген жүйе үйлесімсіз болады.
Соңғы сатылы жүйенің соңғы теңдеуінде бір белгісіз қалса, онда (2.11) 

жүйе жалғыз шешімге ие болады:
О -ц Х і  +  # 1 2 * 2  <*13*3 +  +  а 1пХп Ь і

4- 4 - ----- \- п ^ х  —«22 *2 + а23Х3 +
_(2).

и 2 п ’
ГОЛ (2.11 )ш-1

ь (7П-1)
т

Екінші кезең: Гаусс әдісінің кері бағыты. Сатылы жүйе жалпы алғанда, 
ақырсыз көп шешімге ие. Жүйенің соңғы тендеуінде бірінші белгісіз х^ ны бас­
ка белгісіздер (х , х  2, ... , хп) арқылы өрнектейміз. Содан соң х^-д і, х̂ _2 
н і,... х ді табамыз. (х , х .... , хп), еркін белгісіздерге эртүрлі мэндер беріп 
-  (2.11) жүйенің шексіз көп шешімін аламыз.
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Е скерту  4.1. Егер сатылы үшбұрышты болса, яғни к = п, онда (2.14) жүие 
жалғыз шешімге ие болады. Соңғы теңдеуден хп ді табамыз, одан алдыңғы 
тендеуден хп_г ді, т.с.с. дсп_2, хп_3, х 2, х { лерді табамыз.

Ескерту 4.2. Іс жүзінде (2.11) жүйені шешу үшін, оның кеңейтілген 
матрицасын элементар түрлендірген тиімді. а п  = 1 болғандығы есептеулер 
үшін ыңғайлы.

2х, + 1хг +1 Зх3 = 0, .
Мысал 3.3. ,  . .  10 сызықтық теңдеулер жүйесін Гаусс• Зх, + 14х2 +12х3 =18,

5jc, + 25х2 +16х3 = 39
әдісімен шешу керек.

Шешуі. Жүйені төмендегіше түрлендіреміз:

Н)(:І)
2х, + 7х2 + 13х3 =0, 

Зх, +14х2 + 12х3

5х, + 25х2 +16х3 = 39^____

2хх +1х2 + 13х3 =0,

—х7 х, =18,
2 2 2 3

Х- ^ хг~ Ц -хг = ^

15n 
' 7 ,

2х, + 7х2 +13х3 =0,

—х2 —— х3 = 18, 
2 2 2 3

3 3----х, = —
1 2  2 ^ ---------- / /
Бұл үшбұрыпггы сатылы жүйе. Гаусс эдісінің кері бағытын қолдансақ:

( 15 15 , 7 2 1 2
х3= -1; х2 =118+ —  х 18 + ( - 1} : — =  ——  • — =  - 3 ; 

ч -  , х -  J 2 2 7
ж = (~7х2 -  13хз) : 2 = (-7 • (-3) -  13 (-1)) : 2 = (21 + 13) : 2 = 17.

Демек, берілген жүйенің шешімі: х^ = 17, Х2 = -3 , х  =-1.

Мысал 3.4.
2х, + 5х2 -  4х3 = 8,

< Зх, + 15 х2 - 9 х3 = 5, сызықгық теқдеулер жүйесін Гаусс

5х, + 5 х2 - 7 х3 = 27
эдісімен шешу керек.

Шешуі. Гаусс эдісін қолданып, келесі түрлендірулер жасаймыз:

Н )  Н )
2хх + 5х2 -  4х3 = 8,

■ Зх, + 15 х2 - 9 х3 = 5,<4 

5х, + 5х2 -  7х3 = 2Т+
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2*, + 5x2 -  4*3 = 8, 

ү х 2- З х 3 = -7,

- — x, + 3*, = -7  ◄-
2 2 3

О )'
2*, + 5x2 -  4;c3 = 0,

— *2 — 3*3 = —7, 
0 =  0

2-қадамнан кейін екі теңдеу қалды, себебі үшінші теңцеу 0 = 0 түріне келіп, 
жүйеден шығарылды. Осымен Гаусс әдісінің тура бағьггы аяқгалды.

Енді кері бағытқа көшеміз. Екінші теңцеуден х =—х -  — . Бірінші
2 5 3 5

38тевдеудегі *2-нің орнына осы өрнекті қойсақ 2х^ -  2*з =— болады. Онда, 
жалпы шешім:

19
=*з + у »

2 14
*2 = — *3----- .
2 5 3 15

Мұндағы х  , *2 лер базистық белгісіздер, ал *з -  еркін белгісіз.
19 14Дербес шешімдер: * = 0 болғанда, * =  — , * =  — ■ * = 1  болғанда 

3 1 3 2 15 3
22 8 

^  3 2 13

Мысал 3.5.
2*, + 5jc2 -  4*з = 8,
3*, + 15*2 -  9*з = 5, жүйені шешу керек. 

5*, +5*2 -7 * з  = 1
Шешуі. Гаусс әдісінің тура бағыты бойынша түрлендіреміз:

Н ) (-Э
2*, + 5*2 -  4*з = 8,
3*, +15*2 -  9*з = 5,^. 
5*. + 5*, -  7*з = 1 ◄-

2*, + 5*2 -  4*з = 8,

— * ,  - 3 * з  =  - 7 ,
2 2 3

-  —  *2 +З*3 = -1 9  
2 2 3

(1)

2*j + 5*2 -  4*з = 8,

—  *2 -  З * 3 =  - 7 ,
2 2 3

0  =  2 6
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Үшінші 0 = 26 теқціктің болуы мүмкін емес, сондықтан берілген жүйе 
үйлесімсіз, яғші жүйенің шешімі жоқ.

§ 4. Біртекті сызықтық теңдеулер жүйесі

а \ 1*1 « 1 2 * 2  « 1 3 * 3  +•••■*■ « 1 л* р ®

«21*1  « 2 2 * 2  « 2 3 * 3  • "  « 2 л * я  — ® (2.20)

«»,1*1 +  «m2 *2  +  « т 3 * 3  +  -  +  « т „ * л  =  0
біртекгі сызықгық теңдеулер жүйесі берілсін. Бұл жүйе үйлесімді, rang^ = rang 
А, себебі нөлдік шешім бар: х  = = ... = хп = 0.

Қандай шарттар орындалғанда, (2.20) жүйенің нөлге тең емес шешімдері 
бар?

Теорема 2.5. Біртекті сызықтық теқцеулер жүйесі (2.20) нөлдік емес 
шешімге ие болуы үшін r = rang/1 < п болуы қажетті жэне жеткілікті.

Қажеттілігі. Матрицаның рангі оның өлшемінен үлкен бола алмайды, яғни 
г < п . r  =  п болса, онда п х п  өлшемді минорлардьщ біреуі нөлге тең 
болмайды. Сондықган, сәйкес сызықгық теңдеулер жүйесі жалғыз шешімге ие:

^  = 0, Ді= 0, Д ф 0. Демек, басқа шешімдер жоқ. Яғни нөлдік емес шешім 
бар болса, г  < п .

Жеткіліктілігі. г < п  болсын. Онда біртекті жүйе үйлесімді болғандықган 
анықталмаған болады. Яғни жүйе ақырсыз көп шешімге ие болады. Демек, 
нөлдік емес шешімге де ие болады.

Теорема 2.6. m = п болғанда (2.20) біртекті жүйе нөлдік емес шешімге ие 
болуы үшін Д = det4 = 0 болуы, қажетті және жеткілікті.

Қажеттілігі. т  = п  болғанда (2.20) жүйе нөлдік емес шешімге ие болса, 
онда Д = 0 болады. Себебі Д Ф 0 болғанда, жүйе нөлдік шешімге ие болады.

Жеткіліктілігі. Егер Д = 0 болса, онда rang^ = г  < п  болады. Демек, жүйе 
ақырсыз көп шешімге ие болады.

3jc, + 2 х 2 + х3 + 3jc4 + 5х5 = 0,

Мысал 4.1. 6х, + 4 х 2 +  Зх3 +  5 х 4 +  7 х 5 -  0, біртекті жүйенің жалпы жэне 
9xt + 6х2 + 5х3 + 7jc4 + 9х5 = 0,
3jCj + 2 х 2 + . . .  +  4дг4 + 8jc5 = 0 

іргелі шешімдерін табу керек.
Шешуі. Берілген төрт теңдеу, бес белгісізден кұралған жүйенің матрица- 

сының рангін табайық:
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A =

"3 2 1 3 5 ]
( 1

) ( - })( ■1) f 3
2 1 3 5 'j

6 4 3 5 7 <! ~ 0 0 1 - 1 - 3

9 6 5 7 9 0 0 2 - 2 - 6

2 0 4 s J

ч

< b 0  --1 1 3 ,
' 3 2 1 3

5 ] f 3
2

0 0 1 - 1 - 3
0 0

0 0 0 0 0 V

1 ° 0 0 0 0 J

~(-2) (-1) 

<---------

Демек, rangA -  rang/4 = 2. Сондықтан берілген жүйе келесі жүйемен мэндес 
болады:

(Зх1 + 2х2 + х3 + Зх4 + 5х5 = 0,
[ х3 -  х4 + Зх5 = 0.

Мысалы, х і мен х3 белгісіздерді х2, х4, х5 еркін белгісіздер арқьшы 
өрнектейік:

х3 = х4 + Зх5

*і =~
2хг + 4х4 + 8х5

Жүйенің дербес (іргелі) шешімдерін табу үшін х2, х4, х5 еркін белгісіздерге 
эртүрлі мәндер береміз:

2
а) х 2 = 1, х4 = 0, х $ = 0: хз = 0,

б )  *2 = 0 ,х 4= 1 ,х5 = 0: х 3= 1 ,х і = - і
Q

в) х 2 = 0 ,х 4 = 0 ,х 5 = 1:х3 = 3, х х = - - .
Демек, ( -  г~, 1, 0, 0, 0), (— 0; 1; 1; 0), ( - | ;  0; 3; 0; 1) сандар жиындары 

берілген жүйенің дербес іргелі шешімдері болады.

х, + 2х2 -  х3 = 0,
Мысал 4.2. . 2х + х2 + Зх3 = 0 жалпы жэне дербес (іргелі)

Зх, + Зх2 + 2х3 = 0 
шешімдерін табу керек.

Шешуі. Берілген жүйенің матрицасының рангін табайық:

Д = det A -

1 2 

2 1 

3 3

-1

3

2

= 2 - 6 + 1 8  + 3 - 9 - 8  = 0.
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Демек, квадрат матрицаның анықтауышы нөлге тең болғандықтан, бұл 
біртекті жүйенің нөлдік емес шешімдері бар. Алдымен матрицаның рангін 
табайық:

(\ 2  - П ( - 2 ) ( ■3) (\ 2 - 0 ( \  2 -ІЛ
л  = 2  1 3 J 0 - 3  5 ( - 1 ) " 0 - 3  5

[з 3 2)U— [о - 3  s j *J
ООо

' \

,0

2
- 3

- П
5

Демек, rang = 2. Сондықган берілген жүйе мына жүйемен мәндес болады:

\ х, +  2x, -  x,

d
II x +  2x, -  x

oII X ,  =  * , -  2x2
| 1 2  3 1 2  3

5 —[ -3x2 +  5x3 = 0. -3x2 +  5x3
Х ‘ ‘ з Х ‘

*з-ті еркін тэуелсіз деп алып, әртүрлі мәндер беріп, сэйкес дербес (іргелі) 

шешімдерді табамыз. = с десек, ( -  jc ,  jc ,  с) жалпы шешім болады. Іргелі
7 5шешімдер: с=  1 болғанда: 1); с = Зболғанда (—7; —5; 3).
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I ll тарау. ВЕКТОРЛЫҚ АЛГЕБРА

§ 1. Векторлар және оларға сызықтық амалдар қолдану.
Векторларды базис бойынша жіктеу

1.1. Вектор уғымы

Өзінің сандық мәнімен толық анықталатын шамалар -  скаляр шамалар деп 
аталады. Мысалы, ұзындык, аудан, көлем, температура, масса, жұмыс т.б.

Сандық мэні жэне бағытымен толық анықталатын шамалар векторлық 
шамалар деп аталады. Мысалы күш, жылдамдық, үдеу т.б.

Векторлық шамалардың нақты физикалық қасиеттерінен абстракцияланып 
геометриялық вектор немесе вектор ұғымына келеміз.

Лнықтама 1.1. АВ бағытталған кесінді, геометриялық вектор немесе 
вектор деп аталады.

А вектордың бастапқы нүктесі, В соңғы нүктесі немесе ұшы деп аталады 
(сурет 3.1а).

Вектор АВ = а деп кіші латын эріпімен де белгіленеді. |Л #|= |а | түрінде
АВ = а вектордың ұзындығы белгіленеді.

Басы мен ұшы дэл келетін немесе басы мен ұшы беттесеттін векторды 
нөлдік вектор деп атайды.

Бұл жағдай нөлдік векторды нөл нақты санымен теңестіруге мүмкіндік 
береді.

Бір түзуде, немесе параллель түзулерде жататын а мен b векторлары 
коллинеар векторлар деп аталады (сурет 3.16).

АВ мен В А векторлары өзара қарама-қарсы векторлар деп аталады (сурет 
3.1 в).

Аныктама 1.2. а мен b векторлары коллинеар, бірдей бағытталған жэне 
ұзындықтары бірдей, яғни |а | = \b\ болса, онда оларды өзара тең векторлар
деп атайды да |а | = |b| деп жазады (сурет 3.16).

Барлық нөлдік векторлар өзара тең деп саналады. Бұл анықтамадан 
вектордың бас нүктесін кеңістіктің кез келген О нүктесіне параллель көшіруге 
болатындығы шығады (сурет З.іг). Тең векторларды еркін векторлар деп те 
атайды.

*)

А

Сурет 3.1
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Векторларға сызықтық амалдар қолдану дегенде оларды санға көбейту мен 
өзара қосу амалдары түсініледі.

Анықтама 1.3. а векторы мен а  нақты санының көбейтіндісі аа деп 
модулі (ұзындығы) |а | |а | -ға тең, бағыты а > 0 болғанда а векторымен 
бағыттас, а < 0 болғанда а векторға қарама-қарсы бағытталған, векторды 
атайды.

Анықтама 1.3 тен келесі қасиеттердің орынды екені шығады:
1) егер b = Ш  болса, онда b \\ а . Керісінше, егер b || а болса, а Ф 0, онда 

кейбір Я саны табылып, b = Ш  болады.
2) а = \а\а° тендік орынды. Мұндағы а0 векторы а векторымен 

бағыттас бірлік вектор.
Анықтама 1.4. а мен b векторларының қосындысы a + b деп b 

векторының басы а векторының ұшымен беттестірілгенде, а векторының 
басынан b векторының ұшына бағытталған с = a + b векторын атайды.

с қосындысын “үшбұрьнн ережесі” бойынша табуға болады. Кез келген А 
нүктеге АВ = а векторын салып, содан соң В нүктесіне ВС = b векторын 
тұрғызса АВ + ВС = АС = а + Ь векторы шығады (сурет 3.2а).

1.2. Векторларға сызықтық амалдар қолдану

в Ь с

Немесе, “параллелограмм ере- 
жесін” қолдануға болады: а мен b 
векторларының бас нүктелерін 
ортақ А басына келтіріп, АВ = 
a,AD = b қабырғалардан паралле­
лограмм тұрғызады. Онда АС 
диагоналі а + b болады (сурет 
3.26).

Бірнеше ак , к = 1 ,2,..., п век- 
торларды қосу үшін эрбір келесі 

векторьгаың басын алдынғы
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ak-1 ұшымен түйістіреді де, бірінші аг векторының басымен соңғы
П

векторының ұшын қосып Q =  а к векторын тұрғызады (сурет 3.3; п = 5).
*=і_

Анықтама 1.5. а мен b
векторларының айырымы a — b 
деп, b векторымен қосындысы a 
векторына тең болатын с = а — b 
векторын айтады. Яғни b + с = а 
болса, онда с = а — Ь. Бір О 
нүктесінен шыгатын а мен b 
векторларының айырмасы a — b = с 
векторларын салу үшін b векторының ұшын а векторының ұшымен қосатын 
вектор тұрғызса болғаны. Яғни a — b = ОА — ОВ = В А (сурет 3.4).

Сызықтық амалдар келесі қасиеттерге ие:
1° a + b =  b + а (ауыстырымдылық қасиеті).
2° (а + Ь) + с = a + (b + с) (терімділік қасиеті).
3° Кез келген а векторы үшін а + 0 =  а болатындай нөлдік векторы бар 

(нөлдік вектордың ерекше қасиеті).
4° Кез келген а векторы үшін а +  (—а) = 0 болатьшдай (—а) қарама- 

қарсы векторы бар.
5° а(а + b) = aa + ab 
6° (а  +  /?)а = аа + /За 
7° а(Р а) = (аР)а
5°. 6°, 7° қасиеттердегі а, р кез келген нақты сандар.
Бұл қасиеттер анықтамалар жэрдемімен оңай тексеріледі. Бұл қасиеттердің 

маңызы, сызықтық амалдарды -  алгебрада әріптерге қалай қолданса, 
түрлендіруде векторларға да осы ережелерді қолдану мүмкін болады.

Анықтама 1.6. а-[,а2,...,ап векторларының сызықтық комбинациясы

деп а 1а1+ а 2а2 +... + а пап = І ^ а как векторларын атайды. Мұндағы 

ак, к =  1, п  нақты сандар.
Анықтама 1.7. Егер ах,а2,...,ап векторлары бір жазықтықта немесе парал­

лель жазықтықтарда жатса, онда олар компланар векторлар деп аталады.
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и -  кеңістіктегі ось, яғни бағытталған түзу болсын. А нүктесінің и  осіндеп 
проекциясы Пр А деп, осы нүктеден u осіне түсірілген перпендикулярдың 
табаны А' нүктесін айтады. Яғни А' нүкте и  осінің А нүктесінен өтіп и  осіне 
перпендикуляр жазықгықпен қиылысу нүкгесі, Пр^А = А' (сурет 3.5).

Анықтама 1.8. АВ вектордың u осіндегі проекциясы деп А жэне В 
нүктелерінің проекцияларынан өтуші А'В' векторын атайды (сурет 3.6).

1.3. Вектордың оське проекциясы

7
------ v

Сурет 3.5 Сурет 3.6

Теорема 3.1. а — АВ векторыныц и  осіндегі проекциясы а векторы мен и 
осінің арасындағы ф бұрышының косинусын а векторыныц ұзындығына 
көбейткенге тең:

Приа =  lolcos^; ( 0 < ф < я )  (3.1)

Сурет 3.7 Сурет 3.8
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Дәлелдеуі. Егер с р < —  болса, онда Приа  =  |а г | =  |a |cos<p (сурет 3.7);

егер — < (D < П 
2

болса, онда Приа = - | а х| = - | а |  cos(n -  <р) = |а | cos<p

(сурет 3.8).
Проекциялардың кейбір қасиеттері:
1 ° Дербес жағдайда, a  = 0 немесе a 1 и болса, онда Пр а = 0 бұл 

тұжырым тікелей формула (3.1) ден шығады.
2° При(а +b + с ) -П риа +ПрЬ +Пр7:.
Яғни бірнеше векторлардьщ қосындысының проекциялары олардьщ проек- 

цияларыньщ қосындысына тең (сурет 3.9).
Дэлелдеуі: d  = d  + Ъ + с болсын.
Онда Я д Д  = |<  | = + |a, | + | -  |q  | = Приа+ПриЬ +Прис.
3°. Пр иА.а = Я Пр иа .
Дәлелдеуі: X > 0 болганда ПриЯа = \АЩ\ cos ср = Я|а| cos (р = ЯПриа
X < 0 болганда ПриЯа =  |Яа7| cos(n — <р) = —Я|а| (—cos<p) = Я|а| соs(p = 

ЯПриа
Бұл қасиет X = 0 болганда да 

орынды.
Демек, векторларға сызық- 

тық амалдарды қолдануды 
олардьщ сэйкес проекцияла- 
рына да қолдануға болады.

Сызықтық амалдарга мысал- 
дар келтірейік.

Мысал 3.1. ОАСВ паралле-
лограммда ОА = а, ~ОВ = Ь. АС,СВ,ОС,СО,АВ,ВА векторларын а мен b 
векторлары арқылы өрнектеу керек (сурет 3.10).

Шешуі. АС =  ОВ, өйткені параллелограммньщ қарама карсы қабыргалары тең 
жэне параллель, эрі АС, ОВ векторлары бірдей бағытталған. Демек, ЛС=Ь. СВ 
мен О А озара параллель, ұзындықтары тең, бірақ багыттары қарама -  қарсы, 
сондықтан СВ = - а  . ОС = ОА + AC -  a + b оя СО векторы ОС-ға қарама -  
қарсы: CO = — (a + b)

Екі вектордың айырымының анықтамасы бойынша: АВ=ОВ-ОА=Ь ~а\ онда

A С

В А = - ( Ь - а )  = а -  Ъ. Сонымен а с  = Ъ , СВ=-а, ОС = а + Ь .

CO=-(a+b), АВ = (b - a), ВА = а - Ь .
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Мысал 3.2. а мен b векторлары берілген, |а | =  6, |b | = 4 ,

(  л  "\

b ,Ои

(  л  \

а,Ои = 60

_ 120°, a + b + с мұндағы с = 5 а , ,  векторының Ои осіндегі

проекциясын табу керек.
Шешуі: Векторлардың қосындысының осьтегі проекциясы,

қосылғыштардың осы осьтегі проекцияларының қосындысына тең 
болғандықтан, (3.1) формула бойынша,

'  1 4

V 2)
=  - 2;Прсиа = |a |cos60° = 6 ~  = 3; NpJ.Ь = |б|cos 120° -4 -

3°. қасиет бойынша: Пр0ис =  Пр0и(5а) = 5Пр0иа = 5 • 3 = 15; Пр0и5а =
Пр0ис

2° қасиет бойынша: Пр0и(а  + b + с) = Пр0иа + Пр0иЪ + Т1р0ис = 3 + 
( - 2 )  + 15 = 16.

1.4. Векторды декарттық тікбурышты координаталық базис 
бойынша жіктеу

Кеңістікте Oxyz декарттық тікбұрышты координаталар жүйесін 
қарастырайық. Ox, Оу, Oz координаталық осьтерде сәйкес түрде i,j, к бірлік 
векторлар (орттар) аламыз. Кез келген г векторын алып, оның бас нүктесін 
координата бас нүктесіне көшіреміз: г =  ОМ (сурет 3.11).

г  = ОМ векторы М  нүктесінің 
радиус векторы деп аталады. ОМ 
векторының координата осьтеріндегі 
проекциясын табу үшін осы вектор 
арқылы Oyz, Oxz, Оху координаттық 
жазықтықтарға параллель жазықтықтар 
өткізіп, олардың координаталық 
осьтермен қиылысу нүктелерін М , М ,
М  деп белгілейміз. Нэтижеде тікбұрыш-
ты параллелепипед шығады. Ал ОМ 
вектор осы параллелепипедтің диога-
нальдарының бірі болады: pip j  = ОМг , Прг =ОМ2, пр г = ОМ3. Бірнеше

векторлардың қосындысының анықтамасы бойынша, г = ОМг + Mt N + NM.
= ОМ2, NM = OM3 болғандықтан: г  = ОМг + ОМ2 + ОМ3. ІУМ̂  = 

ОМ1 -і, ОМ2 = ОМ2 ■ j, ОМ3 = ОМ3 к болғандықтан, соңғы теңдік былай 
жазылады:

r  = xi + y j  + z k  (3.2)
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Бұл формула векторды тікбұрышты базис бойынша жіктеу немесе 
координаталық орттар бойынша жіктеу деп аталады да, векторлық 
есептеулерде негізгі формула болып есептеледі.

(3.2) теңдікті қысқаша r  = (х, у, z ) түрінде де жазады.
Тікбұрышты параллелепипедтер үшін
О М ОМ  і + \ О М 2 + \ОМ  з болғандықтан

|г| = х 2 + у 2 + z 2, немесе |r |2 = -yjx2 + у 2 + z 2 (3.3)
Яғни вектордың модулі (ұзындығы), проекциялардың квадраттарының 

қосындысының квадрат түбіріне тең.
Егер г = ОМ вектор Ox, Оу, Oz координат өстерімен, сэйкес түрде а, Р, у 

бұрыштар жасаса, (3.1) формула бойынша:
x = |r|-cosa; >> = |r | • cosД  z = |7|-cosy;

немесе,

cos a  =
2 , 2 , 2  

X  + у  + z
cos p  =

l
2 , 2 , 2  

X + у  + z
■; cos у  -

yfx 2 , 2 , 2  + y  + Z

Соңғы тендіктерді квадраттап қоссақ:
cos a + cos * p  + cos 2 у  = 1

(3.4)

(3.5)
cos a, cos p, cos ү сандары r  вектордың бағыттаушы косинустары деп аталады. 

?  бірлік вектордың координаталары осы бағыттаушы косинустар болады: 
ё  =  (cos a, cos р, cos у) = cos a - i+  cos P j  + cos у ■ к

1.5. Проекцияларымен берілген векторларға сызықтық амалдар 
қолдану

a =  ахі + ayj  +  azk, b = bxi + byj  +  bzk 
векторлары Ox, Oy, Oz координаталық осьтерге проекцияларымен 
(координаталарымен) берілсін.

Теорема 3.2. Проекцияларымен берілген a, b векторлары үшін
a ± b  = (ах ±  bx)i + (ау ±  by) j  + (az ±  bz)k, (3.6)

Ха =  (Aax)i + (Aay)y + (Aaz)/c (3.7)
теңдіктері орындалады.

Дәлелдеуі. Векторлардың проекцияларының 2° жэне 3° қасиеттері 
бойынша:

а + b = (ахі + Oyj + azk ) + (bxi + byj  + bzk)  =
=  (ax +  bx)i + (ay + by)] + (az + bz)k  

Xa =  A(axi + ayj  + azk)  =  (Aa)i + J^ay)j  + (Aaz)fe
Мысал 3.3. a = 2І -_3J + k, b = ~i+] - 2 k  векторлары берілген. a  + 

b, a -  b, 2a + b, 3a + 2b векторларын табу керек.
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Шешуі: Бұл жағдайда х=2, у ~ 3, z = 1, *2=1, У2=1, ^ —2, болғандыктан
(3.6), (3.7) формулалары бойынша:

Q + b = (2 + 1)і + (—3 + 1)у + ( і  + (—2 ))/с = 3 і — 2) — к, 
a -  Ь = (2 -  1)7 + ( - 3  -  1)7 + (1 -  (-2))fc =~і-4] + Зк,

2а + Ь = 2 2і — 2 • 3j + 2к + і + j  — 2к = Бі_— 5j, _ _
3a + 2b = 3 - 2 l - 3 - 3 l + 3 k  + 2 Іі + 2 - І ]  + 2 ( - 2 )к  = 8 7 -  7; -  /с. 

Теорема 3.3. а мен b векторлары тең болуы үшін олардың сәйкес 
координаталарының тең болуы қажетті жэне жеткілікті.

Қажеттілігі: a = b болсын. Онда 0 = а — Ь, (3.6) формула бойынша:
О — (az — bx)i + (ay -  by)j + (az -  bz)k, => ax -  bx =  0, ay -  by =

— &z ^z б»
ягни, clx  b x , d y  b y ,  clz  b z

Жеткіліктігі: ax = b x , ay =  b y , az = b z  болса, жіктелудің жалғыздыгына 
байланысты екі вектор бір біріне тең болады.

Векторлардыц коллинеарлық белгісі.
Теорема 3.4. а мен b  векторлары коллинеар болуы үшін олардың 

проекцияларының пропорционал болуы, қажетті жэне жеткілікті. Яғни,
-  _  b x  b y  b z 
b  и a ^  — = ^  =  —

_  _  Q-x a y

Қажеттілігі: b II a болса, онда b — Ла
(3.7) формула бойынша b x  — Лах, b y  — Лсх у, b z — Ла2 немесе

° х  _  и У _  ”z  _  д

6* _ by _ bzЖеткіліктігі: Яғни — =  — =  — болса, олардың пропорцианалдық
а х  Яу &Z

коэффицентің Я десек, Ьх = Лах, Ьу = Лау, b z = Ла2 теңдіктері орындалады. 
Демек, а  мен b  коллинеар векторлар.

1.6. Нүкте мен вектордың координаталары.

Кеңістікте Oxyz тікбұрышты декарт координаталар жүйесі берілсін.
Кез келген М  нүктесі үшін ОМ вектордың координаталары М  нүктесінің 

координаталары деп аталады. ОМ вектор М  нүктесінің радиус векторы деп
аталады да ОМ = 7_деп белгіленеді. Демек, М(х, у, z) нүктесінің
координаталары 7 = ОМ вектордың да координаталары болады:

(3.2) бойынша 7 = (x ,y , z ) немесе 7 -  x - i + у  ■ / + z • к, ал (3.3) бойынша 
бұл вектордың ұзындығы |r | =  у]x 2 + у 2 + z 2 болады.

_К ез__келген А = (x^y^z-y)  мен В = (x2,y 2,z 2) нүктелері үшін
АВ = OB — О А екендігін ескерсек,
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AB = OB — OA = (x 2i + УіІ + z 2k)  -  (хгі + y j  + zt k)  =
__  =(*2 “  * i)i +  (Уг -  Уі)7 + (z2 ~  zx)fc.

Демек, АВ вектордың координаталары В нүктесінің координаталары мен А 
нүктесінің сэйкес координаталарының айырымына тең:

АВ = (х2 -_хі)і + (у2 -  у і)]  + (z2 -  z j k  = (х2 -  х1,у 2 -  y v z2 -  zx) 
Сондықтан АВ векторының ұзындығы:

\ A B \ = J ( x2 -  x t ) 2 + (у 2 -  y j 2 + (z2 -  z t )2 (3.8)

§ 2. Векторлардыц скаляр көбейтіндісі

а мен Ъ нөлдік емес векторлардыц арасындагы ср бұрыш деп бас нүктелерін 
О нүктеге көшіргендегі ОА мен ОБ сэулелерінің арасындағы бұрыштың кішісі 
айтылады; яғни 0 <  <р =  (а"Ь ) < п

Анықтама 2.1. а мен b векторларының (a,b)  скаляр көбейтіндісі деп осы 
векторлардыц ұзындықтары мен олардыц арасындагы ср бұрышынын 
косинусының көбейтіңдісіне тең санды (скалярды) атайды:

(a ,b ) = а  ■ Ь =  |a||b|cos<j0,O < <р < л. (3.9)
Вектордың проекциясы туралы (3.1) формуланы ескерсек

(а,Ъ) = |а | Прab = \Ъ\ Пр^а. (3.10)

2.1. Скаляр көбейтіндінің негізгі қасиеттері

1. (а,Ъ) = (Е,а) (орын ауыстыру қасиеті)
Дәлелдеуі: Бұл тендіктің дұрыстығы, косинустың жұп функция екендігін 

ескерсек, (3.9) формуладан тікелей шығады.
2. (a,b + с) -  (a, Ь) + (а, с) (үлестірімдік қасиеті)
Дәлелдеуі: (3.10) теңдіктер бойынша

(a,b + с) = |а | -JlpaQj + с) = |а |(П рг Ь + Прйс) =
= |а|Прцй + |a |n Psc = (а,Ғ) + (а,с).

3. (Яа)Ь =  Я(а, b) (терімділік қасиеті).
Дәлелдеуі: (Яа)Ь = \b\. Пр^Яа =  Я|й|Пр^а =  Я(а,Ь).
4. а 2 =  |а |2 (Скаляр квадраттың теріс еместік қасиеті).
Дәлелдеуі: а2 = а - а  =_|а| -_|а| ■ cosO = |а |2.
Дербес жағдайда і2 = р  = к 2 = 1. _
a l b  болса, онда а -Ь  = 0 болады, керісінше а Ь = 0 болса < ^ = л / 2 

болып, (3.9) формула бойынша а ■ b =  0 болады. a • b = 0 болса, а Ф 0, b Ф 0 
болғанда (3.9) теңцік бойынша cos<p = 0, бұдан ср = n/2.
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2.2. Тікбұрышты декарт координаталарында скаляр көбейтіндіні 
өрнектеу

Теорема 3j5. Тікбұрышты координаталарда a = х хі +  y j  +  zxk, b — 
х 2 і + У2І  + z2k векторларының скаляр көбейтіндісі олардың сэйкес
координаталары көбейтінділерінің қосындысына тең болады:

а • b = х хх2 + У 1 У 2 + z i z 2 - (3-11)
Дәлелдеуі: Тікбұрышты (7,/,fc) базистік векторлар ұшін (3.9) формула 

бойынша
і • і = 1, і ■ / = 0, і ■ к = 0,7 • 7 = 1,7 ' к =  0, к ■ і =  0, к  ■ у =  0, к ■ к  = 1 

екедігін ескерсек
а ■ b = ( x j  + y j  + z1k)(x2i +_y2j  +  zik) =

= x1x2(i,T) + xxy 2 (1,7) + x xz2 (i, k) + y xx 2 (J,k) +
+Уі У2(7<7) +  ViZiQ.k) + zxx2 (k, 7) + zxy 2{k,J) + zxz 2(k ,k )

=  * 1 * 2  +  У іУ 2 +

С ал дар 2.1. a  = b болса, a2 = xx + y x + zx = \a\2 (3.1 la)
Бұл теңдік тікелей (3.11) теңціктен шығады.

2.3. Скаляр көбейтіндінің кейбір қолданылулары

1. Екі вектор арасындағы бұрыш. 
(3.9) формула бойынша 

ab
cos<jо =  j=j-j=p яғни cos^o =

X l X 2 + y 1y 2 +  Z l Z 2

2+yl+zl -J.дг|+y|+z|
(3.12)

Дербес жағдайда, a l b  болса
Xi*2 + У1У2 +  Z1Z2 = 0. (3.13)

2. Вектордың берілген бағытқа проекциясы. (3.10) формулалардан, a
векторының b бағыты бойынша проекциясы

— a b Т  a bnPba -  р|, n p ji, =  —, ягни
O p ja  =  *■*+»*»+*»» , П г  J  =

}■
z |+ y |+ z | 2 +y2+z2

(3.14)

3. Түрақты күштің жумысы

Материалдық нүкте түзу бойымен О нүктеден В нүктеге, ОВ мен ф бұрыш 
жасайтын тұрақты Ғ күш әсерімен жылжысын. Физикадан белгілі болғандай Ғ 
күштің S = ОВ жылжудағы орындаған жұмысы А = |ғ |  ■ |$| • соs<p, (сурет 
3.12), яғни

A = F-S.  (3.15)
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Мысал 2.1. а мен b векторларының ұзындыктары |а | = 6, |b| = 4 болып, 
арасындағы бұрыиггары 60°, 90°, 120°, 180° болғандағы векторлардың скаляр 
көбейтіндісін табу керек.

Шешуі. (3.9) формула бойынша:
1 )ab = |а | \Ь\■ cos<рг =  6 • 4 ■ cos 60° = 6 ■ 4 • ^ = 12;
2 ) a b  = |а | \Ь\ ■ cos <р2 = 6 • 4 • cos 90° = 24 • 0 =  0;
3) а b = |а ||й | • cos(p3 = 6 ■ 4 • cos 120° = 24 ■ ( - i )  = -12 ;
4) a b = |a | \b\ ■ coscp4 =  6 • 4 • cos 180° = 6 • 4 • ( -1 )  = -24 .
Мысал 2.2. a  =  {1, - 2 , 2), b = (2, -2 , -1}

векторларының скаляр көбейтіндісі мен олар
арасындағы бұрышты табу керек; 2a2 -  4ab + 5b2 
өрнектің мэні неге тең?

Шешуі: (3.11) формула бойынша: 
a b  = 1.2+(—2)(—2)(—2) + 2 ( - l )  = 4.
(3.11а) формула бойынша:
|g | = y i 2 + (~ 2 )2 + 22 = 3, \b\ =

V 22 + (—2)2 + ( - 1 ) 2 = 3.
(3.12) формула бойынша:

г — -Т Л  a b  4 4 л 7*\ 4c o s (a , b) = =  — = - ;  демек (a, b) = arccos - ;

a 2 =  |a |2 = 32 = 9, b2 — \b\ = 32 = 9, a • b = 4 болғандықтан,
2a2 -  4a b + 5b2 = 2 ■ 9 -  4 • 4 + 5 • 9 = 47.
Мысал 2.3. Материалдық нүкте F = {2, — 1, —4} күш әсерімен түзу 

бойымен М(1, —2,3) нүктеден А1(5, — 6,1) нүктеге дейін жылжығанда 
орындалатын жұмысты есептеу керек.

Шешуі. (3.15) формула бойынша А = Ғ S, вектор S = MN (3.6) формула 
бойынша;

5 =  { 5 - 1 , - 6 -  ( -2 ) , 1 -  3} = {4; -4 , -2}. Онда
Л =  Ғ- 5 =  2- 4 + (—1)(—4) + С—2)(—4) = 20 (жұмыс бірлігі).

§ 3. Векторлардың векторлық көбейтіндісі

3.1 Оң және сол векторлар үштігі. Векторлық көбейтінді

Аныктама 3.1. Бас нүктелері ортақ бір О нүктесіне келтірілген компланар 
емес, реттелген а,Ь,с векторлар үштігі үшін с вектор ұшынан қарағанда a 
векторының b векторына қысқаша бұрылуы сағат тіліне қарама-қарсы бағытта 
болса, онда а, Ь, с -оң үштік векторлар, ал сағат тілімен бағыттас болса, онда 
а, Ь,с -сол үштік векторлар деп аталады (сурет 3.13, сурет 3.14).
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с

Сурет 3.14

Жалпы алғанда а, Ь,с үш вектордан алты үштік жасауға болады: 
а, Ь, с; Ь, с, а; са ,Ь ,\ Ь, а, с; а, с, Ь; с, Ь, а.

Бұлардың алдынғы үшеуі a,b,c  
үштікке бағыттас, ал соңғы үшеуі қарама- 
қарсы бағытталған.

Ескерту 3.1. Компланар векторлар 
үшін оң жэне сол үштік үғымдары 
мағынасын жояды.

Анықтама 3.2. а жэне b 
векторларының векторлық көбейтіндісі

деп с = а х b = [а, Б] векторын атайды:
1) с векторы а жэне b векторларына 

перпендикуляр;
2) |с| = |a||fe|sin<p,^ = (a ' b );

3) Бағыты c векторының үшынан қарағанда a -дан b-ға дейінгі қысқаша 
бүрылуы сағат тіліне қарама-қарсы бағытта 
болады (оң үштік) (сурет 3.15).

Векторлық көбейтіндінің анық- 
тамасынан бірлік векторлар (J,j,k)-лар 
үщін (сурет 3.16) келесі қатынастар тікелей 
шығады:

i x j  = k, j  х к  = і, к_х і = j
Мысал ретінде і х  j  =  к екендігін 

дәлелдейік.
1) к 1 і, к 1 j
2) \к\ = 1 эрі I і х  j  I = \і\ I у I-sin90°=l.
3) i , j ,k  векторлары оң үштік қүрайды.

Басқа тең діктер де осылайша дэлелденеді.

(3.15)
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3.2. Векторлық көбейтіндінің қасиеттері

1. а х b = —(Ь х а).
Дәлелдеуі. a х b мен b х а векторлары коллинеар, модульдері бірдей 

(параллелограмм^ауданы), бірақ бағыттары қарама-қарсы, себебі, a,b, a x b  
оңүштікті, ал сГ, b, b х а, сол үштікті құрайды. Демек, a x b  = -(Ъ  х а ) .

2. Я • (а  х й) = (Яа) х Ъ = а х  (ЛЕ).
Дәлелдеуі. Я > 0 болсын. А(а х b) векторы а мен b векторларына 

перпендикуляр. (Яа) х b векторы да а мен b векторларына перпендикуляр, 
себебі а (Яа), векторлары бір жазықтықта жатады. Демек, Х(а х  Ь) жэне
Х а х Ь  векторлары коллинеар. Бағыттары да дэл келуі айқын. Үзындықтары да 
бірдей:

|Л(а х b)\ =Х.|а х b\ =X|a||fe| -sin (а?Ь),
|(Яа) х b\ = |Ла||й| -sin (Аа"Ь) =  А|а||Ь| -sin (а"Ь).
СондықтанА(а х b) = Aa x b .
А < 0 болганда да, осы сияқты дэлелденеді.
3. а жэне b векторлары коллинеар болуы үшін, олардьщ векторльщ 

көбейтіндісі нөлдік вектор болуы қажетгі жэне жеткілікті, яғни а II b <=>axb — 
0; а ^  0, b ^  0.

Қажеттілігі. Егер а II b болса, олар арасындагы бурыш 0, не я болады. 
Онда а х  b =  |a ||b |- sin (а"Ь ) = 0. Демек, а х Ь=0.

Жеткіліктілігі: Егерде a x b =  0 болса, онда |a ||b | ■ sin<p = 0. Будан 
sin<p = 0 , ягни (р = 0, не ф = я болады. Демек, а || b

Дербес жагдайда, i x i  = j x j = k x  к=0 болады.
4. Векторльщ көбейтінді үлестірімдік қасиетке де ие:

(a + b ) x c  = a x c  + b x c
Дэлелдеуі салдар 4.1 де көрсетілген.

3.3. Векторлық көбейтіндіні декарт координаталары арқылы өрнектеу

Теорема 3.6. а=х1і + y j  + zxk  мен b=x2i + y 2j  + z2k векторларының 
векторльщ көбейтіндісі:

i j  к
a x b  = *i Уl zi 

^2 У2 Z2
(3.16)

формуламен анықталады.
Дәлелдеуі. Векторльщ көбейтіндінің қасиеттерін ескеріп, үшмүшені 

үшмүшеге көбейтсек:
а х  Ь=(хгі +  y j  + zrk ) х (х2_і + У2І  + z 2k ) =

=х1х2(і х  і) + Уі Х2(7 х і ) + Z!X2(k х I) + х1у2(і х ] )  +
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_ _+УіУг(] х 7 ) + zxy2(kx ] )  + х ^ 2(і х /с) + ZiZ2(fc х fe).
Енді i , j ,k  бірлік векторлар оң үштік құрайтынын, эрбір екеуі өзара 

перпендикуляр екендігін жэне векторлық көбейтіндінің анықтамасын 
ескерсек:

і х і =J х j  = к х. к = 0, i х j= -j x_i = k, 
j  x к = —к x j  = i, к x i = —i x к — j.

Бұл теңдіктерді пайдалансақ:
a x b  = - y xx2k + zx x j  + xxy 2k -  zxy 2i -  x ^ J  + yjZ2i =

= (yxz2 -  z xy 2)i + (zxx2 -  xxz 2)j + (xxy 2 -  y xx2)k  =

Уі Уг і + Z1
Xi

Теорема дәлелденді.

z2 -  , l^i *2 
*2 J ІУі Уг

i

x2

)
Уі
Уг

к
z l
z 2

3.4. Векторлық көбейтіндінің кейбір қолданулары

1. Векторлардың коллинеарлығын анықтау.
Егер a II Ъ болса, a х  b = 0 болады жэне керісінше 

— — Хл ух zx
a x b  = 0 «-»— = — = — <-» а  II b. 

х2 Уг z2
2. Параллелограммның жэне үшбұрыштың ауданын есептеу.
Векторлық көбейтіндінің анықтамасына сэйкес |а  х b\ = |а | • |b | sincp. Яғни

Snap = | |а  X b | , демек = 0,5||а х й||.
3. Екі вектор арасындағы бұрышты анықтау.

, |а х ь |
(3.15) формуладан sintp =

Мысал 3.1. а = {1, -2, 2}, b = {3, 0,4} векторлары берілген. Табылсын:
а) a х  b векторлық көбейтінді;
б) екі вектордың арасындағы бұрыш;
в) Осы векторларға құрылған параллелограмм ауданы;
г) ОАВ үшбұрыш ауданы.
ІІІешуі. а) (3.16) формула бойынша:

1 Id - 4 І  7 ІЗ - 4
+ к I1 — 2 | 
+  1 { \ з  0І

_ і j к 
a x b =  1 — 2 2

3 0 - 4
(3.15) формуланы қолдансақ:

I a х b\ І8І + 107 + ёк\
б) sin <р = 1— ^=7 = . — . =

\а\\Ь\ V I2 +  (—2)2 +  22 у/32 +  02+ (—4)2

— 8і + 8] + 8 к.

V82 + 102 + 62
V9-V25

л / Ж _  10л/2
3 - 5  “  15

2V2
“ з”

2V2=;<р = arcsin-^—
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в) Векторлық көбейтіндінің геометриялық мағынасын ескерсек, 
параллелограмм ауданы:

S = И а х ЬII = V82 + 102 + 62 = 10V2 кв. б.
г) ОАВ үшбұрыштың ауданы осы параллелограмм ауданының жартысы 

болады:
= і  ||s  х Ь|| =  і  10^2 -  SV2 кв.6.

§ 4. Векторлардыц аралас көбейтіндісі

Анықтама 4.1. а,Ь жэне с үш вектордың аралас көбейтіндісі деп a x b  
векторлық көбейтіндіні с векторына скаляр көбейткендегі санды атайды.

Аралас көбейтінді (a х Ь) ■ с, немесе 
a b c  түрінде белгіленеді.

(а х ft) ■ с өрнектің геометриялық мағы- 
насын айқындайық. Скаляр көбейтіндінің 
анықтамасына сүйеніп (а  х ft) ■ с =
1« х Щ Рахьё = Ia||b|sin<p ■ П р ^ с  түрінде 
жазуға болады. Мұндағы |a||b|sin<p, шамасы
а мен b векторларына құрылған OADB 
параллелограмм ауданы, ал Пр5х^с шамасы
a b c  векторларына құрылған параллело- 
пипедтің OADB жағына жүргізілген биіктік.
Демек, (а х Ъ ) - с  аралас көбейтінді а,Ь,с  векторларына салынған
параллелопипедтің көлемін анықтайды. а, Ь, с оң үштік болса “+” таңбамен, сол 
үпггік болса таңбамен шығады (сурет 3.17).

Сондықган
(а х Ь) ■ с =±V, (3.17)

яғни V = \{а х  b) • с|.
пар-д 1 v у 1

4.1. Аралас көбейтіндінің қасиеттері

1. Көбейткіштер циклді түрде орнын ауыстырғанда аралас көбейтінді 
өзгермейді:

( a x  Ь) -с =  (Ь х с) а = (с х a) ■ b .
Шынында да, бұл жағдайда параллелепипедтің көлемі де, қабырғаларының 

бағыты да өзгермейді.
2. Векторлық көбейтінді мен скалярлық көбейтіндінің орнын ауыстырғанда 

аралас көбейтінді өзгермейді. Яғни
( a x  b ) - c  = а-  (b х с )
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Шынында да, (a  х  b) • с =  fV' жэне а(Ь x с) =  (b x с) ■ а  = ±K._ Бұл
теңдіктердің оң жағындағы таңбалары бірдей болады, себебі а,Ь ,с  мен Ь,с,а  
-  бір бағыттағы үштіктер.

2'. Нөлдік емес а, Ь, с векторлар үшін a b c  = 0 болуы үшін бұл векторлар 
компланар, тек компланар болуы керек.

Бұлай емес деп ұйғарайық. Онда көлемі У ф 0 параллелопипед салуға болар
еді, ал abc = ±У болғандықтан бұл ұйғаруымыз дұрыс емес, себебі abc = (X

Керісінше а, Ь, с компланар векторлар болсын. Онда а х Ь векторы a, b, с 
үштік жататын жазыктыққа перпендикуляр, демек ( a x b )  1 с. Сондықтан 
a ,b ,c  = 0 , яғни abc = 0 .

3. Векторлық көбейткіштер орнын ауыстырғанда аралас көбейтіндінің 
таңбасы өзгереді:

(а  х b)c =—(b x а)с, (а  х b)c  =—(а х с)Ь, (а  х b)c  = —(с х b)a
Бұл жағдайдағы орын ауыстыру векторлық көбейткіштердің орын 

ауыстыруымен бірдей, сандық таңба өзгереді.
4. Аралас көбейтінді үш көбейткіштің эрбірі бойынша сызықтық қасиетке 

ие:
(аг +  а 2)Ь с = а^Ь с +  а2Ь с ;
a(bt + Ь2) с — а ЬуС +  ab2c ;
a b(ci + c2) = a b c 1 + a b c 2
Бұл теңдіктер 1-қасиеттен жэне скаляр көбейтіндінің 2-үлестірімдік 

қасиетінен шығады. Мысалы,
а Ь(сх +  с2) =  ( |а  • Ь |сі +  с2)(а  ■ b -су) + (а  ■ b с2) = a b c 1 + a b c 2

Салдар 4.1. Векторлық көбейтінді үлестірілімдік қасиетке ие:
(a + b ) x c  =(а х с) + (Ъ х с)

Дәлелдеуі. d = (a  + b) х с  — (a х с )  — (р х с )  деп белгілеп, 
d = 0 екендігін корсету жеткілікті.

Скаляр көбейтінді бірінші көбейткіш бойынша сызықтық қасиетке ие 
екендігін ескерсек, (d, d) = ^(a +  b) x c, d} — (a  x c, d) — (b x c, d) теңдік
алынады. Әрі қарай аралас көбейтінді бірінші көбейткіш бойынша сызықтың 
қасиетке (4-қасиет) ие болғандықтан,

([a + b] х  с, d) =  (a  x c, d) -  (b x c, d) 
теңдік орындалады. Аралас көбейтіндінің бірінші жэне үшінші қасиеттері 
бойынша (d, d) = 0 екендігі шығады, бұдан d = 0.

4.2. Аралас көбейтіндіні декарт координаталары арқылы өрнектеу

Теорема 3.7. Декарттық координаталарымен берілген a = x t i + 
y j + z t k, b = x 2i + y 2j  +  z2k, c = x3i + y 3j+z3k  векторлардың аралас 
көбейтіндісі
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abc =

формуламен анықталады. 
Дәлелдеуі.

* і  У 1 * і  

*2 Уг z2 
*з Уз z3

(3.18)

(a  x b) с =

= (l

і
*1

*2

j  к 
Уі
У2 z2

\Уі zu  т і*і z\ 1 — |*i Уі\
1 Уг z 2\ ' 1 U2 Z2\ •/ + 1*2 у2\ ■к)

(\Уі Z\ 1 1*1 z4 Уз +
|*i Уі\

\У2 z21 *3 “ 1*2 z2\ ' 1*2 у2\
V 0 ■z3

(*з i + Уз] + z 3k) =

3i + уз7 + z 3k ) =

‘z 3 _
* 1  У і Z i

x2 y 2 z2 
X3 Уз z3

Мұнда скаляр көбейтіндінің формуласын қолданып, үшінші ретті 
анықгауышты үшінші жол элементтері бойынша жіктелуін ескердік.

4.3. Аралас көбейтіндінің кейбір қолданулары

1. Параллелопипед жэне үшбұрышты пирамиданың көлемін анықтау.
a, b және с векторларында құрылған параллелопипедтің көлемі V = |a  b с|,

өйткені a b c  = ±V, ал осы векторларда құрылған үшбұрышты пирамиданың 
көлемі:

V = ~6 \аЬс\  (3.19)
2. Векторлардың компланарлығын анықтау. аф0, ЬФ0, сфО, векторлар

abc= 0 болғанда, тек сонда ғана компланар болады:
* і  Уі z t

abc = 0 <=> х2 у 2 z2 =0<=>a, b, с компланар. (3.20) 
*з  Уз z3

3. Кеңістіктегі векторлардың өзара бағытталуын анықтау.
abc = ± V  болғандықтан abc > 0 болса, a, b, с векторлар оң үштікті, ал abc 

< 0 болса, сол үштікті анықтайды.
Мысал 4.1. О (1; 1; 2), А (2; 3; -1), В (2; -2; 4), С (-1; 1; 3) нүктелері 

тетраэдрдың төбелері. Анықталсын:
а) a =  ОА, b = ОВ, с =  ОС, векторлары қандай үштік құрайды.
б) а, b, с векторларда құрылған параллелопипедтің көлемі және тетраэдрдің 

көлемі.
Шешуі. а, Ь, с вектоларының координаталары: 
a  = Ш =  {2-1; 3-1;-1-2} = {1; 2;-3}
Ь = ОВ= {2-1;-2-1; 4-2} = {1; -3; 2} 
с = ОС= {-1-1; 1-1; 3-2} = {-2; 0; 1}
Демек, аралас көбейтінді (3.18) формула бойынша:
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abc
1 2 - 3  
1 - 3  2 
- 2  О 1 

+ ( - 1)1+3

= ( - 1 ) 1+1 • 1 

( - 3)

11 
1-2+ ( - 1 ) 1+2 • 2 

= - 3  -  2 ■ 5 -  3 ■ ( - 6 )  = 5;

+1-3
ІО II

1 - 3
. - 2  О

(3.17) теңдік бойынша abc > 0 болғандықтан a,b, с векторлары оң үштік 
құрайды.

V = |(а  х ft) cl = 5 ; ал V = - - 5  = -
п а р а л л  14 '  ' ____ т е т р а э д р  6 6

Мысал 4.2. а = О А = (1; 1; 2), b = OB = (2; 1; 1), с = ОС = (1; -2 ;  3)
векторларда құрылған пирамиданың көлемі және осы векторлардың қандай 
үштік екендігі анықталсын.

Шешуі. (3.18) формула бойынша аралас көбейтіндіні табамыз:

abc =
1 1
2 1
1 - 2

(—2) (—1)
«1

)іс L

1 1 2  
0 - 1 - 3  
0 - 3  1

= ! • ( - ! ) і+і | - І  -31
1-3 1І =  - 1  -  9  =  - 1 0 .

Аралас көбейтінді теріс сан болғандықтан, берілген векторлар сол үштікті 
құрайды. Пирамиданың көлемін (3.19) формуланы қолданып табамыз:

Кіир ~  ^ \abc\ — g - ( - lO ) =  -  куб бірлік.

Мысал 4.3. а = (1; 2; -2), b = (1; 
компланар екендігі дәлелденсін.

-2; 1), с = (5; -2; -1) векторлары

Шешуі. Берілген векторлар компланар болуы үшін (3.20) бойынша, abc = 0 
екендігін тексеру керек:

1 2 - 2 ( 1 )  ( 1 ) 1 2 - 2
1 - 2  1 «1 1 = 2  0 - 1 =  2 ( —1 ) 1+2

2 — 1 
a з

5 - 2 - 1 і 6  0 - 3
О 3
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IV тарау. АНАЛИТИКАЛЫҚ ГЕОМЕТРИЯ

Аналитикалық геометрия -  геометриялық бейнелерді алгебралық әдістермен 
үйренетін математиканың бір саласы.

Геометриялық бейнелердің ең қарапайымын нүкте деп, ал кез келген 
геометриялық бейнені белгілі бір касиетке ие нүктелердің жиыны деп қарау 
табиғи нәрсе. Аналитикалық геометрияда нүкте сандар арқылы анықталады. 
Белгілі бір координаталар жүйесінде нүктенің орнын анықтаушы сандар оның 
координаталары деп аталады. Геометриялық бейнелерді координаталар арқылы 
үйрену координаталар әдісі деп аталады.

§ 1. Ж азықтықтағы сызық тендеуі

Оху тікбұрышты декарт координаталар жазықтығында L сызық берілсін.
Анықтама 1.1. Тек қана L сызықта жататын нүктелердің координаталары 

ғана канағаттандыратын, х  және у  айнымалдарды байланыстыратын
Ғ(х; у) = 0 (4.1)

теңдеу L сызықтың теңдеуі деп аталады.
Мұндағы Ғ  қатыс L сызықтың нүктелерінің ортақ геометриялык касиетін 

сипаттайды. (4.1) теңдеу L сызықты анықтайды.
L сызықтың полярлық координаталар жүйесіндегі теңдеуі

Ғ(р; <р) = 0 (4.2)
түрінде анықталады. Мүндағы (р; ср) кез келген нүктенің полярлық координата­
лары.

Жазыктықтағы сызықтарды қарастырғанда екі мэселе туындайды:
а) Берілген сызықтың нүктелерінің ор- 

тақ геометриялық қасиеті бойынша, оның 
тендеуін табу;

б) қайсыбір сызықтың теңцеуі берілген.
Осы теңдеу жәрдемімен сызықтың геомет­
риялык қасиеттерін жэне жазықтықта 
орналасуын зерттеу.

Мысал 1.1. Радиусы R, центрі С(а; Ъ) 
нүктесі болатын шеңбердің теңдеуі 
шығарылсын.

Шешуі. М(х; у)  шеңбердің кез келген нүк- сурет ч. і
тесі болсын. Шеңбердің анықтамасы 
бойынша \CM \-R (сурет4.1).

Яғни, бұл теңдік нүктелерінің ортақ қасиетін сипаттайды. Екі нүктенің ара 
қашықтығын есептейтін (1.3) формула бойынша

J ( x - a ) 2 + ( y - b ) 2 =R 
тендікті аламыз. Бұл теңдікті квадратқа көтерсек

(х -  а)2 + (у -  Ь)2 = R2 (4.3)
түріндегі шеңбер теңдеуі шығады.
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(4.3a)
Центрі 0(0; 0) нүктесінде жатса, шеңбер теңдеуі

х 2 + у 2 =  R2
түрінде болады.

Мысал 1.2. I жэне III координаталық бұрыштардың биссектрисасының 
теңдеуі шығарылсын.

Шешуі. М(х\ у ) берілген биссектрисаның кез келген нүктесі болсын.
Сурет 4.2 бойынша х = OP = QM; у  = РМ.
Бұрыш биссектрисасының нүктелері бұрышты кұрайтын сэулелерден бірдей 

қашықтықта жататындықтан
у  = х

теңдік әрқашан орындалады. Демек бұл ізделген биссектрисаның тендеуі.
2

Мысалы 1.3. у  = —х  теңдеумен анықталатын сызық салынсын.

X . . . -3 -2 -1 0 1 2 3

У -9 -А -1 0 -1 -4 -9

Кесте жасасақ табылған (хк,у к), к = 1 ,2,..., нүктелердің жиыны қисық сызық 
— параболаны құрайды (сурет 4.3)

Мысал 1.4. р = acoscp теңдеумен анықталатын сызық салынсын. а > О 
берілген сан, р жэне ф полярлық 
координаталар, 0(0, 0), А(а; 0) М(р;
(р). ср-ге эр түрлі ( - |  <<р < | )
мэндер берсек диаметрі ОА = а 
болған шеңбер шығады (сурет 4.4).

Мысал 1.5. у2 -  х2 = 0 теңдеуді,
(У -  х) (у + х) = 0 түрде жазуға 
болғандықтан, ол у  = х  жэне у = -  
х  түзулерді анықтайды.

Мысал 1.6. х2 +У2 = 0 теңдеу жалғыз ғана (0, 0) нүктесін анықтайды.
Мысал 1.7. х2 + у2 + 9 = 0 теңдеу ешқандай геометриялық бейнені 

анықгамайды, себебі кез келген х  және у-тер үшін х2 + у2 + 9 > 0 болады.

Сурет 4.4
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Ескерту 1.1. Берілген сызықтың теңцеуін құру үшін мына ережеден 
пайдаланған жөн:

а) сызықтың кез келген М(х, у ) нүктесін аламыз;
б) осы сызықтың М(х, у ) нүктелерінің ортақ геометриялық қасиетін 

геометриялық тендік аркылы жазамыз;
в) жазылған геометриялық теңдікке кіретін кесінділерді жэне бұрыштарды 

М  нүктесінің х  және у  айнымал координаталары жэне берілген тұрақты 
шамалар арқылы өрнектейміз.

Екі сызықтың қиылысуы
Егер берілген L| жэне сызықгар сәйкес түрде F  (х; у) = 0 жэне Ғ  (х; у) = 0 

тендеулермен анықгалса, олардың қиылысу нүктелерін табу

жүйені шешу мәселесіне келтіріледі. Шынында да, қиылысу нүктесі екі сызықта 
да жататындықтан, оның координаталары екі сызықтың тендеуін де 
қанағаттандыруы шарт.

Мысал 1.8. у -  х3 = 0 жэне у -  9х = 0 сызықтардың қиылысу нүктелері 
табылсын.

Шешуі. Жоғарыда айтылғандай, бүл тендеулерді жүйе ретінде шешеміз.

Демек берілген сызықтар (0; 0), (-3; -27), (3; 27) нүктелерінде қиылысады.

Бүл тақырыптың негізгі мақсаты координаталар жазықтығында эртүрлі 
орналасуына қарай түзудің теңдеуін шығару жэне оны зерттеу, бұл теңцеулер 
жэрдемімен түзуге байланысты кейбір есептерді шешу.

2.1. Түзудің бүрыштық коэффициентті теңдеуі

Оху жазыктықта L түзу берілсін. L түзудің көлбеулік бұрышы а деп Ох 
осінен L түзуіне дейін, сағат тіліне қарсы бағытпен бүргандағы алынатын 
бұрышқа айтылады, ал осы түзудің бұрыштық коэффициент! деп к = tga 
шаманы атайды.

Оу осіне параллель емес L түзуінің тендеуін табайық: к -  оның бұрыштық 
коэффициенту В(0, Ь) -  оның Оу осімен қиылысу нүктесі болсын (сурет 4.5).

Айталық, М(х; у) -  L түзуінің 5(0, Ъ) нүктесінен өзге кез келген (ағымдық) 
нүктесі болсын. ОВ = Ъ\ ОР = х; Р М = у  деп белгілейік.

(4.4)

у  — д:3 
У  -  9 х

§ 2. Жазықтықтағы түзу
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Сурет 4.5 Сурет 4.6

В нүктесінен Ох оське параллель BN  кесінді жүргіземіз. BNM  тік бұрышты 
үшбұрыштан: к = tga = —  ; NM= у  -  b, BN = OP = x  екендігін ескерсек к = ;

BN x
бұл өрнекті түрлендірсек

y  = kx + b (4.5)
теңдеу шығады. Бұл теңдеу түзудің бұрыштық коэффициента теңдеуі деп 
аталады.

Дербес жағдайларда:
а) егер Ь = 0 болса (4.5) тендеу

у  = кх (4.6)
түрінде жазылады. Бұл 0(0; 0) нүктеден өтетін түзу.

б) егер L II Ох, яғни a = 0 болса, к = 0 болып (4.5) теңдеу
y  = b (4.7)

түрінде болады.
Енді Оу оське параллель түзуді қарастырайық. Бұл түзудің Ох осьпен 

қиылысу нүктесінің абциссасы а болсын. Онда тек осы түзудің бойында 
жататын кез келген нүктенің абсциссасы <я-ға тең болатындығы айқын. 
Сондықтан бұл түзудің теңдеуі

х = а
түрінде болады.

3Мысал 2.1. у  = - х + 2 тендеуімен берілген түзу сызылсын.
3Шешуі. Мұнда к = tga = -  жэне b = 2. Сондықтан Оу осінде ОВ = 2 бірлік 

кесінді салып, В нүктені белгілейміз. В нүктесінен Ох оське параллель BN = 5 
бірлік кесінді саламыз да, N  нүктесінен BN-та перпендикуляр NM  = 3 бірлік 
кесінді саламыз. В және М  нүктелерді қоссақ ізделінген түзуді аламыз (сурет 
4.6).

2.2. Берілген нүктеден берілген бағыт бойынша өтуші түзу теқдеуі

L түзу берілген М (х }; у  ) нүктеден өтіп Ох осьпен a бұрыш жасасын. L
түзудің теңдеуін

у  = кх + b (4.5)
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түрінде іздейміз. Мұндағы к = tga берілген, ал ізделінді түзу М  (х ; у ) нүктеден 
өткендіктен у ] = кх^ + Ъ теңдік орындалады. Бұл теңдіктен Ъ = у  -  кх^ 6-ның 
осы мэнін (4.5) теңдеуге қойсақ

у - у х = Ң х - х х) (4.6)
теңдеу шығады. Бұл L түзудің ізделген теңдеуі.

Ал Af (х^ у () нүктеден өтіп Оу оське параллель түзу теңдеуі х = х^ болады.
Шынында да бұл түзудің барлық нүктелерінің абсциссасы х^ болып, 
ординатасы кез келген сан болады.

Ескерту 2.1. Егер (4.6) тендеуде к айнымал болса, онда (4.6) тендеу М  (х \ 
у нүктесінен өтетін түзулер шоғын анықтайды.

Мысал 2.2. Af(2; 4) нүктесінен өтіп, Ох осьпен 135° бұрыш жасайтын 
түзудің теңдеуі жазылсын.

Шешуі. Мұнда к = tgl35° = -1. А:-ның бұл мэнін жэне М  нүктесінің
координаталарын (4.6) тендеуге қойсақ у -  4 = -1(х -  2) немесе у  = - х  + 6 
теңдеу шығады.

2.3. Берілген екі нүктеден өтуші түзу теқдеуі

М (дс ; у ^  жэне M j x ^  уг) берілген екі нүктеден өтуші түзу теңдеуін іздейміз. 
Екі жағдайды қарастырамыз.

а) М  М  түзу Оу оське параллель болмасын. Af (х^ y f) нүктесінен өтуші 
түзулер шоғының теңдеуі

У- у ,  =*(*-*„)■ (4-7)
Осы түзулер шоғының А/ нүктесінен өтетін түзуі үшін У2 ~ У { -  *,)

шарт орындалады.
Сонғы теңдіктен к = Уг у~ болады.
yt-ның осы мэнін (4.7) теңдеуге қойсақ

У2 ~  Уі , .
У -  Уі = ------ — (х  ~ х і)

немесе
Х 2 ~ Х і  

у -  Уі х -
(4.8)

У 2 -  У 1 х 2 -  * 1  
Бұл ізделген М  А/ түзудің теңдеуі.
Мысал 2.3. М ( - \ \  -2) жэне Af(3; -4) нүктелерден өтетін түзудің теңдеуі 

табылсын.
Шешуі. (4.8) тендеуге берілген нүктелердің координаталарын қойсақ

у -  ( - 2 )  х -  ( - 1 )
—4 — (—2) 3 — (—1)

немесе

У = - 2 * “ 2
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ізделген ММ^  түзудің теңдеуі шығады.
б) М  М  түзу Оу оське параллель.
Бұл жағдайда х = х  болып, ізделген түзудің теңдеуі

х  = х^ (4.9)
түрінде болады.

2.4. Екі түзу арасындағы бұрыш. Екі түзудің параллельдік және 
перпендикулярлык шарттары

Түзулердің бұрыштық коэффициентті теңдеулері олар арасындағы бұрыш-
тарды есептеуге қолайлы.

L жэне L түзулер у  = к х  + b , у  =
к^х + бұрыштық коэффициентті
теңдеулерімен берілсін. Z,] түзу мен 
түзу арасындағы бұрыш деп L түзуді 
сағат стрелкасына қарсы бағытта L
түзумен дәлме-дәл түскенше, не парал­
лель болғанша бұрғанда пайда болған 
бұрышты айтады.

Ол бұрышты а десек, 0 < а < я 
болады. Z,] жэне түзулердің Ох
осьпен арасындагы бұрыштарын,
сэйкес түрде а | жэне а2 десек к̂  = tga]5 ' = tgaz болады. Сурет 4.7-ден a2 = a ( +
а немесе a = a -  a екендігі көрінеді. Соңғы тендіктен

tga = tg(a -  a ) = tea2- tg<Xl ,
6  6V 2 V  l + t g a 2. t g a i

немесе, бұрыштық коэффициенттердің белгілеулерін ескерсек,
к2-к1tg a - (4.10)1 + /С2-̂ і

формула шығады. Бұл формула екі түзу арасындағы сыбайлас бұрыштардың 
біреуін анықтайды, ал екіншісі я -  a-ға тең.

Егер жэне түзулер параллель болса, онда a = 0, яғни tga = 0 болып,
к2 - к г — 0 немесе

кг = к2 (4.11)
шарт орындалады. Керісінше, егер (4.11) теңдік орындалса tga = 0 болып, a ( = a2
екендігі шығады. Яғни жэне түзулер параллель болады.

Демек Z,| жэне түзулер параллель болуы үшін (4.11) шарттың орындалуы 
қажетті жэне жеткілікті.

Егер L жэне L түзулер перпендикуляр, яғни а  = -, болса, онда а 2 = -  +  ах 

болып, tga2 = tgQ  + « і ) = -ctga | = — қатыстар орындалады, яғни
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1 (4.12)
формула шығады. 

Мысал 2.4. у
табылсын.

к , = - -
Бұл екі түзудің перпендикулярлық шарты.
= -  х  -  4 жэне у  = Зх + 1 түзулер арасындағы бурыш

1 3——
Шешуі. Бұл түзулерде к = - ,  к = 3. (4.10) формула бойынша tga = —ү- = 1.

1 2 - 1+2*3
Демек, a = -.

Мысал 2.5. 5х + 8у -  1 = 0 (Z )̂, 10х + 16у + 7 = 0 (L ) жэне 8л: -  5у + 5 = 0 
( Із) түзулердің өзара параллель жэне перпендикуляр түзулері көрсетілген.

Шешуі. к —  к ^ 7 7  —  к = § болғандықтан (4.10) жэне (4.11)
1 о 2 16 8 3 5

формулалары бойынша L ( || L^, 1 L■, 1 L болады.

2.5. Түзудің кесінділер бойынша тендеуі

Берілген L түзу Ох осьтен ОА = а кесіндіні, Оу осьтен ОВ = Ъ кесіндіні қиып 
өтсін. Осы түзудің тендеуін табамыз. L түзуді А(а; 0) жэне В(0; Ъ) екі нүктеден
өтуші түзу деп қарап, (4.8) формуладан пайдалансақ (сурет 4.8)

у х . Ь 0 0 a
немесе -  = ------1-1 теңдік шығады. Соңғы теңдіктен

b a X у
a +lb = l  (413)

тендеу шығады. Бұл тендеу түзудің 
кесінділер бойынша тендеуі деп аталады.

Мысал 2.6. Ox осінен шамасы -2-ге 
жэне Оу осінен шамасы 4-ке тең кесін- 
ділерді қиятын түзудің теңдеуі жазылсын. 

Шешуі. a = -2, Ъ = 4 болғандықтан
X у

(4.13) формула бойынша I^ + 4 = l  
ізделген түзудің тендеуі алынады. Сурет 4.8

2.6. Түзудің жалпы теңдеуі және оны зерггеу

Теорема 4.1. Тікбұрышты координаталар жүйесінде кез келген түзу бірінші 
дәрежелі

Ах + Ву + С = 0 (4.14)
теңдеумен беріледі жэне, керісінше, (4.14) тендеу кез келген А, В, С коэффи- 
циентер үшін, А2 + В 2 Ф 0, Оху тікбұрышты координаталар жүйесінде 
қайсыбір түзуді анықтайды.

Дәлелдеуі. Шынында да Ox оське көлбеу түзу у = кх + Ь, теңдеумен, ал Ох 
оське перпендикуляр түзу х  = а теңдеумен анықталатыны белгілі. Бұлардың 
біріншісі (4.14) теңдеуден А = к, В = -1 жэне C = b болғанда, ал екіншісі A = l ,B  
= 0, С = -а  болғанда алынады. Бірінші тұжырым дәлелденді. Kepi тұжырымды
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дәлелдейміз. (4.14) теңдеу беріліп, онда А жэне 5  коэффициенттердің ең 
болмағанда біреуі нөлге тең болмасын. Егер 5 * 0  болса, онда (4.14) теңдеуді

У = -  —* ~ тт
л с В Втүрінде жазуға болады. к — — , b = —  деп алсақ, түзудің бұрыштық коэффициента
В в

тендеуі у  = кх + b шығады. Егер 5  = 0 болса, онда Л *  0 болып (4.14) тендеу х  = -
с

түрінде больш, а = — -  деп алсақ х = а түзу шыгады. Бул Ох оське перпендикуляр
тузу.

Сурет 4.9

1
У=ь

1

\0 X

Сурет 4.10

(4.14) тендеу тузудщ жалпы теңдеуі деп аталады. Бул тендеуде х, у 
айнымалдар бірінші дэрежеде болғандықтан, кейде түзуді бірінші ретті сызық 
деп те атайды.

Енді (4.14) түзудің А, В, С коэффициенттерінің Оху жазықтықта түзудің 
орналасуына әсерін зерттейік.

1) А *  0, 5 * 0 ,  С *  0 болса, онда (4.14) тендеу у = кх + b түрінде болып, Ох 
оське көлбеу түзуді аныктайды (сурет 4.5).

2) С = 0 болса (4.14) тендеу Ах  + By 
өтетін түзуді анықтайды (сурет 4.2).

3) 5  = 0, А *  0 болса, (4.14) тендеу 
Ах + С = 0 түрінде болып, х = а түзуді,
а = -  ̂  анықтайды, ол Оу оське 
параллель тузу (сурет 4.9).

4) А = 0, В *  0 болса, (4.14) тендеу 
By + С = 0 түрінде болып, у  = b түзуді,

с
мунда b = — , аныктайды (сурет 4.10).

5) 5  = o f С = 0, А *  0 болса, (4.14) 
тендеу Ах = 0 немесе х = 0 түрінде 
болып, Оу осьті аныктайды (сурет 4.11).

6) А = 0, С = 0, 5  *  0 болса, (4.14) 
тендеу By = 0 немесе у  = 0 түрінде болып,

0 түрінде болып, 0(0, 0) нүктесінен
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2.7. Түзудің нормаль теңдеуі. Нүктеден түзуге дейінгі арақашықтық

Оху жазықтықта L түзу берілсін. 0(0;
0) нүктеден L түзуге перпендикуляр п 
векторын өткіземіз, оны L түзуге 
нормаль деп атаймыз. п мен 2,-дің 
қиылысу нүктесін N  арқылы белгілейік 
(сурет 4.12). Нормальда О нүктеден N  
нүктеге қарай бағыт енгізсек, ол оське 
айналады. Егер N  жэне О нүктелері 
беттессе, онда бағыт ретінде мүмкін 
болған екі жағдайдың кез келгені 
алынады. п  осьпен Ох ось арасындағы 
бүрышты а , р  = |OjV| деп белгілейік.
Мұнда р  > 0, 0 < a < 2я

а жэне р  сандары берілген деп L түзудің теңдеуін шығару керек. L түзудің 
кез келген М  нүктесінің полярлық координаталары (р, ср) болсын, мұнда 0 
полюс, Ox полярлық ось. Егер О жэне N  нүктелері беттеспесе (сурет 4.12), 
ONMтік бұрышты үшбүрыштан мына қатысты аламыз: 

р  = р cos(a -  ср) = р (cosa • cos ф + sina
Бұл теңдікті

sin ф )

р совф-сова + р віпф s in a -p  = 0 (4.15)
түрінде жазсақ жэне х = р совф, у  = р віпф формулаларды ескерсек

х  cosa + у  s in a -p  = 0 (4.16)
тендеу шығады. (4.16) теңдеу L түзудің Оху тікбұрышты координаталар 
жүйесіндегі нормаль тендеуі деп аталады. Ал (4.15) теңдеу L түзудің 
полярлық координаталардағы теңдеуі. Егер О жэне N  нүктелері беттессе, р  = 0 
болып, L түзудің кез келген М  нүктесі үшін сов(ф -  a) = 0 теңдік орындалады. 
Соңғы теңдіктің екі жағын да р-ға көбейтсек р cos(<p -  a) = 0 немесе р • cos ср • 
соsa  + р • sin<p • sina =  0 теңдік аламыз. Тікбүрышты координаталарға отсек 
х  ■ cosa +  у  • sina = 0 теңдеу шығады.

Түзудің (4.16) нормаль теңдеуі
жәрдемімен жазықтықта нүктеден түзуге 
дейінгі арақашықтықты есептеуге болады.

Mq(xq, yQ) нүктеден х ■ cosa + у  •
sina -  р = 0 (L) түзуге дейінгі
қашықтықты табайық.

М  нүкте арқылы L түзуге параллель
етіп L түзу жүргіземіз. р о = (ОА̂ І деп 
белгілейміз, мұндағы Nq нүкте п  нормаль 
мен Lq түзудің қиылысу нүктесі (сурет 4.13).
Төмендегі екі жағдай болуы мүмкін.
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1. N  жэне 7Vq нүктелері О нүктесінің бір жағында жатады. Онда Lq түзудің
тендеуі х • cosa +  у  • sina -  р0 =  0 түрінде болады. A/(xq, y Q) нүктесі Lq түзуде
жататындықтан х0 cosa + у 0 ■ sina -  р0 = 0 болады. Бұл теңдіктен р0 = х0 • 
cosa + Уо sina екендігі шығады. Бұл жағдайда

d=\p0~p\ = |xcosa +yosina -р |
2. N  жэне Nq нүктелер О нүктесінің екі жағында жатады. Онда түзудің 

теңдеуі х  cos(rc + a) + У sin(rc + a) -  PQ = 0 түрінде болады A/(xq; y j  
нүктесінің түзуінде жататындығынан

po = xq cos(n + a) + y0 sin(7t + a) = -x  cos a -  y0 sin a
теңдік орындалады. Бұл жағдайда

d = \p0+p\ = |-xQcos a -  y0sin a + p\ = |xqcos a + y0sin a -p \
болады.

Сонымен екі жағдайда да
d=  |xqcos a + y0sin a - p  (4.17)

формула орынды екендігі шығады. (4.17) формуладан көрінгендей берілген 
М  {х ; у0) нүктесінен L түзуге дейінгі ара қашықтық L түзудің нормаль
теңдеуінің сол бөлігіндегі өрнектегі айнымал х жэне у-тердің орнына М
нүктесінің координаталарын қойғандағы санның абсолют шамасына тең 
болады.

Енді түзудің жалпы теңдеуін нормаль түрге қалай келтірілуін көрсетейік. 
Қайсыбір түзудің жалпы теңдеуі

Ах + Ву + С = 0, (4.14)
ал нормаль теңдеуі

х c o sa + y  s in a - /?  = 0 (4.16)
болсын. (4.14) жэне (4.16) теңдеулер L түзудің теңдеулері болғандықтан 
олардың коэффициенттері пропорционал болады. (4.14) теңцеудің екі бөлігінде 
еркін көбейткіш ц ^  0 санға көбейтсек, мына теңдеуді аламыз:

рАх + рВу + рС = 0 (4.14а)
Соңғы теңдеудегі ц Ф 0 саны пропорциональдық коэффициент болғанда ғана, 

ол тендеу (4.16) түріне келеді, яғни
рА - cosa, рВ -  sina, рС -  -р.

Бұл теңдіктердің алғашқы екеуін квадраттап қоссақ
р 2(і42 +  S 2) =  cos2 a  + s in 2a =  1, 

яғнир2(Л2 +  В2) = 1, немесе
1

Р =  ±- (*)у/А2 +  В2
р санының таңбасы рС = -р  теңдігінен анықталады, яғни р -дің таңбасы бос 

мүше С-ның таңбасына қарама қарсы таңбамен алынады.
р саны нормаль көбейткіш деп аталады. р -дің табылған (*) мәнін (4.14а) 

теңдеуге қойсаң

:Х +
В

у  +
±yjA2 + В2 ±yjA2 + B2 ±л/А2 + В 2

= 0 (4.16а)
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теңдеу шығады. Бұл теңдеу L түзудің (4.16) түріндегі нормаль теңдеуі.
Мысал 1.13. М(3; 8) нүктеден 14х -  13у  + 5 = 0 түзуге дейінгі қашықтық 

есептелсін
Шешуі. Алдымен берілген түзу теңдеуін нормаль түрге келтіреміз:

14х -  ІЗ у  + 5
---- / = 0,
-V 1 4 2 +  132

өйткені С = 5 > 0, болғандықган, (*) формула бойынша ц = —
V 14z + (—13)2 '

Енді х, у-тің орнына (4.17) формуланы пайдаланып xq = 3, yQ = 8 мәндерді
қоямыз, нэтижеде

d =
1 4 - 3 - 1 3 - 8  +  5

-V 365
-5 7

-V 365
57

V365
екендігі шығады. Абсолют шама белгісінің ішіндегі санның оң сан болғандығы 
М{3; 8) жэне 0(0; 0) нүктелер берілген түзудің эртүрлі жақтарында орна- 
ласқанын білдіреді.

§ 3. Ж азықтықтагы екінші ретті сызықтар

Бұл тақырыпта теңдеулері Оху тікбұрышты Декарт координаталар жүйе- 
сінде екінші дәрежелі болатын шеңбер, эллипс, гипербола жэне парабола деп 
аталатын сызықтар қарастырылады. Екінші дәрежелі сызықтың жалпы тендеуі 

А х 2 +  2 Вху  +  Су2 + 2 Dx + 2 Еу + Ғ = 0 (4.18)
түрінде жазылады.

3.1. Шеңбер

Центрі С(а; Ъ) нүктесінде, радиусы R болатын шеңбер, С(а; Ь) нүктесінен 
бірдей R қашықтықта жатқан нүктелер жиыны, теңдеуі

(х — a)2 + (у -  b)2 = R2 (4.3)
екендігін шығарған едік (сурет 4.1). (4.3) тендеу шеңбердің канондық 
(қарапайым) теңдеуі деп аталады.

(4.3) тендеуді жақшаларды ашып, түрлендіріп
Дь2 +  у 2 — 2ах -  2by  + a2 +  b2 -  R2 = 0

түрінде жазуға болады. Бұл теңдеуді жалпы теңдеумен салыстырсақ, теңдеу 
(4.18) шеңбердің тендеуі болуы үшін екі шарт орындалуы керек:

1) х  пену өрнектердің алдындағы коэффициенттер өзара тең;
2) ху  айнымалдардың көбейтіндісінің коэффициент! нөлге тең.
Кері мәселені қарастырайық. В = 0 жэне А = С Ф 0 десек,

A x 2 + A y 2 + 2Dx + 2Еу + Ғ = 0 (1.18а)

2D 2 Е Ғ
X2 + у 2 + Т * + Т У + I  = °

D (D\2 7 Е (Е\ ғ
а + (а )

+ yL + 2у— + A (a ) + A

яғни
уП ч 2

ЯҒНИ
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(-і)Ч;і)г=©гЧ!)г-я
Бұл теңдіктен, + Q ) - j >  0 болғанда (4.18<а) теңдеу шеңберді 

анықтайтыны шығады. Бұл шеңбердің центрі С ( — нүктесінде, ал радиусы

R =
Е2 D2 Ғ 
А2 + А2 ~А'

Егер - j  = 0 болса (4.18а) теңдеу С нүктені анықтайды,
E z  D z  Ғ-  + 0 болса ешқандай сызықты анықтамайды.

3.2. Эллипс

1. Элипстің қарапайым теңдеуі
Анықтама 3.1. Фокустары деп аталатын берілген екі нүктеден ара қашық- 

тықтарының қосындысы тұрақты шама болатын (фокустардың ара қашық- 
тығынан артық) жазықтық нүктелерінің жиыны эллипс деп аталады.

Фокустарды Fv Ғ2 деп белгілеп. \ҒгҒ2\ = 2с десек, ал кез келген Мнүктеден 
фокустарға дейінгі ара ғашықтықтардың қосындысын

\ҒгМ\ + \Ғ2М\ = 2 a (4.19)
десек, анықтама бойынша, 2а > 2с яғни а > с.

Эллипстің теңдеуін шығару үшін, Ох осі ретінде ҒгҒ2 бағытындағы түзуді, 
ал координата бас нүктесі О ретінде ҒгҒ2 кесіндінің қақ ортасын аламыз.

Сонда Ғх (-  с; 0),Ғ2(с; 0), болады (сурет 4.14).

Таңдаған Оху координаталар жүйесінде эллипстің кез келген нүктесін 
М(х;у) арқылы белгілесек, гх = \ҒХМ\ = ^ ( х  + с)2+ у2, r2 = |Ғ2М| =
у/(х  — с)2+ у2 болады. гх жэне г2 сандары М  нүктесінің фокальдық радиустары 
деп аталады.

Осы өрнектерді (4.19) тендікке қойсақ
у/ ( х  + с)2+ у2 + у](х -  с)2+ у2 = 2а (4.20)
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(4.20) теңдеу таңдап алынған Оху Декарт тікбұрышты координаталар 
жүйесінде эллипстың теңдеуі болады. Пайдалануға қолайлы болу үшін бұл 
теңдеуді қарапайым (жэй) түрге келтіреміз. Ол үшін (4.20) теңдеудегі екінші 
қосылғыш түбірді теңдеудің оң бөлігіне өткізіп, екі бөлігін де квадраттаймыз:

(х + с)2 + у 2 = 4а 2 -  4а-У(х^Гс)2+у2 + (х -  с)2 + у 2.
Жақшаларды ашамыз:

х 2 + 2сх + с2 + у 2 = 4а2 -  A a ^ J J x ^ ^ y + y ^  + х 2 _  2Сх  + с2 + у 2 
Өқсас мүшелерін ықшамдап алынған

aV(* ~ с)2+У2 = а2 — сх
теңдікті, тағы бір рет квадраттап, ұқсас мүшелерін ықшамдаймыз, 

а2х 2- 2 а гсх + а2с2 + а2у 2 = a 4- 2 a 2cx + с2х 2 
а2х 2 + а2с2 + а2у 2 — a 4 + с2х 2, 

яғни (a 2 -  с2)х 2 + а2у 2 = a 2(a 2-  с2).
Шарт бойынша а >  с, сондықтан а2 -  с2 > 0. 
а2 -  с2 = Ь2деп белгілесек, соңғы теңдікті

Ь2х 2 + а2у 2 = а2Ь2
түрінде жазуға болады. Теңдіктің екі бөлігін де а 2Ь2-қа бөлсек, соңгы тендеу

(4.21)X 2 V2
т т =  1ь2

түріне келеді. Бұл тендеу эллипстің қарапайым теңдеуі деп аталады.
2. Эллипстің пішінін зерттеу
Эллипстің пішінін қарапайым теңдеуі бойынша зерттейміз. (4.21) тендеуге х 

жэне у-тің тек квадраттары гана кіргендіктен (х; у) нүкте эллипсте жатса (х; -у), 
(-х; у)\ (-х; -у) нүктелер де эллипсте жатады. Сол себептен эллипс координата 
осьтеріне жэне координата бас нүктесіне (басына) сәйкес симметриялы 
орналасқан. Демек, эллипс формасын бірінші ширекте үйрену жеткілікті. 
Бірінші ширектегі нүктелер үшін (4.21) теңдеуді у-ке байланысты шешеміз:

(4.22)
Бұдан |х| < a екендігі шығады, (4.22) тендіктен мынадай тұжырымдар 

жасауға болады:
1) х = 0 болғандау = Ъ болады. Демек, В(0; b) нүкте эллипсте жатады;
2) х  айнымал нөлден a-ға дейін өскенде у айнымал кемиді;
3) х = а болғандау = 0 болады. А(а, 0) нүкте эллипсте жатады;
4) х > а болғанда, у-тің нақты мэндері жоқ.
Сондықтан х > а болатын эллипс нүктелері жоқ. Демек, ВА доға эллипстік 

бөлігі болады. Одан әрі симметрияға негізделіп эллипстің толық пішінін 
құрамыз (сурет 4.15).

Симметрия осътері -  эллипстің осьтері деп, осьтердің қиылысу нүктесі 
элипстің центрі деп, ал эллипстің осьтермен қиылысу нүктелері эллипстің 
төбелері деп аталады.

а2 - с 2 = Ь2 теңдіктен а > Ъ болғандықтан, фокустар арқылы өткен ұзындығы 
2а-ға тең болтан ось эллипстің үлкен осі, ұзындығы 26-ға тең ось эллипстің кіші 
осі деп аталады. Сондықтан а -  эллипстің үлкен жарты осінің ұзындығы, Ъ -  
кіші жарты осінің ұзындығы болады.
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3. Эллипстің эксцентриситеті
Анықтама 3.2. Эллипстің фокустары арасындағы қашықтық 2с-ның оның 

үлкен осінің ұзындыгы 2а-га қатынасы эллипстің эксцентриситеті деп аталады. 
Эксцентриситет е әрпімен белгіленеді: е =  -

CL

с < a болғандыктан 0 < е < 1 болады. с2 = a2 — Ь2 екендігін еске алсақ
^ 2 _ _ — = 1 — ( - )  -  болады. Бұдан -  = Vl — £2 Бұл тендікте а-ныW і* \й/ (X
өзгертпей 6-ны өзгертейік. Erep b = а болса, онда £ = 0 болады. Егер і-ның 
мэні а дан 0-ге дейін кемісе, онда е мэні 0 ден 1-ге дейін өседі, яғни шеңберден 
бастап жіңішкеленіп барады. Демек эллипстің эксцентриситеті эллипстің 
жіңішкеленуінің шамасын сипаттайды.

Мысал 3.1. 9х2 + 25у2 = 225 эллипс фокустарының координаталары, 
эксцентриситеті жэне абсциссасы 2-ге тең нүктесінің г мен фокальдың
радиустары табылсын.

Шешуі. Эллипс теңдеуінің екі бөлігінде 225-ке бөлеміз:
х 2 у 2

2 ^ 5  + ~9 = 1 2
Бүл тендеуден a =25,a = 5, b = 9 ,b = 3 екенін көреміз. a с2 = b2 формула

бойынша: с = J a 2 -  b2 = V25 -  9 = л/І6 = 4.
Демек, Ғ ( -4; 0), Ғ  (4; 0) нүктелер эллипстің фокустары. Эллипстің

эксцентриситет!:

х = 2 болғанда
е = с-  = 4-  = 0,8. 

a  5

гү = а + £х =  5 +  - -  2 = 6,6,

4
г2 =  а -  ex =  5- -  • 2 = 3,4.

4. Эллипстің директрисалары 
Анықтама 3.3. Координата басынан ^ 

қашықтықта үлкен оське перпендикуляр 
болып симметриялы орналасқан түзулер. 
(4.21) эллипстің директрисалары деп 
аталады. 0 < е < 1 болтаны үшін -  > а. Демек 
директрисалардың тендеулері:

* = ±-Е (4.23)
Сондықтан директрисалар эллипстіц 

төбелерінің сыртында орналасқан (сурет 
4.16). Директрисалардың мынадай қасиеті бар.
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Теорема 4.1. Эллипстің кез келген М  нүктесінен фокустарына дейінгі ара 
қашыктықтың сэйкес директрисаларына дейінгі ара қашықтыққа катьшасы 
эллипстің эксцентриситетіне тең турақгы шама, 
яғни

d i  d 2

Дәлелдеуі. — е, ү  = е екенін көрсетеміз.
Мұнда: d  = | ML d2 = \m l 2\ сандары М

нүктеден 
қашықтықтар, 
Сурет 4.17 ден 
d, = \MLX\ = 

d2 = \ML2\

директрисаларға деишп 
г , г2 фокальдық радиустар.

10D,\ + \N0\ = -Е + х
= \ND2\ = \OD2\- \N O \  

a
= —  x

£
екендігі көрінеді.

Демек,
r2 a — ex a — ex rx
~d2 =1f ^ T x =

Сурет 4.17

a + ex a + ex
a + x a + ex = £.

£  £  £
Мысал 3.2. Үлкен жарты oci 3 жэне кіші жарты осі 2 болтан эллипстщ 

теңдеуі жэне оның директрисаларының теңдеулері құрылсын.
Шешуі. Мысалдың шарты бойынша а = Ъ,Ь = 2 
Онда эллипстің (4.21) теңдеуі

х 2 у 2
Т  + Т = 1 ’

V a 2- b 2 V 9 -4  V5ал эксцентриситеті е = — -—  = ——  = —
Сонда іздеген директрисалардың теңдеуі (4.23) формулалар бойынша:

Х V5 V5'

3.3. Гипербола

1. Гиперболаның қарапайым 
тендеуі

Анықтама 3.4. Фокустары деп 
аталатын берілген екі нүктеге дейінгі ара 
қашықтықтарының айырымының модулі 
тұракты шама болатын, фокустарының ара 
қашықгығынан кем, нүктелер жиыны 
гипербола деп аталады.

Анықтамада айтылған тұрақты шама 
фокустар арасындағы кашықтықтан кіші 
болуы жэне нөлге тең болмауы шарт.
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Фокустарды Ғ, жэне Ғ2 эріптермен белгілейміз. Гиперболаның қарапайым 
тендеуін шығару үшін абсцисса осі ретінде Ғ] Ғ2 түзуді, ал координаталар бас 
нүктесі ретінде Ғ\ Ғ2 кесіндіні тең екіге бөлетін нүктені аламыз (сурет 4.18).

М{х\у) гиперболаның кез келген нүктесі болсын.
|FiF2| = 2с, г 1 = \ҒгМ\, г 2 = \Ғ2М\ (4.24)

белгілеулер енгіземіз. гх, г2 сандар М  нүктесінің фокальдық радиустары деп 
аталады.

Анықтама бойынша М(х; у) нүкте \гг - г 2\ = 2а шарт орындалғанда ғана 
гиперболада жатады. Соңғы теңдіктен

ri ~ r 2 = ± 2 а  (4.24а)
Гиперболаның ізделген теңдеуін табу үшін (4.24) теңдікте г2 жэне г2-лерді 

координаталар арқылы өрнектеу керек.
Ғ  жэне Ғ^ фокустар Ох осьте координата басына симметриялы болғандығы

үшін олардың координаталары (-с; 0) жэне (с; 0) болады. Гиперболаның кез 
келген М(х\ у ) нүктесі үшін г2 = \Ғ1М\, г2 =  |Ғ2М|, арақашықтықтар гх = 
л/(х + с)2 *+ у2, г2 = у/(х — с)2+ у2 болады 

Бұл өрнектерді (4.24) теңдікке қойсақ
J ( x  + с)2+ у2 — у/(х -  с)2+ у2 = ± 2а  (4.25)

Бұл гиперболаның теңдеуі.
(4.25) теңцеуді ықшамдаймыз. Ол үшін азайтқышты теңдеудің оң бөлігіне 

өткізіп квадраттаймыз,
(х + с)2+ у 2 =  4 а2 ± 4а-У(* -  с)2+ у2 + {х — с)2+ у 2,

немесе,
с х - а 2 = ± а ^ ( х  — с)2+ у2.

Тағы да бір рет квадраттаймыз:
с2х 2 -  2а2сх + а4 = а2х 2- 2а2сх + а2с2 + а2у 2, (с2-  а2) х 2-  а2у 2 =

а2(с2-  а 2).
Ь2 = с2-  а2 > 0  (4.26)

деп белгілесек, (4.25) тендеу Ь2х 2 - а 2у 2 = а2Ь2 түрде болып, осыдан,

Бұл гиперболаның қарапайым (канондық) тендеуі деп аталады. Мұндағы х ,у  -  
гиперболаның бойынағы кез келген нүктенің айнымал координаталары, а -  
гиперболаның нақты жарты осі, Ъ -  жорамал жарты осі.

2. Гиперболанын пішінін зерттеу
(4.27) теңдеуді у-ке байланысты шешсек:

(4.28)
(4.28) теңдеуге х  пен у-тің тек жұп дэрежелері кіргендіктен гипербола 

координата осьтеріне байланысты симметриялы орналасқан. Сондықтан гипер­
бол аның бірінші ширектегі қарастыру жеткілікті.
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1) 0 < х < а болғанда, у тек жорамал
мэндер қабылдайды, яғни бұл аралықта 
гипербола абсцисса осімен
қиылыспайды,

2) егер х = а болса, онда у  = 0 болады, 
ягни (а; 0) нүкте гиперболада жатады.
Бұл нүктені А мен белгілейік;

3) егер х  > а болса, онда у  > 0 болады, 
х өскенде у-те өседі, ягни х  —> +оо 
болганда у -» +оо.

Бұл тұжырымдардан гиперболаның 
бірінші ширектегі доғасы АС сызық 
екендігін көру қиын емес. Енді симметриядан пайдаланып, қалған ширектердегі 
гипербола доғаларын сызсақ, гиперболаның CAD жэне C1A1D1 тармақтарына ие 
боламыз (сурет 4.19).

Фокустардан өтуші симметрия осі гиперболаның фокальдық осі, симметрия 
осьтерінің қиылыскан нүктесі гиперболаның центрі А(а; 0) жэне Л1(-а ;  0) 
гиперболаның төбелері деп аталады.

Гиперболаның Оу осьпен ортақ нүктесі жоқ. AAt кесінді (ІАЛ-J = 
2а) гиперболаның нақты осі, ВВ1 кесінді (IflfiJ — 2Ь) гиперболаның жорамал 
осі деп аталады.

3. Гиперболаның асимптоталары
b

у  = ± - х  (4.29)a
теңдеулермен анықталған екі түзуді
қарастырайық. Бірінші ширекте 

. ъу — Н— х  түзудщ теңдеуін гипер-
боланың (4.28) теңдеуімен салысты- 
райық (сурет 4.20).

Олардың бірдей абсциссалы нүкте- 
лерін сэйкес түрде N (х; Ү) жэне М (х; у) 
эріптермен белгілесек, Ү > у екендігі 
көрінеді.

Сурет 4.20-да OP = х, PM = у, PN = Ү Сондықтан MN — Ү - у =

һ Iх 2 -  a 2
) Һ

lx 2 -  a 2 j
a b

X+J\х 2 -  а 2
х + лі

ІХ2- а 2

Соңғы теңдіктен lim (Ү  - у )  -  0 екендігі шыгады.
Х̂+ОО

Егер М(х; у) нүктеден у = + ^ х  түзуге түсірілген перпендикулярдың таба- 
нын Q әрпімен белгілесек, \QM\ < \MN\ болғандықтан, Hm JQ M | = 0 болады.

Бұл тұжырымға симметрия негізінде у  = —~х  түзу үшін гипербола 
тармақтарын салыстырумен келуге болады.
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у  =  ± —X 
а

екі түзу (4.27) гиперболаның асимптоталары деп аталады.
Мысал 3.3. Гиперболаның нақты осі 6 жорамал осі 4-ке тең. Гиперболаның 

және оның асимптоталарының теңдеулері жазылсын.
Шешуі. Мысалдың шарты бойынша 2а = 6, 2b = 4, яғни а = Ъ ,Ь -2 .  
Гиперболаның (4.27) теңдеуінен жэне асимптоталардың (4.29) теңдеулерінен 

пайдалансақ, іздеген гиперболаның теңдеуі
х 2 у 2
9 4 “  1’

2 2ал асимптоталарының теңдеулері у  = -  х; у  = - - х  болады.

4. Гиперболаның эксцентриситет!
Анықтама 3.5. Гипербола фокустары арасындағы қашықтықтың гипербо- 

ланың нақты осінің ұзындыгына қатынасы, гиперболаның эксцентриситеті деп 
аталады.

Эксцентриситет е әрпімен белгіленеді, яғни
2с с
2 а а

Гиперболада с > а болғандығы үшін е > 1 болады. с = Va2 + 
ескеріп, бұл өрнекті (4.30) формулаға қойсақ,

Ь2

(4.30)

екендігін

Va2 +  b2
£ = ------------

a
теңдік шыгады.

Егер а өзгермей 6-ның мэні 0-ге жуықтаса е бірге жуықгайды; бұл жағдайда 
гипербола фокальдық оське қысыла түседі. Ал өскенде е да өседі. Бұл жағдайда 
гипербола тармақтары фокалдық осьтен жайьша түседі.

Демек гиперболаның эксцентриситеті гиперболаның пішінін сипаттайтын 
шама.

5. Гиперболаның директрисалары
Анықтама 3.6. Гиперболаның центрінен ^ қашықтықта фокальдық оське

перпендикуляр болып өтетін, екі түзу гиперболаның директрисалары деп 
аталады.

Анықтама бойынша, (4.27) гиперболаның директрисаларының теңдеуі
(4.31)

болады. Гипербола үшін £ > 1, сондықтан ~t < а болады (4.31) түзулер сурет
4.21-дегідей орналасқан.

Гипербола директрисаларының да, эллипстің директрисалары сияқты 
мынадай қасиеті бар.

Теорема 4.2. Гиперболаның кез келген М  нүктесінен фокустарына дейінгі 
ара қашықтықтың сәйкес директрисаларына дейінгі арақашықтыққа қатынасы 
гиперболаның эксцентриситетіне тең тұрақты шама, ягни j -  = ү  =  £.

84



Теорема 4.2-де теорема 4.1 сияқты дәлелденеді.
у-т -  — = 1 (4.32)у_
b2 ai

теңдеу нақты осі (=2Ъ) Оу осінде орналасқан. Жорамал осі (=2а) Ох осінде 
орналасқан гиперболаны анықтайды (сурет 4.22).

Егер (4.27) теңдеуде a = Ъ болса, ол тең қабырғалы гипербола деп аталып, 
оның теңдеуі

х 2- у 2 = а2 (4.33)
түрде болады жэне оның асимптоталары өзара перпендикуляр болады.

Теорема 4.1 мен теорема 4.2 негізінде, эллипс пен гиперболаны фокусқа дейінгі 
ара қашықгықгың сәйкес директрисаға дейінгі ара қашықтыққа қатынасы е-ға тең 
тұрақты шама болатьш жазықгық нүктелерінің жиыны деп қарауға болады екен: 
мұнда s < 1 болса -  эллипс, е > 1 болса -  гипербола болады.

Мысал 3.4. 16х2 -  25у 2 -  400 =  0 гиперболаның эксцентриситеті жэне 
директрисалары табылсын.

. X2 у 2Шешуі. Берілген теңдеуді қарапайым түрге келтіреміз. —---- = 1, яғни25 16̂_
а2 = 25, b2 = 16. с2 = а2 + Ь2 = 41. (4.30) формула бойынша е = —

(4.31) формулалар бойынша директрисалардың теңдеуін табамыз: х  =  ± ^ =
5

, 5немесе х  =  ±  .
V41

Ғ.нпі £ =  1 болғанда мұндай жиынның қандай пішінді анықтайтынын 
қарастырайық.

3.4. Парабола

1. Параболаның қарапайым теңдеуі
Анықтама 3.7. Фокус деп аталатын берілген нуктеден жэне директриса деп 

аталатын берілген түзуден ара қашықтықтары бірдей болатын жазықтық 
нүктелерінің жиыны парабола деп аталады.
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Берілген нүкте Ғ  жэне берілген түзу 
LQ болсын. Ғ  нүктеден LQ түзуге 
перпендикуляр етіп жүргізілген түзуді Ох 
ось деп, LQ түзу мен Ғ нүктенің қақ 
ортасынан Ох оське перпендикуляр етіп 
жүргізілген түзуді Оу ось деп аламыз. Кез 
келген М  нүктенің бұл таңдалған Оху 
жүйесінде координаталары (х; у) жэне Ғ  
фокуспен LQ директрисаның ара 
қашықтығы р  болсын (сурет 4.23).

Анықтама бойынша
\ҒМ\ = \MQ\ (4.34)

Мұнда Ғ (^; 0), М(х, у), Q( -  Р- ; 0)
Екі нүктенің ара қашықтығының 

формуласы бойынша:

\ҒМ\ =
/  Р \2 і  Р \2 Р
( х - - )  + y 2,\M Q\=  I (х — — j + ( у - у ) 2 = х  + -

Бұл өрнектерді (4.34) теңдікке қойсақ,

( « - Э
+ у 2 = х  + —

Бұл параболаның ізделінді теңдеуі. Алынған тендеудің екі бөлігін де 
квадраттасак

р 2  р 2

X 2- V X  + —  + у 2 = X 2 +  V X  +  —
4 4

болады. Осыдан,
у 2 = 2 рх  (4.35)

Алынған теңдеу параболаның қарапайым теңдеуі деп аталады.
у

Парабола үшін £ = -  = 1.

2. Парабола теңдеуі бойынша оныц пішінін зерттеу
а) (4.35) теңдеуде айнымал у  жұп дәрежеде, демек, парабола Ох оське сәйкес 

симметриялы; Ox осі - параболаның симметриялық осі;
б) Параметр р  > 0 болғандықтан (4.35) теңцеуден х > 0 екендігі шығады. 

Демек, парабола Оу осінің оң жағына орналасқан;
в) х  = 0 болғанда у = 0 болады. Демек, парабола координаталардың бас 

нүктесінен өтеді;
г) х  айнымал модулі бойынша шенелмей өссе, у айнымал да шенелмей өседі. 

(сурет 4.24) <3(0; 0) нүктесі параболаның төбесі, ҒМ  = г кесінді М  нүктесінің 
фокальдық радиусы деп аталады.

у 2 = - 2 рх  (4.25-сурет), х 2 =  2ру  (4.26-сурет), х 2 =  —2ру  (4.27-сурет) 
тендеулер де параболарды анықтайды
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Сурет 4.24 Сурет 4.25

§ 4. Жазықтықтағы екінші ретті сызықтың 
жалпы теңдеуін қарапайым түрге келтіру

4.1. Тікбұрышты координаталарды түрлендіру

Жазықтықтағы нүктенің координаталары координаталар жүйесін таңдап 
алуға байланысты екендігі белгілі. Егер координаталар жүйесі өзгерсе, онда 
нүктенің координаталары да, сондай-ақ сызықтың теңдеулері де өзгереді. 
Сондықтан кейбір жүйеде берілген нүктенің координаталары белгілі болса, 
басқа жүйеде осы нүктенің координаталары қалайша өзгереді деген мэселе 
туындайды.

Тікбұрышты координаталарды түрлендірудің екі түрін қарастырамыз. 1

1. Координаталық осьтерді параллель көшіру
Бұл жағдайда координаталардың бас нүктесі 0(0; 0) басқа 0'(а; Ъ) нүктеге 

көшіп, координата осьтерінің бағыттары бұрынғыша қалады (сурет 4.28).
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Жазықтықтағы кез келген М  нүктенің 
ескі Оху жүйедегі координаталарын (х\ у), 
жаңа 0 'х 'у "  жүйедегі координаталарын (*'; 
у') арқылы белгілейік М  нүктенің жаңа 
және ескі координаталарын байланысты- 
рушы формулалар шығарамыз. М  нүктеден 
өзара параллель Ox жэне 0 'х '  осьтерге 
перпендикуляр түсірсек, нүкте координа- 
таларының анықтамасы бойынша: 
х = ОЕ\ у  = ЕМ\ х '  = OF; у ' = ҒМ. Негізгі 
тепе-теңдік бойынша

ОЕ = ON + NE, ЕМ= ЕҒ  + ҒМ  (*)
болады. NE = OF, ЕҒ = N 0 '  тендіктерді 
жэне ON = a, N 0 ' = b екендігін ескерсек (*) 
теңдіктерден параллель көшіру формулаларын шығарып аламыз:

х = х '  + а, у  = у ' +Ь
не болмаса

y(1 у
M

(Г F >

0 N E

Сурет 4.28

(4.36)

х ' = х - а ,  у '  = у - Ь .  (4.37)
Мысал 4.1. Оху жүйедегі М(2; 3) нүктенің бас нүктесі 0'(-1; 2) нүктесінде, 

осьтері параллель көшкен жаңа 0'х'у' жүйедегі координаталары табылсын. 
Шешуі. (4.37) формулалар бойынша:

х ' = 2 -  (-1) = 3, у ' = 3 - 2 =  1.

2. Координаталық осьтерді буру
Бұл жағдайда координаталар бас нүктесі О өзгерместен, Ох жэне Оу осьтер 

бір бағытта берілген а  бұрышқа бұрылады (сурет 4.29). Жазықтықтагы кез 
келген М  нүктенің ескі Оху жүйедегі координаталарын (дг; у) деп, жаңа Ох'у' 
жүйедегі координаталарын (х'; у 1} деп белгілейік (сурет 4.29) бойынша:

ON = x, N M = y, ON' = x \  N'M= y \  xNON' = a.
Көмекші екі поляр координаталар жүйесін кіргізейік: О нүктені полюс деп, 

ал Ох жэне О х' осьтерін поляр остері деп алайық Л/нүктенің бұл жүйелердегі 
координаталарын сэйкесінше (р, Ө), (р,
Ө') деп белгілейік. сурет 4.29-дан \ОМ\
= р, СNOM= Ө, Z.N'OM= Ө'және Ө = Ө'

+ а.
(1.7) формулаларға сэйкес 

х = pcos0, у = psinG жэне х ' = pcosG', 
у' = psin0'.

Сондықтан,
x  = pcos© = pcos(0' + a) = pcosG' 

cosa -  psin0' • sina 
у = psin0 -  psin(0' + a) = pcosG' 

sina + psinG' cosa,
ЯҒНИ

x  = x'cos a — y'sin a  
у  =  x 'sin a + y'cos a (4.38)
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(4.39)

Бұл тендіктерден х \  у'-терді х, у-тер арқылы өрнектесек
(х '  = xcosa + ysin a 
Iу '  = — xsin a + ycos a

формул ал ар алынады.
Салдар 4.1. Егер жазықтықта осьтерді бұру мен параллель көшіруді бірінен 

соң бірін орындасақ, онда координаталарды жалпы түрлендіру формулалары
х = x'cosa -  у 'sina + а; у  = x'sina + у 'cosa + b; (4.40)

түрінде болады, ал (4.49) тендіктерді х, у-терге сэйкес шешсек,
х ' = (х -  a)cosa + (у -  6)sina; у ' = -(х -  a)sina + (у -  6)cosa; (4.41) 

түріндегі формулалар алынады.
Мысал 4.2. Бас нүктеден айналдыра осьтерді оң бағытта 45°-қа бұрғандағы 

М{2; 1) нүктенің координаталары табылсын.
Шешуі. a = 45° болғанда (4.39) формулаларды қолдансақ,

х ' = 2 ■ cos45° + 1 s in 4 5 ° = ^  + ^  = ^ ,

y ' = -2  sin45° + 1 cos45° = -  —  + —  = -  —
2 2 2

4.2. Екінші ретті сызықтардың жалпы тендеуі және оны түрлендіру

Анықтама 4.1. Екінші ретті сызық деп, кейбір тікбұрышты координаталар 
жүйесінде х  жэне у айнымалдарга сәйкес екінші дәрежелі

А х2 + 2 Вху  + Су2 + 2Dx + 2Ey + Ғ = 0 (4.42)
алгебаралық теңдеумен өрнектелетін сызықты атайды.

Мрщағы А, В, С коэффициентгердің ең болмағанда біреуі нөлге тең емес, 
яғни А2 + В2 + С2 Ф 0. (4.42) теңдеу екінші ретті сызықтардың жалпы теңдеуі 
делінеді.

Ілгері шеңбер, эллипс, гипербола, парабола теңдеулерінің екінші дэрежелі 
екендігін көргенбіз. (4.42) тендеу осы аталған сызықтардан басқа да 
сызықтарды өрнектей ме деген сұрақ туады. Бұл сұраққа мына теорема жауап 
береді.

Теорема 4.2. Екінші ретгі сызықтың (4.42) жалпы теңдеуі кейбір O'XY 
тікбұрышты координаталар жүйесінде келесі қарапайым түрлердің біріне 
келтіріледі :

1) + =1 (эллипс);

2) — + — = -1  (жорамал эллипс);
Г  2 Ь22 2

3 )а  X  + с Ү = 0  (қиылысушы жорамал түзулер жұбы)
4) — — -  =1 (гипербола);

°1 2 Ь 2 2
5 )а  X  - с  Ү = 0  (қиылысушы түзулер жұбы);

2
6) Ү = 2]эХ (парабола);
7) Ү - а  = 0  параллель түзулер жұбы);

2 2
8 ) Ү  + а = 0 (жорамал параллель түзулер жұбы);

2
9) Ү  = 0  бетгескен түзулер жұбы).
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Теореманы дәлелдеу үшін көмекші екі лемма дәлелдейміз.
Лемма 4Л. (4.42)тендеуде АС -  В Ф О, В Ф 0 болса, онда (4.42) теңдеу 

алдымен осьтерді параллель көшіру, соңынан осьтерді бұру арқылы жаңа 0'ХҮ 
тікбұрышты координаталар жүйесінде

А'х2 + Сіү2 + Ғ' = (4.43)
теңдеу түріне келтіріледі.

Мүндағы А \ С\ Ғ' шамалар кейбір сандар; {Х\ Е)-нүктенің жаңа 0 ’ХҮ 
жүйедегі координаталары.

Дәлелдеуі. 0 'х 'у '-тікбұрышты координаталар жүйесі Оху жүйені кез келген 
O' (xq; у  ) нүктеге параллель көшіргендегі жаңа жүйе болсын. Онда нүктенің (х;
у ) ескі координаталары жаңа (х'\ у') координаталармен (4.36) формулалар
бойынша мынадай байланысады;

х = х' + х  ; у = у' + у .0 7 J ■'о
х, у-тердің бұл өрнектерін (4.42) теңдеуге қойсақ,

Ах' + 2 Вх'у' + Су' + 2Пх' + 2 Е у'  + Ғ ' = 0 (4.44)
теңдеу алынады, мүндағы

D ’ = Ax + By + D; Е ’ = Вх + Су + Е;о ■'о о ■'о
Ғ ’ = Ах о + Вх0У0 + С Уо + 2Dxq + 2 EyQ + F

Енді х , у  -дердің мәндерін П  = 0; Е  = 0 шарттары орындалатын етіп 
тандаймыз, яғни

Ах0 + Ву0 + D = 0 
Вх0 + Су0 + Е = 0 (4.45)

деп аламыз.
Лемманың шарты бойынша АС -  В2 Ф 0 болғандықтан, бүл жүйе x q, yQ

шамаларға сәйкес жалгыз шешімге ие.
х , уо-дердің бұл табылған мәндерінде (4.44) теңдеу келесі түрде жазылады:

А х '2 + 2Вх'у'+ С у '2 + Ғ' = 0 (4.46)
Енді 0'х 'у '  жүйені кейбір а бұрышқа бұрайық. Жаңа жүйені 0'ХҮ  деп 

белгілейік. Онда нүктенің жаңа (Х\ Ү) координаталары (х'; у') координаталарар- 
мен (4.38) бойынша келесі байланыста болады:

х ' = Xcosa -  Esina; у ' = Jfsina + Ecosa 
x  \ у  '-тердің бұл өрнектерін (4.46) теңдеуге қойсақ:

А Х 2 + 2В'ХҮ+ С'Ү2 + Ғ '= 0  (4.47)
мүндағы

2 2 
А' = ^cos a + 25cosa sina+ C sina ,

2 2
5 ' = -^sina cosa + 5  (cos a -  sin a) + C sina cosa;2 ' 2

C  = ^sin a -  25cosa sina + Csin a.
(4.48)

Енді a бүрышты В' = 0 болатын етіп тандаймыз. Онда (4.48) теңдіктердің 
екіншісі бойынша a-ға байланысты

2 2
-Л sina cosa + Csina • cosa + 2?(cos a -  sin a) = 0,

ЯҒНИ
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25cos2a + (С -  /!)sin2a = О (4.49)
теңдеу алынады.

В Ф 0 екендігін ескерсек, (4.49) теңцеуді

түрінде жазуға болады. Бұдан 

Дербес жағдайда А = С болса,

болады.
Біз a бұрышты табу үшін (4.50) теңдеуді шығардық. Бұл формула бойынша 

жәрдемінен sin а  жэне cos а шамаларды табу үшін
cos2a= ,ctg2g

± V l+ c t g z 2a
екендігн ескерсек,

ctg2a = l F (4.50)

a  = ^ arcctg (4.50a)

7Гa  = -
4

(4.506)

. | l - c o s 2  a  , | l + c o s 2 asina = ± I— :— ; cosa = ± (4.50e)
2 7 2

формулаларға ие боламыз.
Сонымен бұру a бұрышын (4.50) формула бойынша тапсақ, онда түрлен- 

дірілген (4.47) теңдеуге ХҮ  көбейтіндісі бар мүше енбей қалады.
Демек, (4.47) теңдеу (4.43) теңдеу түріне келтіріледі.
Лемма 4.2. (4.42) теңдеудің бас мүшелерінің коэффициенттерінен құралған 

А С - В 2 өрнектің мэні тікбұрышты координаталар жүйесін түрлендіруге тәуелсіз 
шама.

Дәлелдеуі. Тікбұрышты координаталар жүйесін параллель көшіргенде А, В, 
С коэффициенттердің өзгермейтіндігі (4.46) теңдеуден көрінеді.

Енді кез келген a бұрышқа бұрғанда да тәуелсіздігін көрсету үшін (4.48) 
теңдіктерден пайдаланамыз.
A 'C '-B '2 = (^cos2a + 2Ssina cosa + Csin2a) -(^sin2a -  2Ssina cosa + Ccos2a ) -  

-  [(C -  ̂ )sina cosa + B(cos2a + sin2a)]2 
Бұл тендіктің оң бөлігіндегі жақшаларды ашып, ұқсас мүшелерді ықшам- 

дасақ, шығатыны
A 'C - B 12 = АС( cos2a + sin2a )2 -  В 2(cos2a + sin2a) 2 = А С -В 2 

7AC -  B2 шама екінші ретті сызықтардың жалпы теңдеуінің инварианты деп 
аталады. АС -  В2 шаманың таңбасына байланысты екінші ретгі сызықтар 
мынадай үш текке бөлінеді:

1) егер А С - В 2 > 0 болса эллипстік тек;
2) егер А С - В 2< 0 болса гиперболалық тек;
3) егер А С - В 2 = 0 болса параболалық тек.
Теорема 4.2-ні дэлелдеу. А С - В 2 өрнектің шамасының таңбасына қарай үш 

жағдайды қарастырамыз.
I. АС -  Вг > 0. Бұл жағдайда лемма 4.1 бойынша (4.42) теңцеу мына

А 'X + С'Ү = - Ғ ’
теңдеу түріне келтіріледі.

Осы теңдеу үшін мүмкін болатын жағдайларды қарастырамыз.

(4.43)
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а) Айталық A', С' жэне -Ғ '  таңбалары бірдей болсын. Анықтық үшін А' >0, 
С' > 0, —Ғ' > 0 дейік (олай болмағанда (4.43) теңдеудің барлық мүшелерін (-І)-ге 
көбейтер едік). Теңдеудің екі бөлігінде - F - ке бөліп, оны мына түрде жазамыз

-ғ'
XT

+ Ү2
-ғ'
"с7"

X2
= 1, не болмаса —г + —г =1

a z

Бұл теңдеу эллипсті анықтайды, ал оның жарты осьтері a =J ~ r  > b =

болады. А'= С 'болғанда радиусы R = J ^ r  болған шеңберді анықтайды.
б) Айталық A > 0, С' > 0, жэне -Ғ '  < 0 (яғни Ғ  > 0) болсын. Онда (4.43) 

теңдеу а) жағдайдағыдай түрлендірген
X* _ _ 
а2 + Ь2 ~ 1

түрде жазылады. Бұл теңдеуді жазықтықтың бірде-бір нүктесінің координа- 
талары қанағаттандырмайды. Сондықтан ол жорамал эллипстің теңдеуі 
делінеді.

в) A ' > 0, С' > 0, жэне Ғ' = 0 болсын. Онда теңдеу

түрде жазылады. Мүндағы а2 = А ',с2 = С.
Бұл теңдеуді тек жалғыз бір ғана X  = 0, Ү = 0 нүктенің координаталары 

қанағаттандырады. Мұндай теңдеуді өзара қиылысушы жорамал түзулердің 
жүбы деп атайды.

II. А 'С '-В '2 < 0
Бүл жағдайда да лемма 4.1 бойынша (4.42) теңдеу (4.43) теңдеу түріне 

келтіріледі.
а) Айталық, А' пен С' эр таңбалы болып ал —Ғ' Ф 0 дейік. Анықтық үшін 

А' > 0, С' < 0 (олай болмағанда теңдеудің барлық мүшелерін (-І)-ге көбейтер 
едік), -Ғ '  > 0 дейік. (4.43) теңдеудің екі бөлігінде ( -Ғ у к е  бөлсек, мына теңдеу 
шығады.

a2 b2 ~  1;
2 Ғ г2 ~Ғ' мұндағы а = — — -  b = —

Бұл гиперболаның қарапайым тендеуі А' < 0, С' > 0, -Ғ '  < 0 болғанда
Ү2 X2— — г =1  болады.ь2 а2 2 2

б) А' > 0. С' < 0, жэне Ғ' = 0 болсын. Егер сг = А', с = -С '  десек, мына 
теңдеуіміз а Х 2 -  с2Ү2 = 0 немесе (аХ-  сҮ)(аХ + сҮ) = 0. Бұдан а Х - с Ү =  0 жэне 
аХ + сҮ = 0 теңдеулер шығады. Демек, бүл жағдайда қиылысатын түзулер 
жүбын аламыз.

III. АС -  В2 = 0 болсын. Онда лемма 4.1-ге сэйкес кейбір a бұрышқа (4.50) 
бүрып (4.42) теңдеуді мына түрге келтіруге болады.

A'x'2 + С'уа + 2D'x' + 2Е'у' + Ғ  = 0 (4.51)
Лемма 4.2-ге сэйкес А' • С' = 0 болғандықтан, соңғы теңдеуде А', C'-тердің 

біреуі нөлге тең болады.
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а) Анықтық үшін А '  — О, С ' Ф 0 болсын. Онда (4.51) теңдеуді мына түрде
жазамыз:

С'
, Е' (Е ' \ 2 1 + 2 D'x' + Ғ

Е'2
у  2 + 2 • у  ■ —  +

) ~ ~С
немесе

\2 , ғ ' \
- 2° { Х + 2Іу ) = о,

Ғ' =
Е'2 V '

мұндағы
ғ  С'

( 4 .5 2 )

( е " Е , \ ^ ‘— — , — — J нүктеге

шірсек, яғни X  = ; 
координаталарға өтсек

_р' _
көшірсек, яғни X  = х' + — , Ү = у '  + —  формулалар бойынша жаңа

У
—Dтеңдеуге ие боламыз, мұндағы р  = — .

Ал бұл симметрия осі (УХ болған параболаның қарапайым теңдеуі.
б) Осы сияқты С ' = 0, А’Ф 0, жэне Е '  Ф 0 болғанда

X 2 = 2qY
парабола тендеуі алынады.

в) Егер (4.51) теңдеуде 1У = 0 болса,
с ' ү 2 + Ғ '  = 0

теңдеуге ие боламыз.
Бұл тендеу С ' жэне Ғ ' шамалардың таңбалары эртүрлі болғанда (УХ оське

—Ғ1 . .
параллель екі у  = ±J —  түзуді анықтайды, ал С жэне Ғ  -тердің таңбалары 
бірдей болғанда ешқандай геометриялық пішінді анықтамайды.

г) Егер (4.51) теңдеуде Е '  = 0, С '  = 0, А1 Ф 0 болса, онда А'Х + Ғ '  = 0

теңдеуге ие боламыз. Бұл жағдайда да в) жағдайға ұқсас не Х =  ± Н г  екі <УҮ
оське параллель түзулер алынады, немесе (4.51) теңдеу ешқандай геометриялық 
пішінді анықтамайды.

(4.51) теңдеу ешқандай пішінді анықтамаса, ол екі жорамал параллель 
түзулерді анықтайды делінеді.

е) Ғ '  = 0 болсын. Онда у 2 = 0 теңдеуге ие боламыз. Бұл теқцеу өзара 
беттесетін түзулер жұбын анықтайды. Теорема толығымен дэлелденді.

Ескерту 4.1. Екінші ретті сызықтардың жалпы теңдеуін қарапайым түрге 
келтіру осьтерді параллель көшіру немесе осьтерді бұру түрлендірулерінің 
ретіне байланысты емес. Егер (4.42) теңдеуде 5  = 0 болса, онда ол тек осьтерді 
параллель көшіру арқылы қарапайым түрге келтіріледі.

Мысал 4.3. у  = ах1 +Ьх + с(аф  0) (4.53)
квадрат үшмүшенің графигі парабола екені дэлелденсін.
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Шешуі Ilia жағдайға сәйкес бұл теңдеу параболаны анықтайды. Шынында 
да (4.53) теңдеудің оң бөлігінен толық квадрат ажыратсақ, мына түрге келеді:

Координаталар жүйесінің жаңа бас нүктесі ретінде О’ ( — ^ ; с —
нүктесін қабылдап, осьтерді параллель көшіреміз. Сонда кез келген нүктенің 
жаңа X, У координаталары осы нүктенің ескі х, у  координаталары арқылы 
былайша өрнектеледі:

х = х - ( - ^ ) ’ г = у - ( с - В )
Ал (4.53) теңцеу жаңа O'XY координаталық жүйеге қатысты Ү = аХ  түрге 

келеді (сурет 4.30).
Мысал 4.4. у  = ах+Ь

cx+d (4.54)
бөлшекті-сызықты функцияның графигі 
қандай сызық болатынын анықтау керек.

Шешуі. Мұнда ad -  Ьс Ф 0, с ^  0 болсын 
{ad -  be = 0 жэне с = 0 болғанда (4.54) теңдеу 
түзуді анықтайды). Координаталардың бас 
нүктесі ретінде жаңа 0'(х  ; у  ) нүктесін алып,
осьтерді параллель көшірейік. Мұндағы x q, y Q

эзірше анықталмаған сандар. Нүктенің ескі х, 
у  жэне жаңа X, Ү координаталары арасындагы 
(4.36) х = X  + x q, у  = У + уо байланыстарды
пайдалансақ, (4.54) теңдеу қарапайым 
түрлендірулерден кейін мына түрге келеді:

сХҮ + (cxQ + d)Y + (суо -  а)Х- 
xq, уо сандарды (4.45) жүйеге сәйкес

ax + Ъ - у  (сх + d)о •'ov о ’ (4.51)

(сх0 + d = 0 
(суо -  а =  0

шарттар орындалатындай етіп таңдаймыз.
Бұл жүйеден

a ax  у = + -.о с 7 о с
Осы мэндер негізінде жэне

к = - (а х  - b - y ( c x  + d)) с v о -̂ о4 о ”
белгілеуін енгізіп, (4.51) тендеуді мына түрге келтіреміз:

Х Ү = к  (4.54a)
Бұл теңбүйірлі гиперболаның теңдеуі. Бұл гиперболаның асимптоталары 

жаңа координаталар осьтерімен (Х= 0 және Ү= 0) дэл келеді.
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5.1. Бет және оның теңдеуі

Кеңістіктегі бетті кейбір шартты қанағаттандыратын кеңістік нүктелерінің 
жиыны деп қарауға болады. Мысалы, центрі О нүктесінде радиусы R-tq тең 
сфера О нүктесінен бірдей R қашықтықта жатқан кеңістік нүктелерінің жиыны.

Кеңістіктегі Oxyz тікбұрышты декарт координаталар жүйесі кез келген М  
нүктесі мен оның реттелген (х, у, z) координаталарының арасында бір мэнді 
сәйкестік орнатады.

Анықтама 5.1. Oxyz тікбұрышты декарт координаталар жүйесінде берілген 
S беттің кез келген нүктесінің х, у, z координаталары

F(x,y,z) = 0 (4.55)
теңдеуін қанағаттандырса, ал S  бетте жатпайтын нүктенің координаталары бұл 
теңдеуді қанағаттандырмаса, онда (4.55) теңдеу S  беттің теңдеуі деп аталады.

(4.55) алгебралық теңдеу S  беттің геометриялық қасиеттерін зерттеуге 
мүмкіндік береді.

Беттің теңдеуін табу үшін:
а) Тандап алынған Oxyz координаталар жүйесінде S  беттің кез келген нүктесі 

М(х, у, z) деп белгіленеді;
б) S  беттің барлық нүктелерінің ортақ қасиетін геометриялық теңдік немесе 

теңсіздік түрінде жазады;
в) геометриялық теңдіктен не теңсіздіктен алгебралық өрнек түріне өтеді.
Мысал 5.1. Центрі С(а, Ь, с) нүктесінде, радиусы R ге тең сфераның

теңдеуін жазу керек.
Таңдалған Oxyz координаталар жүйесінде сфераның кез келген нүктесі 

М(х,у^)- Сфераның барлық нүктелерінің ортақ қасиеті \СМ\ = R.
I CM I = {х -  а, у  -  Ъ, z  -  с} болғандықтан соңғы геометриялық теңдік: 

у] ( х — а) 2 + (у — Ъ)2 + (z — с)2 = R 
түріндегі алгебралық тендеуге өтеді. Бұл теңдікті квадраттасақ:

( x - a f  + ( y - b ) 2 + ( z - c ) 2=RT (4.56)
Бұл сфераның теңдеуі. Дербес жағдайда а = Ь = с = 0 болса,

x 2 + /  +  z 2 =  R2. (4.56а)
Ескерту 5.1. Жалпы, теңдеу кейбір жағдайларда бір нүктені, ақырлы 

нүктелерді анықтауы мүмкін, бірде бір нүктені анықтамауы да мүмкін.
Мысалы, х 2 + у 2 + z 2 + 1 =  0 теңдеу бірде бір нүктені де анықтамайды; 

(х - 1)2 + (у + 2)2 +  (z -  З)2 = 0  тендеу (1, -2, 3) нүктені ғана анықтайды. 
(х2 -  4)2 +  (у 2 -  9)2 +  (z2 -  I ) 2 = 0 теңдеу (2, 3, 1), (-2, 3, 1), (2, -3, 1), (2, -3, 
-1),... нүктелерді анықтайды.

Демек, кеңістікте бет геометриялық бейне жэне аналитикалық түрде бері- 
леді. Осыдан негізгі екі мәселе туындайды:

1. Бет нүктелердің жиыны ретінде берілген. Беттің тендеуін табу керек.
2. Ғ{х, у, z) = 0 теңдеу берілген. Осы теқдеумен анықталған беттің пішінін 

(бейнесін) зерттеу керек.

§ 5. Кеңістіктегі бет және сызық теңдеулері
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5.2. Кеңістіктегі сызық теңдеуілері

Анықтама 5.2. Ғ\{х, у, z) = 0 мен Ғ2(х, у, z) = 0 беттерінің қиылысындагы 
ортақ нүктелер жиыны сызық деп аталады.

Демек, Ғ\(х, y,z) = 0 мен Ғ2(х, у, z) = 0 беттер кейбір L сызықты анықтаса (сурет 
4.31), онда бұл сызыкгың координаталары үш белгісізді екі теқцеулер жүйесін 
канағаттандырады:

Ғ2(х, у, z) = 0, 
F2(x ,y ,z )  = 0. (4.57)

Мысалы,
X  = 0 

= 0 жүйе Oz осьті анықтайды,
жүйе Ох осьті анықтайды.

х = 0 
z = 0 жүйе Оу осьті, [У = 0 

lz  = 0

Кеңістіктегі сызықты қозғалыстағы нүктенің траекториясы деп қарауға 
болады (сурет 4.32). Бұл жағдайда сызық векторлық теңдеуімен беріледі:

r  =  f ( t )  (4.58)

немесе осьтердегі проекцияларымен параметлік теңдеулермен беріледі.

х  = x(t), у  = у  (t), z  = z ( t)  (4.58a)

Мысалы 5.2. x 2 + y 2 +  z 2 = R2 сфера мен z = h жазықтықтың қиылысу 
сызығы табылсын.

Шешуі. z — һ жазықтық Оху координаталық жазықтыққа параллель
{ү2 і у2 і ^2 — ^2

/
Z  =  һ

Бұдан х 2 + у 2 = R2 — һ 2 Яғни қиылысу сызығы х 2 + у 2 = R2 — һ 2 шеңбер 
болады.
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§ 6. Кеңістіктегі жазықтық теңдеуі

Жазықтық ең қарапайым бет. Енгізілген Oxyz кеңістіктегі тікбұрышты 
декарт координаталар жүйесіңде берілген шамаларға байланысты жазықтықтың 
теңцеуін эртүрлі беруге болады.

6.1. Берілген нүкте арқылы берілген векторга перпендикуляр өтетін 
жазықтық теңдеуі

Af (Ду ^ і ’ z?  нҮктесі аркылы өтіп, п = {А, В, С} векторына перпендикуляр со
жазықтық теңдеуін жазу керек. М(х, у, z) -  ю жазықтығының кез келген нүктесі 
болсын. п і о )  болғандықтан, МгМ 1 п болады. Ендеше векторлардың 
перпендикуляр болу шарты бойынша:

____ п ■ ЩМ  = 0 (4.59)
Ал, МХМ = {х -  х^, у  -  у  , z -  z } екенін ескерсек, скаляр көбейтіндінің 

формуласы бойынша:
A{x-x^ )  + B ( y - y ^  + C {z - z^  = 0 (4.59а)

тендеуі шығады. Яғни бұл тендеу Af (х , у  , z^
нүктесі арқылы берілген п = {А, В, С} векторға 
перпендикуляр өтетін жазықтық теңдеуі (сурет 
4.33).

п = {А, В, С} векторы со жазықтықтың 
нормаль векторы деп аталады.

со жазықтықтың кез келген М(х, у, z) нүкте- 
сінің координаталары (4.59а) теңдеуді қанағат- 
тандырады, ал бұл жазықтықта жатпайтын 
нүктелердің координаталары (4.59а) теңдеуді
қанағаттандырмайды, себебі МгМ • п Ф 0. Сурет 4.33

Мысал 6.1. М { 5; 2; -3) нүктесі арқылы
өтіп, п = {2; -1; 4} векторына перпендикуляр жазыктык теңдеуін құру керек 
жэне осы жазықтықта Р( 1; 2; -1), Q{4; 5; 0), N{-6; 2; -3) нүктелердің жатуын не 
жатпайтындығын аныктау керек.

Шешуі. А = 2, В = -1, С = 4, = 5, у  = 2, z( = 3 мәндерді (4.59 a) теңдеуге
қойсақ,

2(х -  3) -  (у -  2) + 4(z + 3) = 0
тендеу алынады. Бұл теңдеуді түрлендірсек, ізделген жазықтық теңдеуі:

2х —у  + 4z + 4 = 0.
Р, Q, N  нүктелерінің координаталардың бұл теңдеудің сол бөлігіндегі 

өрнекке қойсақ, 2 1 -1  2 + 4 (-1) + 4 = 0.
2 4 - 1  5 + 4 1 + 4 = 11 > 0, 2 ( -6 ) -  1 2 + 4 (-3) + 4 = -22 < 0. 

Демек, Р нүктесі жазықтықта жатады, ал Q, N  нүктелері жазықтықта 
жатпайды.
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Анықтама 5.3. х, у, z үш айнымалдың бірінші дәрежелерінен құрылған
Ax + By+C z + D = 0. (4.60)

теңдеу жазықтықтың жалпы теңдеуі деп аталады.
Шынында да (4.60) теңдеуі В + 0 болғанда

А(х -  0) + В(у + - ) + C(z -  0) = 0в р
деп жазсақ, бұл тендеу нормаль векторы n = {А, В, С} болтан М(0, 0) нүктесі
арқылы өтуші жазықгықгы анықгайды.

Демек, (4.60) теңдеу енгізілген Oxyz координаталар жүйесінде кейбір 
жазықтықты анықтайды.

(4.60) жазықтықтың жалпы теңдеуінің дербес жағдайлары:
1) D = 0 болса, Ax + By + Cz = 0 жазықтық 0(0, 0, 0) нүктесінен өтеді.
2) С = 0 болса, Ax + By + D = 0 жазықтықтың fi = {A, В, 0} нормаль векторы 

Oz оське перпендикуляр болады. Демек, жазықтық Oz оське параллель болады; 
егер В = 0 болса, Ах + By + D = 0 жазықтық Оу оське параллель болады; егер А = 
0 болса, By + Cz + О = 0 жазықтық Ох оське параллель болады.

3) Егер С = D = 0 болса, Ах + By = 0 жазықтық 0(0, 0, 0) нүктесі арқылы өтіп, 
Oz оське параллель болады, ятни Oz осі арқылы өтеді; осы сияқты, By + Cz = О 
жазықтығы Ox осі арқылы, Ax  + Cz = 0 жазықтығы Оу осі арқылы өтеді.

4) Егер А = В = 0 болса, (4.60) теңдеу Cz + D = 0, яғни z = -D/C  түрінде 
болады. Бұл Оху-ке параллель жазықтық. Осы сияқты Ах + D = 0 тендеу Oyz-ке 
параллель жазықтықты, ал By + D  = 0 теңдеу Oxz-ке параллель жазықтықты 
анықтайды.

5) Егер А = В = D = 0 болса, онда (4.60) теңдеу Cz = 0, ягни z = 0 түрінде 
болады. Бұл Оху жазықтығының теңдеуі. Осы сияқты у  = 0 тендеу Oxz 
жазықтыгының, х  = 0 теңдеу Oxz-ке жазықтығының теңдеуі болады.

Мысал 6.2. Берілген шарттар бойынша жазықтықтың теңдеуін құру керек:
а) жазықтық Ох осіне параллель жэне Р( 1, 1, 2) мен Q(5, 3, -2) нүктелері 

арқылы өтеді;
6) жазықтық Oz осі жэне Р(4, 2, -5) нүктесі арқылы өтеді;
в) жазықтықіУ(1, -2, 3) нүктесінен өтіп, Ох осіне перпендикуляр.
Шешуі. а) Жазықтық Ох осіне параллель болғандықтан, оның теңдеуіне х 

кірмейді: By + Cz + D = 0; эрі Р мен Q нүктелерінен өткендіктен, олардың 
координаталары бұл тендеуді қанағаттандырады:

В + 2С + D =0, 3 5 -2 C  + D=0.
Бұл жүйені шешсек В = -  С = -  j .  Сондықтан жазықтық теңдеуі — ^ у  — ̂  z 

+ 0  = 0 немесе 0 ^ 0  болғандықтан 2у + z -  4 = 0.
б) Oz осіне перпендикуляр жазықтың Оху координаталық жазықтыққа 

параллель болып, оның тендеуі Cz + О = 0 түрінде болады (4-жағдай). Бұл 
тендеуге N  нүктесінің координаталарын қойсақ, С 3 + 0  = 0, бұдан О = -ЗС. 
Демек, Cz -  ЗС = 0, C(z -  3) = 0, С Ф 0 болғандықтан z -  3 немесе z = 3 теңдеу 
шығады.

в) Ізделінді жазықтық Оу осі арқылы өткендіктен (3-жағдай) тендеуі 
Ах + Cz= 0 түрде болады. Бұл тендеуге Р нүктесінің координаталарын қойсақ,

6.2. Ж азықтықтың жалпы тевдеуі
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A 4 + C(-5) -  0, бұдан A = -  C. Сонымен, жазықтық теңцеуі ^ Cx + Cz = 0 

немесе c ( ^ x  + z j  =0, бірақ Сф 0, сондықтан 5х +4z = 0.

6.3. Берілген үш нүкте арқылы өтетін жазықтық теңдеуі

Oxyz кеңістікте бір түзудің бойында жатпайтын Мрс , z ), М ( х  , у  , z j ,  
М  (х , у z j  үш нүкте берілсін. Үш нүкте арқылы бір ғана жазықтык өтеді.

М(х, у, z) осы жазықтықтың кез келген нүктесі дейік. МгМ= {х - x ^ y - y ^ z  
-  zx}, МгМ2= {х2 -  х х, у2 -  у {, z2 -  z x), МгМъ= {хъ -  х х, уз -  у {, zз -  z}
векторларын кұрамыз. Бұл векторлар бір жазыктықта жатады, сондықтан олар 
компланар векторлар. Компланар векторлар үшін олардың аралас көбейтіндісі 
нөлге тең. (3.20) теңдік бойынша:

х ~ х 1 у  - у г z - z 1
*2 -Xj.  у  г — Ух г2 -  zx =о (4.61)
*з - * і  Уз -  Уі z3 -  Zj

(4.61) тендеу берілген үш нүкте арқылы өтетін жазықтық тендеуі.
Мысал 6.3. М\{\, 3, -2), М2{4, -5, 6), М3(-3, 1, 2) нүктелері арқылы өтетін 

жазықтық тендеуі жазылсын.
Шешуі. (4.61) формула бойынша берілген М\, М2, М3 нүктелері арқылы 

өтуші жазыктық теңдеуі,
z + 2  x - l y - 3 z + 2

= 0 болады.
х -  1 у — з z + 2 х  — 1 у - з z + 2
4 - 1

го1ІЛ1 6 +  2 - 0, немесе 3 - 8 8
- 3 - 1 1 - 3 2 + 2 - 4 - 2 4

1-8 81 
1-2 4І

8х + 22у+  19 z
(х -  1) -  

36 = 0.

3
- 4

8|
41 0 - з )  + 1 3 “ 8 І

1-4 -2 \ (z + 1) = 0, немесе

6.4. Жазықтықтың кесінділер бойынша тендеуі

Берілген © жазықтық координата осьтерінен шамалары О A = a, OB = b, ОС = 
c кесінділерді қисын, яғни А(а, 0, 0), 5(0, Ь, 0), С(0, 0, с) нүктелері арқылы өтсін 
(сурет 4.34). Бұл нүктелердің кординаталарын (4.61) теңдеуг қойсақ:

Ух  — а
b 0 = 0.—а

—а а с '
Анықтауышты ашып шықсақ, bcx- abc + abz + 

асу = 0 болады, яғни bcx + асу + abz = abc 
теңдіктің екі бөлігін де abc Ф 0 шамаға бөлсек, 
келесі тендеу шығады:

£ +  J  +  £ = i (4.62)
a b c

Бүл теңдеуді жазықтықтың кесінділер бойынша 
теңдеуі деп атайды.

Мысал 6.4. x + 2 y -3 z  + 2 = 0 жазықтық жэне
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координаталық жазыктықтармен шенелген пирамиданың көлемін есептеу керек. 
Шешуі. Пирамиданың көлемі (сурет 4 . 3 4 )  V = -  S һ, мұндағы S пирами-

nup __3.
даның табаны ОАВ үшбұрыштың ауданы, ал һ =  \0С\ -  пирамиданың биіктігі. 
Егер ОА = a ,  ОВ = Ь, ОС =  с  сандары берілсе, онда S =  ^|а| |6|, һ = |с|, демек
V = \\а\ |6| \с\ =- \abc\. Енді берілген жазықтықтың теңдеуін кесінділер

пир 6 6
бойынша жазамыз. Ол үшін бос мүшені оң бөлікке шығарып, осы санға 
теңдіктің екі бөлігінде бөлеміз:
х + 2 y - 3 z  = -2, — + — — — = 1, — + — — ү г  — і,  ягни а=-2,Ь = - \ ,  с  = ~.

7  - 2  - 2  - 2  ’ - 2  — 1 2/ з  3
1 2 2

Демек, Епир = -  • 2 1 • -  = -  куб бірлік.

6.5. Ж азықтыктың нормаль тецдеуі

Oxyz  координаталар жүйесінде О координата бас нүктесінен берілген со 
жазықтыққа қарай бағытталған перпендикуляр вектор п нормаль вектор деп 
аталады. ё  -  {cosa, cosp, cosy} осы 
вектордың бірлік векторы.

\0N\ = p  мен ё  = {cosa, cosp, cosy} 
берілген. со жазықтығының тендеуін 
жазу керек (сурет 4.35).

to жазықтыгының кез келген нүктесін 
М(х, у, z) деп, \0М| = г радиус вектор 
жүргіземіз. Онда ПрёГ= р, яғни гё= р, 
немесе (сурет 4.35)

г  • ё - р  = 0 (4.63)
(4.63) теңдеу ю жазықтығының 

векторлық тендеуі.
г = {х, у, zj, ё = {cosa, cosp, cosy} 

екендігін ескерсек, скаляр көбейтіндінің (3.11) формуласы бойынша (4.63) 
тендеу

xcosa +>,cosP + zcosy- р  = 0 (4.63а)
түрінде болады. Бұл теңдеуді жазықтықтың нормал тендеуі деп атайды.

Жазықтыктың жалпы тендеуі Ax  + By + Cz + D = 0 тендеуді нормаль түрге 
келтіру үшін оның екі жағы да, нормальдық көбейткіш

1
Ц — ----;--  (*)

±у/А2 + В2 + С2
санға көбейтіледі, мүвда D-ның таңбасына қарама-қарсы таңба алынады. Ягни

:Х  +
В

■у + ■ :Х +
+у/А2 + В2 + С2 t J f i t T W T c 2 ±<А2 + в 2 + с 2

D
+ — — = 0 (4.63 б)

±лЛ42 + В2 + С2
нормаль тендеу түріне келеді.
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6.6. Нүктеден жазықтыққа дейінгі қашықтық

Теорема 4.3. Берілген М (х ^  z )
нүктеден Ax + By + Cz + D = 0 теңдеуімен 
берілген ю жазықтыққа дейінгі қашықтық 

d

формуламен анықталады.
Дәлелдеуі. у  , z() берілген нүкте

берілген ft) жазықтығының М(х, у, z) кез кел- 
ген нүктесі, п = {А, В, С} нормаль векторы 
болсын (сурет 4.35а). Онда М  нүктесінен ю
жазықтыққа дейінгі қашықтық

d = \прпММг \ =
ММг ■ п

|п|
ІО і ~ Х)А + (У! -  у)В  + (Zj, -  z)CI 

лМ2 + В2 + С2

+ угВ + zxC -  (Ах + By + Cz)I
VA2 + B 2 + C2

M(x, y, z) G со болғандықтан Ax + Ду + Cz + £) = 0, яғни D = -Ax -  By -  Cz.
„  j  И х і+ В у і+CZi+Dl
Сондыктан, d  =  VaHgT+c2

Атап өтетін жағдай, егер со жазықтық нормаль түрде берілсе, яғни
xcosa + ycosP + zcosy -  р  = О

болса, онда
d  — |x cosa +>» cosp + z^osy - p  |. (4.64a)

Мысал 6.5. М\(Ъ, 4, -7), M2( 2, 4, 9), M3(5, 1, 0) нүктелерден 2 x - y  + 2 z - 9  = 0 
жазыктыққа дейінгі ара қашықтықтар есептелсін.

Шешуі. Берілген жазықтықтың теңцеуінде А = 2, В = -1, С = 2, D = -9  < О
болғандықтан, (*) нормалдық көбейткіш р = г—̂  = -  болып, түзудің

нормалдық теңдеуі (4.636) \ х ~ \ у  + \ г ~  3 = 0 түріне келеді. Онда сәйкес 
қашықтықтарды du d2, d3 десек (4.64) формула бойынша:

1 2 - 3 - 4  + 2  ■ (—7) -- 9 І _ І 1 - 2 1 1

d l  3 3

|2  - 2 - 4  +  2 - 9 - 9 1 _ | 9 | _
= 3;d2 -  3

3

1 2 - 5  — 1 + 2- 0 — 91 _ І ° І _ = 0.
d 3 "  3 3
Демек, М  нүктесі берілген жазықтықта жатады.
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6.7. Екі жазықтық арасындағы бурыш. Екі жазықтықтың параллельдік 
және перпендикулярлық шарттары

(Оі жэне (02 жазықтықтары өзінің жалпы теңдеулерімен берілсін:
А\Х + + C\z + £>і = 0; А2х + B y  + C2z + D2 = 0.

СО] жэне Шг жазықтықтарының арасындағы бұрыш деп, олардың арасындагы 
екіжақты бұрыштардың біреуін атайды (сурет 4.36).

пх = {Аі, В\, С]} мен п 2= {А2, В2, С2} нормаль векторлардың арасындағы ср 
бұрышы C0] мен ю2 жазықтықтарының арасындағы екіжақты бұрыштың біреуіне 
тең болады. Сондықтан,

щ  ■ п 2 АХА2 + ВХВ2 + СХС2
cos(р = , = ------ ---- . ----- (4.65)

ln i l ‘ |n2| +  В\ + С\ 4 А\ + В2 + СІ
Сүйір бұрышты тапқанда:

\АхА2 + ВХВ2 + СХС21 
cos<» =  ... ---- . -----

у/a* + в\ +  сі 4 А\ + в\ +  с |
формуладан пайдаланылады (сурет 4.36).

Егер <о11 со2 болса, пх 1 п2 болады, яғни (сурет 4.37)
А\А2 + ВХВ2 + СХС2 = 0.

Егер соі II со2 болса, пг||п 2 болады, яғни (сурет 4.38)
Аі _  Вх _  Сх
А2 В2 С2

(4.65а)

(4.66)

(4.67)

Сурет 4.37
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Мысал 6.5. 1 lx  -  8у -  7z + 6 -  О жэне l x  + 2y — 8z — 2 = 0 жазықтықтары 
арасындағы бұрыш табылсын.

Шешуі. (4.65) формулаға = 11, = -8, С = -7, = 7, і?2 = 2, С2 = -8
мәндерді қойсақ,

11 - 7 + (—8) - 2 + (—7)(—8) 117 1
COS (D =  . --- ;.... ... .... = ---------- ------ =

V121 + 64 + 49 • V49 + 4 + 64 V234 ■ V l l7  2
Демек, берілген екі жазықтық арасындағы бұрыш <р = 45°.
Ескерту 6.1. (4.65) формула, қосындысы 180° болатын екі бұрыштың біреуін 

анықтайды. Сүйір бұрыш (4.65а) формуламен анықталады.

§ 7. Кеңістіктегі түзу теңдеулері

7.1. Түзудің векторлық тендеуі

L түзуге параллель а = {I, т, п) вектор L түзудің бағыттаушы векторы деп 
аталады. Mo(xq, у  , z ) нүктесі арқылы өтуші, бағыттаушы векторы a = {l, т, п} 
болтан L түзудің тендеуін табу керек.

L түзуде кез келген М(х, у, z) нүктесін алып, М  мен М  нүктелерінің ОМ0 мен
ОМ радиус-векторларын жүргіземіз (сурет 4.39).

Сурет 4.39-дан көрінгендей ____
____ ____ f  = г0 + М0М
М0М II d болғандықтан, MQM= t а болады, онда 

соңғы тендік мына түрге келеді:
f  = r0 + t ■ а (4.68)

(4.68) тендеу түзудің векторлық тендеуі деп 
аталады.

7.2. Түзудің параметрлік теңдеулері

f  = {х; у; z}, r0 = {xq; yQ, z j  , ta = {tl; tm; tn}

екендігін ескеріп, (4.68) теқдеуді мына түрде 
жазута болады:

x l  + y j + z k  = (x0 + tl)i + (y0 + tm)7” + (zo + tn)k.
Бұл теңдіктен келесі теңдіктер шығады:

х = х + t l , y = y  + tm, z = z + tn. (4.69)
0 0 о

(4.69) тендіктер кеңістіктегі түзудің параметрлік теңцеулері деп аталады.

7.3. Түзудің канондық тендеулері

М  (х ; у  ; z q) нүктесі L түзуде жатсын жэне а={1; т; п} векторы L түзудің 
бағыттаушы векторы болсын. Онда (4.69) тендіктерден

_  х - х 0 _  у-ур _  Z - Z Q  I

I т п
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(4.70)
қатынастар шығады. Бұл теңдіктерден t параметрді шығарып тастасақ:

* - * о  у - у р  _  z - zq

• . t m п
(4.70) теңдіктер түзудің канондық тендеулері деп аталады.

7.4. Түзудіц жалпы теңдеуі

Параллель емес A x  + B y  + C z  + D = 0 (о^) мен A x  + B y  + С у  + D2 = 0 (со^
жазықтықтарының қиылысуы L түзуді 
аныісгайды.

( A 1x + B1y  + C1z  + D = 0 
U 2x  + В2у  + C2z + D2 = 0 1 ’

Бұл жүйе түзудің жалпы теңдеуі деп аталады.
Мұнда нормаль векторлар пг= {Аи Ви С\) 

мен п 2 = {А2, В2, С2} (сурет 4.40) өзара 
параллель емес; яғни олардың коэффициенттері 
пропорционал болмайды. (4.71) жалпы 
теңдеуден (4.70) канондық теңдеуге өтуге бола- 
ды. Түзуде жататын М0 нүктесінің коорди- 
наталарын (4.71) жүйеде z = z0 мэн беріп, х 0 мен 
у0 координаталарын табамыз. L 1 щ, L 1 п 2 
болғандықтан а, бағыттаушы вектор ретінде 
олардың векторлық көбейтіндісін алуға болады:

I J  к 
а = п1 х п 2 = А1 В1 Сг 

А2 В2 С2
(4.72)

>Ж дг-З у  + 2 Z- 1 , ,  лМысал 7.1. —— =  —у  =  теңдеулер Мо(3; -2; 1) нүктесінен өтуші, Oz
осіне перпендикуляр, себебі а= {-2; 3; 0} бағыттаушы вектордың Oz осіне 
проекциясы нөлге тең, яғни түзу z = 1 жазықтықта жатыр. Демек, түзудің 
барлық нүктелері үшін z -  1=0.

Мысал 7.2. N( 1; -2; 2) нүктесінен өтуші және Oz оське параллель түзудің 
канондық жэне параметрлік теңдеулері жазылсын.

Шешуі. Oz осьте жатушы_/с = {0; 0; 1} векторы шарт бойынша ізделінді 
түзуге параллель. Сондықтан к векторды осы түзудің бағыттаушы векторы деп 
есептеуге болады. (4.70) формула бойынша, түзудің канондық теңдеуі:

х — 1 _ у  + 2 z  — 2
0 =  0 = 1

Параметрлік теңдеуге өткенде 1- жэне 2-қатынастардағы бөліміндегі 
нөлдер х  -  1 = 0 жэне у + 2 = 0 дегені. 3-қатынасты t-ra тең десек, z = 2 + t. 
Демек, ізделінді түзудің параметрлік теңдеуі:

х = 1; у  = -  2; z  = 2 + t.
Мысал 7.3. Жалпы тендеуімен берілген

(х — 2у + 3z — 4 = 0 
(Зх + 2у — 5z — 4 = 0
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түзудщ канондық жэне параметрлік теңдеулері жазылсын.
Шешуі. Түзудің кейбір нүктесінің координаталарын анықтаймыз: z = 0 

(х — 2у + 3z — 4 = 0
десек, (з^  +  2у -  5г -  4 =  0 жуиеден ^ =  2.У = -1 .

Демек, N(2; -1; 0) нүкте түзуде жатады. Қиылысушы жазықтықтарға перпен­
дикуляр векторлар п 2 = {1; -2; 3}, п2 = {3; 2; -5} болғандықтан, түзудің 
бағыттаушы векторы (4.72) формула бойынша,

Т J к
а =  1 - 2  3

3  2 - 5
Онда (4.70) теңдіктер бойынша түзудің канондық теңдеуі —— = =  -

.  4 14 8х —2 У+1 z
немесе — =  —— =  -. Ал параметрлік теңдеулері, (4.69) формула бойынша 
х = 2 + 2/, у  = -1 + 7t,z = 4t болады.

4Г+ 1 4 /+ 8/с.

7.5. Екі нүкте арқылы өтуші кеңістіктегі түзу теңдеуі

L түзуі Мх(хх, у\, Zj) мен М2(х2, у2, z2) нүктелері арқылы өтсін. Бағыттаушы 
вектор ретінде М1М2 = {х2 -  х х, у2 -  у х, z2 -  zx) векторды алуға болады, яғни 
а = М1М2. Демек, I = х2 -  х х, тп = у2 -  у х, п = z2 -  z x. Түзу Мх(хх, У\, zx) нүкте 
арқылы өткендіктен, (4.70) теңдеулер бойынша:

х  — Хл у  — Vi z  — z  і
-------   =  - — —  = ------ -  (4.70а)
*2 ~ х г У 2 ~ У1 z 2 -  z i

(4.70a) теңдеулер екі нүкте арқылы өтуші түзу теңдеуі деп аталады.
Егер a = М1М2 бағыттаушы вектор болып, түзу М2{х2,у 2, z2) нүктесі арқылы

өтсе, оньщ теңдеуі бьшайша жазылады:
X — Ху у  — у? z — z2------- 2_ =  х— У2_  ------ 2_ (4.706)

*1 - Х 2 Уі -  У2 Z1 -  Z2

7.6. Кеңістіктегі екі түзу арасындагы бұрыш. Түзулердің параллельдік және 
перпендикулярлық шарттары

Lx мен L2 түзулері канондық түрде берілсін: 
X -  Хг у  -  Уі z  — z2 х  — х2 У ~Уг Z — Z-)

Іг т 1 п 2 12 т 2 п 2 
Олардың арасындағы бұрыш дегенде, а2 = {^; т^, мен а2 = {І ,̂ т^, п^) 

бағыттаушы векторлар арасындағы бұрыш түсініледі (сурет 4.41). Демек,
* а2

COS <Р = -pr-j--7=-7 =
I J 2 + m 2m 2 + пгп2 (4.73)

І«1І • І«2І у]і\ +ТПІ + n j  -yJ ll+ТПІ + n j  
Lx мен L2 арасындагы сүйір бұрышты табу үшін (4.23) теқдіктің оң жағының 

алымының модулін алу керек.
Егер L 1 болса, coscp = 0 болады, яғни
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м 2 + т 1т 2 + п 2п 2 = 0 _  (4.73а)
Егер у L2 болса, онда а г || а 2 болады, 

демек
11 — т 1 _
І2 ^2 2̂ (4.736)

7.7. Екі түзудің бір жазықтықта жату 
шарты Сурет 4.41

мен түзулері канондық теңдеулерімен берілсін,
* ~ * 1  _  У - У !  _  Z - Z !

771̂ 71̂ 1
* - * 2  _  У -У 2  _  Z ~ Z 2 , J  .

Һ  ™ 2 « 2  '  _
Олардың бағыттаушы векторлары а2 = {( ; т ; и ^ , а 2= {/г; т\, болып, L\ 

түзуі М\(хи у и Z\) нүктесі арқылы, Ь2 түзуі М2(х2, у2, z2) нүктесі арқылы өтеді. 
0М2 =  f t , 0М2 =  г2 деп белгілесек, онда f 2 —r1 = МгМ2 ={х^ -  х^; - у  ; -
z^.  Ь\ мен L2 түзулері бір жазықтықта жатуы үшін аъ а2 , ?2 — гъ  векторлары
компланар болуы керек, яғни олардың аралас көбейтіндісі (г2 — г2) ах а2 = 0, 
немесе координаталарда

*2 ~ х х у 2 ~  Уі z2_zx
д= Іг т 1 щ  = о (4.74)

12 ш 2 п2
болуы шарт (сурет 4.42).

Демек, А= 0 (4.74) шарт орындалғанда L\ 
мен L2 түзулері бір жазықтықта жатады:

а) а2 Ф Ха2 болғанда олар қиылысады;
б) немесе, erep сі2 || а2 болса, олар да 

параллель болады.
Егер Аф 0 болса, L\ мен Ь2 түзулері 

айқасады.
Мысал 7.4. М\{2; 1; -3) жэне М2{ 1; -2; 2) 

нүктелері арқылы өтетін түзу теңдеуі 
жазылсын.

Шешуі. (4.70а) формула бойынша М\М2 
түзуінің теңдеуі:

х  — 2 у  — 1 z + 3 х — 2
немесе, — —

1 - 2  - 2 - 1  2 +  3

Мысал 7.:7.5. {: және (Ах + у  -  6z — 2 =  0 
(у -  3z -  2 = 0

[Зх — 4у — 2z = 0 
[2х + у  — 2z + 1 = 0

түзулердің арасындағы бұрыш анықталсын.
Шешуі. (4.72) формула бойынша бұл түзулердің багыттаушы векторларын 

табамыз:
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а1 =

а , =

/
- 4
1

( !
4 1
0 1

— 10і + 2j + I l k ,

= 31 + 12) + 4 к ,

а 1 '  а 2 cos <p = — 10-3 + 2-12 + 11-4 98

98Демек, (p = arccos—  «  59°58'.
|а іН а 2| VlO2 + 22 + l l 2 • V32 + 122 + 42 195

§ 8. Кеңістіктегі түзу мен жазықтықтың өзара орналасуы

8.1. Түзу мен жазықтық арасындағы бұрыш

Oxyz кеңістікте со жазықгығы Ax  + Вх  + Cz + D = 0 теқцеуімен, ал L түзуі

х - х 0 у  -  уо z - z 0
I т  п

теңдеулерімен берілсін.
Түзу мен жазықтық арасындағы бұрыш деп, түзу мен оның жазықтықтағы 

проекциясының арасындағы сыбайлас бұрыштардың кез келгенін атайды.
(р арқылы L түзуі мен со жазықтығы 

арасындағы бұрышты, хр арқылы п =
{А, В, Q  мен а = {l, m, n) арасындағы 
бұрышты белгілейміз (сурет 4.43). Онда
cos ip = * * болып, sin<p = ±cos хр 
теңдік орындалады.

Мүнда: егер гр < ^ болса, cos гр =
cos ( -  — <р) =  sin<jp ;
егергр > |  болса, cosхр = cos ( л  — =
—sin <р 

Демек,
_ Al+Bm+Cn

Sln ^  VА2+В2+С2 VI2 +т2 +п2
(4.75)

(о мен L арасындағы сүйір бұрышты табу үшін (4.75) формулада алымының 
модулін алу керек.

Егер L II со болса, онда п мен а векторлары перпендикуляр болады (сурет 
4.44), демек а ■ n  =  0, яғни

Al + Вт + Си = 0 (4.75а)
Бұл тузу мен жазықтықтың параллельдік шарты.
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Сурет 4.44
Сурет 4.45

Егер L II о) болса, онда п мен а векторлары параллель болады (сурет 4.45). 
Сондықтан

А _  В _  С 
I т  п

теңдіктер түзу мен жазықтықтың перпендикулярлық шарттары.
(4.756)

Мысал 8.1. ^  ^  тузу мен 4х -  2у -  2z + 7 = 0 жазықтық
арасындағы бұрыш анықталсын.

Шешуі. (4.75) формуланы қолданамыз.
/ = 1, т = 1, п = -2, A = 4, В = -2, С - -2  болғандықтан,

|4 • 1 +  (—2) • 1 +  (—2)(—2)| 
sin ср =  --------------- — = = = = = =

V l2 + I 2 + (—2)2 V42 + С"2)2 + С"2) 2
Демек, (р = 30°

6 _  1 
V6 • л/24 2

8.2. Түзу мен жазықтықтың қиылысу нүктесі

Х - Х 0  у-Уо z-z0 . _ . -— теңдеулерімен бершген L түзуі мен
Ax + By + Cz + D = 0

тендеуімен берілген ю жазықтықтың қиылысу нүктесін табу үшін L түзудің 
теңдеулерін

х  = х + It, у - у  + mt, z  = z + nt
параметрлік түрде жазып, со жазықтықтың теңдеуіндегі х, у, z айнымалдардың 
орнына қоямыз:

A(xq + It) + В(уо + mt) + C(zo + nt) + D = 0,
немесе

t(Al + Вт + Cn) + (Axq + ByQ + Czq + D) = 0. (*)
Егер L түзу ю-ға параллель болмаса, яғни Al + Вт + Cn Ф 0 болса, соңгы 

теңдіктен
і4дс0 + Ву0 +  Cz0 + D

t = -
Al + Вт + Cn
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Осы табылған /-ның мәнін түзудің параметрлік теңдеулеріне қойсақ, L 
түзудің ш жазықтықпен қиылысу нүктелерінің координаталары шығады.

L \\(0 жағдайды, яғни АІ + Вт + Сп = 0, қарастырайық:
а) егер Ғ  = A x q + Ву^ + Czq + D Ф 0 болса, онда L || ш болып L түзуі со-мен 

қиылыспайды, себебі (*) тендеу 0 t + Ғ  = 0 түрінде болады, мұнда Ғф  0.
б) Егер Ғ  = 0 болса, онда (*) теңдеу 0 / + 0 = 0 түрінде болып, кез келген t 

қанагаттандырады, яғни L түзудің кез келген нүктесі қиылысу нүктесі болады. 
Демек, L түзуі со жазықтықта жатады. Сонымен

(АІ + Вт + Сп = 0 
(Лх0 + Ву0 + Czq + D = 0

теңдіктердің екеуінің де орындалуы L түзудің со жазықтыкта жату шарты.
Мысал 8.2. —  = =  z—  түзу мен Ъх -  4у + 5z + 16 = 0 жазықтықтың

қиылысу нүктесі табылсын.
Шешуі. Түзу мен жазыктыктың тендеуін жүйе етіп шешеміз. Түзудің канондық 

теңцеуін, параметрлік түрде жазсақ. х = -6  + 2t, у = 7 -  t, z = 8 -  3/. x, у, z 
шамалардың осы өрнектерін жазықтықтың теңдеуіне қойсак , 3(-6 + 2і) -  4(7 - 1) + 
5(8 -  3/) + 16 = 0, немесе ыкшамдағаннан соң -5/ +10 = 0 болады, яғни t = 2. Осы 
табылған мэнді түзудің параметрлік тендеуіне қойсақ, тузу мен жазыкгықгың 
қиылысу нүктесінің координаталары табылады: х  = -2, у  = 5, z = 2.

8.3. Түзуді проекциялаушы жазықтық

Егер кеңістіктегі түзу тендеуі
х - х 0 У ~Уо

I т
конондық түрде берілсе,

х - х 0 у - У о  х - х 0

Z - Z  о
п

z - z 0 у - у 0 z  — z0

(4.70)

(4.76)
I т ‘ I п т п

тендіктердің әрқайсысы берілген түзуді сәйкес түрде, Оху, Oxz, Oyz 
координаталық жазықтыктарға проекциялаушы жазыктықты анықтайды.

Егер кеңістіктегі түзу,
(A1x + B1y  + C1z + D1 = 0 
\А2х + В2у  + C2z  + D2 = 0 ' '

жзлпы тендеуімен берілсе, онда Оху координаталық жазықтыққа 
проекциялаушы жазықтық теңдеуі (4.71) жүйеден z координатаны шығарып 
тастау аркылы алынады. Осы сияқты түзудің Oyz (Oxz) координаталық 
жазыктыққа проекциясы х  координатаны (у координатаны) шығару арқылы 
алынады.

Мысал 8.3. —  = -— = —  түзудщ Oyz жазықтыққа проекциясының3 2 1
теңдеуі жазылсын.

Шешуі. Берілген түзуді Oyz жазыктыкка проекциялаушы жазыктық теңдеуі 
(4.76) тендіктер бойынша

—  = —  немесе у  -  3z + 5 = 0.2 1 '
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Ізделінді проекция, осы жазықтық пен Oyz жазықтығының (х -  0)
қиылысуында болады, яғни ІУ 3z + ^ ®

= 0
. _т.  г ■ ( З х  -  y  +  Zz  — 6  =  U

Мысал 8.4. Жалпы теңдеуімен берілген ( x _|_4y _ z + i  =  o ТҮ3УД1Ң ®ХУ
координаталық жазықтықтағы проекциясы табылсын.

Шешуі. Берілген екі теңдеуден z  координатаны шығарамыз. Ол үшін екінші 
теңдеуді 2-ге көбейтіп, 1-теңдеуге мүшелеп қосамыз: 5х + 1у -  4 = 0.

Ізделінді проекция алынған жазықтық пен Оху жазықтықтың (z = 0) 
қиылысуы болады:

(Бх + 1у — 4 = 0
U  = 0

8.4. Берілген түзу мен берілген нүкте арқылы өтетін жазықтық

М  (х , у  , z ) нүкте мен х - х г _  y -y - l  _  Z - Z !

z } жэне а= о1

“о'^о7 -'о7 -o' ‘_1__  ___ i т п берілсін. Af нүкте түзуде
жатпайды. Түзудің теңдеуінен, оның бағыттаушы векторы а= {I, т, п) жэне 
Af (х , у  , z2) нүктеден өтетіндігі көрінеді. М(х, у, z) ізделінді жазықтықтың кез
келген нүктесі болсын. Қалай таңдалғанда да (сурет 4.46)

М0М = {х -  XQ, у  -  уо, z -  zo}, MqMj = {х1 -  хо, у х -  уо, z
{/, т, п) векторлары бір жазықтықта жатады. Демек, олардың аралас 
көбейтіндісі нөлге тең,

х - х 0 у - у 0 z - z 0
* і - * о  Уі — Уо гг - г 0 = 0 .  (4.77)

I т  п
Бұл анықтауышты ашып, ізделінді жазықтық теңдеуі алынады.
Мысал 8.5. Л/)(2; 0; 1) нүктесі жэне ^  түзуі арқылы өтетін

жазықтық тендеуі жазылсын.
Шешуі. Алдымен Af нүктесінің берілген түзуде жатпайтынын анықгаймыз;

^  Ф ^  Ф ^  N(\; -1; -1) нүктесі берілген түзуде жатады, ал a = {1, 2, -1} 
берілген түзудің багытгаушы векторы. М(х, у, z) ізделінді жазыкгыкгың кез келген 
нүктесі болсын. Онда М0М = {х -  2,у, z  -  1}, M0N= {-1; -1; -2) жэне а = {1,2, -1) 
компланар векторлар болады. Сондықган (4.77) 

z — 1
= 0, яғни 1 -жол бойынша жіктесек,

х  — 2 у  
- 1  - 1  
1 2

О -  2)

формула бойынша,

-2
- Г  - 2 - у . | - 1  — 2| 

-1 І + 0 - 1)
- 1  -11
1 2 I2 - И   ̂ I 1 

5(х -  2 ) -  З у -  ( z -  1) =  0.
Демек, ізделінді жазықтык теңдеуі: 5х -  Зу -  z -  9 = 0.

=  0,

ПО



9.1. Цилиндрлік беттер

Қисық сызық пен оның барлық нүктелері 
арқылы өтуші параллель түзулер жиыны 
цилиндрлік бет деп аталады.

Қисық -  цилиндрлік беттік бағыттау- 
шысы, ал параллель түзулер оның 
жасаушылары деп аталады.

Кеңістікте Ғ х(х, у) = 0 теңдеуі, Оху 
жазықтықга берілген L\ бағыттаушы сызық 
Ғ\{х, у) = 0 арқылы өтуші, жасаушылары Oz 
осіне параллель, цилиндрлік бетті 
анықтайды (сурет 4.47).

Осы сияқты кеңістікте Ғ2(х, z) = 0 
тендеуі, Oxz жазықтықта берілген Ь2 бағыттаушы 
сызық арқылы өтуші, жасаушылары Оу осіне 
параллель цилиндрлік бетті, ал кеңістікте Ғ3(у, z) =
0 теңдеуі, Oyz жазықтықта берілген L3 бағыттаушы 
сызық арқылы өтуші, жасаушылары Ox осіне 
параллель цилиндрлік бетті анықтайды.

Теорема 9.1. Егер Ғ\(х, у) = 0 теңцеуі Оху 
жазыктықта кейбір L сызықтың теңдеуі болса, 
онда

Ғі(х,у) = 0 (4.78)
теңдеу Oxyz кеңістікте жасаушылары Oz осіне 
параллель цилиндрлік бетті анықтайды.

Дәлелдеуі. М  (х, у, z) цилиндрдін кез келген 
нүктесі болсьш; ол кейбір жасаушының бойында 
жатады. Осы жасаушының L сызықпен қиылысу 
нүктесі N  нүктесінің координаталары (4.78) тендеуді
қанағаттандырады. Онда М нүктесінің де абсциссасы х, ординатасыу  болғандыктан 
М(х, у, z) нүктесінің координаталары да (4.78) теңдеуді қанағатгандырады, себебі 
теңдеуге z кірмейді. M (x ,y , z ) цилиндрдің кез келген нүктесі болғандықтан, (4.78) 
цилиндрдің тендеуі болады (сурет 4.47).

Салдар 9.1. Ғ2(х, z) = 0 (Ғъ(у, z) = 0) теңдеуі жасаушысы Оу оське (Ох оське) 
параллель цилиндрлік бетті анықтайды.

Егер бағыттаушы сызық Оху жазықтықтағы
4  + ^ = 1  (4.78а)а2 Ь*

эллипс болса, онда Oxyz кеңістікте сәйкес цилиндрлік бет эллипстік цилиндр 
деп аталады (сурет 4.48).

Дербес жагдайда а = b = R болса, онда дөңгелектік цилиндрді анықтайды.

§ 9. Кеңістіктегі екінші ретті беттер

± - - У І =  1
a2 b2 .

тендеу кеңістікте гиперболалық цилиндрді (сурет 4.49),
(4.786)
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(4.78в)у  =2рх
теңдеу кеңістікте параболалық цилиндрді анықтайды (сурет 4.50).

2

Эллипстік, гиперболалық, параболалық (4.78а), (4.786), (4.78в) цилиндрлік 
беттер, екінші ретті цилиндрлік беттер деп аталады, өйткені бұл теңдеулер 
айнымал х, у  жэне z-терге байланысты екінші дэрежелі теңдеулер.

9.2. Айналу беттері

Кейбір қисықсызықтың өзімен бір жазықтықта жатқан ось арқылы 
айналуынан пайда болған бет айналу беті деп аталады.

Кейбір L қисық Oyz жазықтығында жатса, бұл қисықгың теңдеуі

=  0 (4.79)

түрінде болады. L қисықтың Oz осі 
арқылы айналгандағы айналу бетінің 
теңдеуін жазу керек. Айналу бетінің кез 
келген М(х, у, z) нүктесін алып, М  
нүктесі арқылы Oz ке перпендикуляр 
жазықтық өткіземіз. Жазықтықтың Oz 
осімен қиылысу нүктесі О\(0; 0; z), ал L 
сызықпен қиылысу нүктесін jV(0, у\, z x) 
деп белгілейміз. 0 \ М  мен 0 \N  бір 
шеңбердің радиустары болғандықтан,
(сурет 4.51) 0 \ M - 0 \ N ,  бірақ
Р\М= yjx2 + у 2, Q\N= [уі|.
Демек, [уі| = yjx2 +  у 2, немесе у\ = ±-Jx2 + у 2; х х = х  екендігі анық. N 
нүктесі L сызықта жатқандықтан, оның координаталары сызықтың теңдеуін 
қанағаттандырады: Ғ(уи z x) = 0.

Көмекші у і мен z x координаталардан арылсақ,
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F(±y/x2 + у 2; z) = 0 (4.80)
тендеуге ие боламыз. Бұл айналу бетінің теңдеуі, өйткені бұл теңцеуді айналу 
бетінің кез келген нүктесінің координаталары қанағаттандырады.

Демек, (4.79) тендеу (4.78) теңдеуден у  айнымалды ± j x 2 + у 2 өрнекке 
алмастыру арқылы, х  өзгеріссіз қалып, алынды. Осы сияқты Ғ(х, у) = 0, z = 0 
сызыкты Ох осі бойынша айналдырсақ, айналу беті

Ғ{х, ±yjz2 + у 2) = 0 (4.80а)
тендеумен анықталады, ал F(y, z) = 0, z = 0 сызықты Oy oci бойынша 
айналдырса, айналу бетінің тендеуі

Ғ(у, ±Vx2 +  z 2) = 0 (4.806)
түрінде болады.

Мысал 9.1. Oz осі маңында айналудан пайда болған келесі пішіндердің 
тендеулері жазылсын:

а) айналу эллипсоиды;
б) айналу параболоиды;
в) айналу гиперболоидтары.

у2 Z2Шешуі. а) Ізделінетін айналу эллипсоиды — + — = l , z  = 0 эллипсті Oz oci 
маңында айналдырудан пайда болады. (4.80) формула бойынша у  айнымалды 
±л/ х 2 + у 2 өрнекке ауыстырсақ,

х 2 + у 2 z 2

айналу эллипсоидының тендеуі шығады.
б) Ізделінетін айналу параболоиды у2 = 2pz, z = 0 параболаны Oz oci маңында 

айналдырғанда шығады. (4.80) формула бойынша, мұнда да у айнымалды
± yjx2 + у 2 өрнекке ауыстырсақ,

х 2 + у2 = 2pz
айналу параболоидының тендеуі шығады.

в) Бір қуысты айналу гиперболоиды гиперболаны өзінің жорамал осі 
маңында айналдырғанда алынады. Демек, Oz oci гиперболаның жорамал oci 
болуы керек, оның тендеуі:

Ь2
0

түрінде болады. (4.80) формула бойынша, мұнда да у-ті ±sjx2 + у 2-ке
ауыстырсақ,

х 2 + у 2 z2 _  
b2 c2

Екіқуысты айналу гиперболоиды гиперболаны 
айналдырганда алынады. Шарт бойынша нақты 
гиперболаның тендеуі

нақты oci маңында 
ось Oz. Сондықтан
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y2 z2
b * ~ 7 i ~  ^ 'X = 0

болады. (4.80) формула бойынша ізделінді 
теңдеу,

х 2 + у 2 
Ь2 ---- 2 =  - 1-с2

түрінде болады.
Мысал 9.2. у  — z түзудің Oz осі маңында 

айналудан пайда болған пішіннің теңдеуі 
жазылсын (сурет 4.52).

Шешуі. Oxyz кеңістікте берілген түзудің 
теңдеуі

гу — z =  0
Іх = 0

түрінде жазылады. Бұл түзу Oz осі маңында 
айналғанда, оның теңдеуі (4.80) формула 
бойынша z = +у]х2 + у 2 болады, немесе х 2 + 
у2 = z2 Бұл пішін екінші ретті конус деп 
аталады.

9.3. Конустық беттер

Oxyz  кеңістікте берілген Q нүктесі арқы- 
лы өтуші түзулердің берілген L жазық сызық- 
пен, Q g L, қиылысқанда пайда болатын бетті 
конустық бет немесе конус деп атайды. Мұн- 
да Q нүктесі конустың төбесі, L -  конустың 
бағыттаушысы, бетті құрайтын түзулер -  конустық беттің жасаушылары деп 
аталады (сурет 4.53).

Q0(xq, yQ, zq) нүктесі конустың төбесі, L бағыттаушы сызық j^1^ '  ^  _ jj

түрінде болсьш.
Конустың теңдеуін табу керек.
Конус бетінде M{x,y,z') кез келген нүктені аламыз. Qq мен Мнүктелері ар-

қьшы өтуші түзу L бағыттаушы сызықты N(xx, у х, г г) нүктесінде қисын. N Е L 
болғандықтан оның координаталары L сызықтың теңдеулерін қанағат- 
тандырады:

(Ғі(Хі>Уі>2і) = 0 
I F2 i.X2. y 2.Z2) = 0

Q мен N  нүктелері арқылы өтуші жасаушылардың канондық теңдеуі:
X -  Х 0  _  У - У о  _  Z - Z p

XI -  X0 У1 -У0 Zi-Zo

(4.81)

(4.82)

114



(4.81) жэне (4.82) тендеулерде x1,y 1, z 1 
шамалардан арылсақ, айнымал х, у, z 
шамаларды байланыстыратын конустың 
теңдеуі шығады.

Мысал 9.3. Төбесі 0(0; 0; 0) нүктесінде, 
бағыттаушы сызығы, z = с жазықтықта

эллипс болатынжататын
у2

— + — = 1а2 Ь2
конустың тендеуі жазылсын.

Шешуі. М(х; у; z) -  конустың кез келген 
нүктесі болсын. Конустың ОМ жасаушының 
эллипспен қиылысу нүктесі М\{х\; у х; z\)
арқылы өтетін (4.70) түзудің канондық тендеуі — = — = — болады. Осы

ДГі Уі z x

теңдеулер және
Ү 2 V2+ = 1 
а2 ^  Ь2 эллипстщ теңдеуінен Х\ және у\ шамаларды

шығарып тастасақ, z, = с болады. Онда — = - . — = -  болады. Осыдан х1 = с. -Хі с у-х С 1 Z
у  ^2 у2

жэне у\ = с х х мен у^ шамалардың бұл табылған мәндерін ^  = 1
С2 X2 с2 у 2 .  х 2 у 2 Z2
T2 'V2 +T2'V2 = 1' немесе’ - г + - ^  = Тг ізделіндіэллипстщ тендеуше қоисақ, , _ . _z 2 а2 z 2

конустың теңдеуі шығады (сурет 4.5За).

9.4. Екінші ретті бетгердің карапайым тендеулері

Екінші ретті бет деп Oxyz декарт координаталары жүйесінде координа- 
талары

a X2 + а у2 + a z2 + 2а ху + 2а xz +
11 2 2 7  33 12 J  13

+ 2a yz +2a x  + 2 a y  + 2 a z  + a = 0 (4.83)23-̂  1 2J 3 0 v 7
түріндегі екінші дәрежелі алгебралық теңдеуді қанағаттандыратын нүктелер 
жиынын атайды.

Мұндағы aLj, (і = 1, 2, 3; j=  1, 2, 3) коэффициенггердің ең болмағанда біреуі 
нөлге тең емес.

Іс жүзінде көбірек қолданылатын екінші дэрежелі беттердің канондық 
теңдеулерін қарастырайық. Бұл тендеулерге (4.83) тендеуді, координаталық 
осьтерді параллель көшіру мен бұру арқылы келтіріледі. Екінші ретті беттердің 
түрлері мен қасиеттерін параллельдік кима әдісімен зерттеуге болады: беттерді 
координаталық жазықтықтарға параллель жазықтықтар арқылы қияды да, 
қимада алынған сызықтардың түрі мен қасиеттеріне қарай беттің түрі мен 
қасиеттері туралы тұжырым жасалады ([1], 3 тарау, §2, §6).

1. Эллипсоид
Oxyz кеңістікте

X-  + yT2+ Z-z = h a , b , c >  0 (4.84)
теңдеуді қанағаттандыратын нүктелер жиыны эллипсоид деп аталады.
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Мұндағы a, b, с -  шамалар эллип- 
соидтың жарты осьтері деп аталады (сурет 
4.54).

Егер а = b = с = R болса, (4.84) теңдеу 
x2 +y2 + z2 =R2 (4.85)

түрге келіп, бұл тендеу центрі координата 
басында, радиусы R сфераны анықтайды. 
(4.84) тендеуден эллипсоидтың х  = 0, у  = 
0, z = 0 координаталық жазықтықгарға 
жэне координата басына қатысты симмет- 
риялы екендігі көрінеді. Эллипсоидтың z = 
һ , -с  < һ < с  жазықтықпен қиылысы

— + У І= 1 _  111
a2 ' b2 с2
Z  = Һ

немесе •
----2---- 2 + --- ----- 2 =  1

түріндегі

' Z  = һ 
эллипстер.

жарты осьтері z

= 0, (һ = 0) болса, ең үлкен мэнге ие болады, 
сондықтан бұл мэнге сәйкес, яғни z = 0, (һ =
0), эллипс те ең үлкен болады.

Осы сияқты жагдайлар х  = һ, -a  < һ < а 
және у  = һ, -Ъ < һ < Ъ жазықтықтармен қиылысқанда да болады.

(±а, 0, 0), (0, ±6, 0), (0, 0, ±с) нүктелері эллипсоидтың төбелері деп аталады. 
Ескерту 9.1. Егер эллипсоидтың кейбір екі жарты осі өзара тең болса, ол 

айналу эллипсоиды деп аталады.

Сурет 4.55а

2. Бірқуысты гиперболоид
Oxyz  кеңістікте

X2 у2 z2
+ тт — 7  = 1, а, Ь, с >  0а* Ъ2

(4.86)
теңдеуді қанағаттандыратын нүктелер жиыны бір қуысты гиперболоид деп 
аталады (сурет 4.55а).
(4.86) тендеуде айнымалдардьщ тек квадраттары ғана болғандықган біркуысты 
гиперболоид координата жазықгықтарына жэне координата бас нүктесіне қатысты 
симметриялы бет болады.

(4.86) бетті z = h жазықтықпен қиғандағы қимасы

— Х~ ~ 'г + ~ Г ~ Т Г  = 1(ь J i +Щ түріндегі эллипс болады.

^z = һ

' х 2 у 2 һ2
a2 b2 T  с2 
Z = Һ

немесе
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Егер (4.86) бетті х -  Һ, немесе у -  һ жазықтығымен қиғандағы қималар 
гипербола болады:

/
'V  _  _  1 _  ^
ь2 с 2 с 2 немесе , <

= h
Kx = h

cf-§)
= 1

x2 z2 _  h2

b2 немесе • j («ІНІ) (<\Rl)
x  = h

= 1

У = һ

a, b жэне c шамалар бірқуысты гиперболоидтың жарты осьтері деп аталады.

3. Екіқуысты гиперболоид
Oxyz кеңістікте

+ Zl _  і !  = _ і
,2  һ 2 г 2  1а* Ь2 с 2 ~  *  ^4 ' 8 7 )

теңдеуді канағаттандыратын нүктелер жиыны екіқуысты гиперболоид деп 
аталады.

(4.87) теңцеуде айнымалдардың тек жұп 
дәрежелері болғандықтан, бет координата 
жазықтьпсгарына және координата бас 
нүктесіне қатысты симметриялы болады 
(сурет 4.55).

а, Ъ және с шамалар екіқуысты гипер- 
болоидтың жарты осьтері деп аталады.

(4.87) бетті z = һ жазықтықтарымен 
қисақ, қима

(?1 + Zf. = — -  і
\ а 2 Ь2 с 2
U  = һ

тендеулерімен анықталады. Егер:
а) \һ\ < с болса, онда z = h жазықтықтар бетті қимайды;
б) \һ\ = с болса, онда z = ± c  жазықтықтар (0; 0; с), (0; 0; -с) нүктеле- 

рінде бетті жанайды;
в) \һ\ > с болса, (4.87) теңдеуді былайша жазамыз:

= 1

\ х  -  һ
Бұл теңдеулер эллипсті анықтайды, жартыосьтері \һ\ өскен сайын өседі.
(4.87) бетті Oyz (х = 0) жэне Oxz (у = 0) координаталық жазықтармен қисақ, 

қимада
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және
у- - г1  = -л  
ъ2 с2 1

X £, __ ^

{*-у  =  0х = 0
теңцеулермен анықталатын гиперболалар шығады. Екі гиперболаның да Oz 
нақты осі болады.

4. Эллипстік параболоид 
Oxyz кеңістікте

J ~ J  = 2z, p > 0 , q > 0  (4.88)

теңдеуді қанағаттандыратын нүктелер 
жиыны эллипстік параболоид деп аталады 
(сурет 4.56).

(4.88) эллипстік параболоидты z = һ 
жазықгықтармен қисақ, қимада

( -  + -  = 2Һj р ч
= һ

теңдеулермен анықталатын сызық шығады. Егер
а) һ < 0 болса,z - h  жазықтықтар бетті қимайды;
б) һ = 0 болса, z = 0 жазықтығы бетті 0 (0; 0; 0) нүктесінде жанайды;

в) һ > 0 болса, онда қимада
х2 у2

—  Н----- =  1
2 рһ 2 qh
Z = Һ

теңдеулермен анықталатын эллипс шығады. һ өскен сайын эллипстің 
жартыосьтері де өседі.

(4.85) бетті Oxz (у = 0) жэне Oyz (х = 0) координаталық жазықтықтармен

қисақ, қимада
Xz  =  —2р жэне

ІУ =  0 (г: 2р теңдеулермен анықталатын параболалар 
=  0

шығады.
Сонымен, эллипстік параболоидтың бейнесі (4.56) суреттегідей болады.

5. Гиперболалық параболоид
Oxyz кеңістікте

-  -  — = 2z, р  > 0, q > 0 (4.89)V ч
теңдеуді қанағаттандыратын нүктелер жиыны гиперболалық параболоид деп 
аталады.

(4.89) бетті зерттейік.
Бетті z — һ жазықтықтармен қисақ

( х 2 у 2 = 
j 2рһ 2qh 
\  z  = һ

қисық сызық тендеуі шығады. Бұл теңдеу:
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а) h > 0 болғанда, нақты осьтері Ox осіне параллель гиперболаларды;
б) һ < 0 болғанда, нақты осьтері Оу осіне параллель гиперболаларды;
в) һ = 0 болғанда,------- = 0  болып, — -  = 0, = 0 қос түзуді

р q Vp <q Vp V? 1 J

жазықтықтармен 

zqJ параболалар

анықтаиды.
(4.89) бетті у  = h

[х2 = 2 p ( z  + М  қиғанда 1 V 2qj
( у  = h

алынады. у  = 0 болғанда қимада төбесі (0;
0) нүктесінде, симметрия осі Oz болатын 
( х 2 = 2 pz
( У _  q парабола алынады.

(4.89) бетті х = һ жазықтықтармен қи- 
ғанда тармақтары төмен қарай бағытталған

(y*  =  - 2, ( z - g )
Z = һ

2р/ параболалар алынады.

Осы зерттеулер беттің түрін анықтауға мүмкіндік береді (сурет 4.57).

6. Екінші ретті конустар
Oxyz координаталық кеңістікте

х 2 у 2 z 2
—  + Т 2 - — = 0  (4'9°)а2 Ь2 с2

теңдеуді қанағаттандыратын кеңістік нүктелерінің 
жиыны екінші ретті конус деп аталады (сурет 4.58).

(4.90) теңдеуді зерттейік.
(4.90) бетті z = h жазықтықгармен қисақ, қимада: 
а) һ Ф 0 болғанда

■ +а2һ2 Ь2Һ2
= 1

эллипстер;

\ z  — һ
б)һ = 0 болғанда (0, 0, 0) нүктесі алынады. 
(4.90) бетті Oyz (х = 0) жазықтықпен қисақ

у 2 х 2
Т г — 2 = 0Ь2 с2 '
х = 0

Сурет 4.58

сызық алынады. Бұл қиылысатын -  ■ 
ажыратылады.

0 жэне г  + “ = 0 eRi түзугеь с
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(  X
(4.90) бетті у  = 0 жазықтықпен қиғандагы

У- —
а* с

.у  = О
±Т - £7 = 0  * *2 г2 қима сы зы қ--------а с

О жэне -  + - = 0 екі түзуге ажыратылады.

Зерттеу негізінде екінші ретті конустың геометриялық бейнесін жасауға 
болады (сурет 4.59).

7. Бкінші ретті беттердіц түзу сызықты жасаушылары
Егер түзу бетте толығымен жатса, ол түзуді беттің түзу сызықты жасаушысы 

деп атайды.
Түзу сызықты жасаушысы бар беттерге екінші ретті конус, цилиндрлік бет 

жататындығы айқын.
Түзу сызықты жасаушысы бар беттерге бірқуысты гиперболоид пен 

гиперболалық параболоид та жатады.
Келесі түжырым* орынды:
Бірқуысты гиперболоид пен гиперболалық параболоидтың эрбір нүктесі 

арқылы, осы беттерде жататын, эртүрлі екі түзу сызықты жасаушылар өтеді.
Бұл тұжырым кейбір орнықты инженерлік қүрылымдар (конструкциялар) 

жасағанда қолданылады. ([1], гл. 6, § 6)

'  В.А. Ильин, Ә.Г. Позняк. Аналитическая геометрия. М.: Физматли, 2001. Пункт 5 § 3, Гл. 7.
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V тарау. БІР АЙНЫМАЛДЫ ФУНКЦИЯ ЖӘНЕ ОНЫҢ ШЕГІ

§ 1. Бір айнымалды функция

1.1. Функция уғымы. Функциялардың берілу тәсілдері

X, Ү сандық жиындар болсын.
Анықтама 1.1. Кез келген х Е X  санға анық бір ғана у  Е Ү санды сәйкес 

қоятын ереже X  жиында анықталған функция деп аталады.
Функция / :  X  —> Ү немесе у = / (х) түрінде жазылады жэне х-тың /  функ- 

циясы деп оқылады. Мұндағы х  -  тэуелсіз айнымал (аргумент); у -  тэуелді 
айнымал (функция); f ( x ) -  /  функциясының х  нүктесіндегі мэні, X  = D(f), 
функцияның анықталу аймағы (анықталу жиыны), Ү = E(f)  функцияның мәндер 
жиыны, деп аталады. Жалпы, егер (X, / )  жұп берілсе, функция берілген 
делінеді.

Басқаша функцияны былайша анықтауға болады.
Кез келген х  € X  санды белгілі /  ереже бойынша анық бір у Е Ү санға 

бейнелесе, онда реттелген (х, у) сандар жұбы жиыны функция деп аталады.
Әрбір х  € Х  тек бір жұпқа кіреді, эрбір у  Е Ү кемінде бір жұпқакіреді.
Функцияны у = ф(х), у = і|/(х) т.с.с. белгілейді.
Аныктама 1.2. у = f ( x )  функциясының белгіленген Оху жазықгықтағы 

графигі деп (х, у)  нүктелерінің жиынын атайды. Мұндағы х  -  тэуелсіз айнымал, 
ал у, осы х-ке байланысты функцияның мэні.

Іс жүзінде функция көбірек үш тэсілде беріледі: аналитикалық тэсіл; 
графиктік тэсіл; кестелік тэсіл.

а) Аналитикалық тэсіл.
Мүнда функциялық тәуелділік аналитикалық өрнек немесе формула арқылы 

беріледі.
Ескеретін жағдай, абстракт функциялық тәуелділіктерде анықталу жиыны 

ретінде берілген өрнектің магынасы болатындай х  айнымалдың табиғи 
анықталу жиыны алынады, ал нақгы функциялық тәуелділіктерде анықталу 
жиыны х  айнымалдың мазмұнына қарап алынады. Функциялардың D(y) 
анықталу жиыны жэне Е  (у) мәндер жиынын табуға мысалдар келтірейік.

Мысал 1.1. у  = 7DC2 функциясының табиғи анықталу жиыны 
D(y) = (-оо, +оо) = R, ал мэндер жиыны Е (у) = [0, +оо).

Ал, айнымал х  дөнгелектің радиусы, у дөңгелектің ауданы болса, онда: 
D(y) = [0,Jt\,£(y) = [0, kR2].

Ескерту 1.1. Әдетге функцияның табиғи анықталу жиыны қарастырылады.
Мысал 1.2.у  = VI — х 4 , D(y) = { х | - 1 < х < 1 } , £ ' ( у ) = { у | 0 < у < 1 }
Мысал 1.3. у = n!, D(y) = N= {п} ,Е (у )=  {«!}

(О,егер х  иррационал сан болса,
Мысал 1. . у  |д^ егер х  рацИОнал сан болса.
Бул Дирихле функциясы үшін: D(y) = {х | -оо < х  < +оо} = R, Е  (у) = {0; 1}.
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1-1 , егер х < 0 болса,
О, егер х = О болса,

+ 1,егеря > 0 болса
(sgn термині латынның signum -таңба сөзінен). D(y) = R, E(y) = {-1; 0; 1}.
Мысал 1.6. у fx2,' 

І5, ei
, erep — oo < x < 1 болса,

,erep x > 1 болса.
Щу) = E{y) = [0; +^}.
б) Кестелік тэсіл.
Мұнда функциялық тэуелділік кесте түрінде беріледі. Тригонометриялық, 

логарифмдік т.б. кестелер бұған мысал бола алады.
в) Графиктік тәсіл.
Аргумент пен функция арасындағы байланыс график арқылы берілсе, онда 

оны функцияның графиктік берілуі деп атайды.
Мұндай графиктерді эдетте тэжірибе процесстерін сипаттайтын техникалық 

құралдар сызады.
Іс жүзінде бұл үш тәсілдің араласып жүзеге асқан түрі тиімді.
Мәселен, у = f ( x )  түрінде берілген функцияның айнымал я-ке эртүрлі 

мәндер беріп кесте жасап, осы кесте негізінде графигі сызылады. Кестедегі 
нүктелер саны неғұрылым көп болған сайын функция туралы мәлімет тереңдеу 
болады.

Тәжрибе жасағанда да, алынған мәліметтердің кестесі бойынша графигін 
сызып, функциялық байланыс туралы мәлімет алынады.

я *1 *2 х п х п - 1 Х п

_____ 1 _____ ______Ъ ______ ______Ъ . ______ ______Ул______
...

____ Х п = з _____ _____Ун____

1.2. Функцияның негізгі сипаттамалары

Анықтама 1.3. Кез келген х Е D(f)  үшін, - х  Е D{f), f ( - x )  = /(я)шарттары 
орындалса, / ( я )  функциясы жұп функция, ал -я  6 £>(/), / ( - я )  —/(я)шартгары 
орындалса, / ( я )  функциясы тақ функция деп аталады.

Мысалы, cosx, я 2 функциялары жұп, ал sinx, tgx, ctgx, я 3 функциялары так 
функциялар. Көптеген функциялар так та, жұп та емес.

Аныктама 1.4. Кез келген я 6 D(f)  үшін х + Т Е D(f), / ( я  + 7) = /(я ) болатын 
Т саны табылса, онда D (f ) жиында / ( я )  функциясы периоды Т болатын периодгы 
функция деп аталады. Негізгі периоды Т болатьш функция үшін кТ, к = ±\, ±2, ... 
сандары да период болады.

Мысалы, sinx пен cosx функцияларының негізгі периоды 2л, ал tgx пен ctgx 
функцияларының негізгі периоды л болады.

Аныктама 1.5. / ( я )  функциясы үшін М>  0 саны табылып, барлык х  G D(f) 
мэндері үшін |/(я ) | < М  теңсіздігі орындалса, онда f ( x )  функциясы D(f) 
жиында шенелген функция деп аталады.

Қысқаша жазылуы: (ЗМ> 0, Vx £ D(f)):\f(x)\ < М.
Мысалы sinx пен cosx функциялары өздерінің (-оо, +оо) анықгалу жиынында 

шеленген функциялар, себебі |sinx| < 1, |cosx| < 1.
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Анықтама 1.6. Егер X  жиынының Х\ < х 2 (хі > х 2) теңсіздігін қанағат- 
тандыратын х и х 2 нүктелері үшін f(x^) < f ( x 2) ( f ( x {) > f(x^)) теңсіздігі
орындалса, онда / (х )  функциясы X  жиында өспелі (кемімелі) функция деп 
аталады.

*і < Х 2 (х і > х )  б°лғанда > / (*2), (/(х ^  < f(xji)  болса, f (x )  функциясы X
жиында кемімейтін (оспейтін) функция деп аталады.

Өспелі, кемімелі өспейтін жэне кемімейтін функциялар бірсарынды 
функциялар деп аталады.

Мысалы, f  (х) -  х2функциясы (-оо, 0) жиында кемімелі, ал (0, +оо) жиында 
өспелі.

1.3. Кері функция

f (x )  функциясының 
D, мэндер жиыны Е

Берілген у 
анықталу жиыны 
болсын.

Анықтама 1.7. Егер эрбір у  е Е  үшін тек 
бір ғана х  G D сәйкес қойылса, онда анықгалу 
жиыны Е, мэндер жиыны D болатын х = <р(у) 
функциясы у  = f (x )  функциясына кері 
функция деп аталады.

у = f ( x )  функциясына кері функцияны 
табу үшін осы теңдікті х-ке байланысты шешу 
жеткілікті. Тек өзара бір мэнді сәйкестік жиынын анықтау қажет.

Мысал 1.6. у  = Зх, D(y) = R, Е(у) = R функциясына кері функция х  = -  ,

1

у = с
с

о X

Сурет 5.1

D{x) = R,E{x) = R.
Мысал 1.7. у  = х , х  Е [0; 1] = D(y), Е(у) = [0, 1] функциясына кері функция

х =  ^ у , а д  = [ о ; і ] , а д  = [о;і].
б) у = х 2, D(y) = [-1; 1], Е(у) -  [0; 1] функциясына кері функция жоқ, себебі 

у = і  болса, Х\ = - \ ’ ХХ= \  болады. Яғни, бір мэнді сәйкестік жоқ.
Анықтамадан байкалғандай, кері функция бар болуы үшін f  функциясы D 

мен Е  жиындарының арасында бірмәнді сәйкестік орнатуы қажет.
Демек, бірсарынды функциялар кері функцияға ие. у  = f(x)  пен х = ф(у) кері 

функциялардың графигі бір сызық болады.

1.4. Күрделі функция

Анықтама 1.8. Егер у айнымал u-дың функциясы, ягни у = /(и ), ал и 
айнымал х-тщ функциясы, ягни и  = g(x), болса, онда у-ті х-тің күрделі 
функциясы деп атайды.

Күрделі функцияны функцияныц функциды, функциялардыц суперпози- 
циясы, функциялардыц композициясы деп те атайды да оны у = /[g(x)] түрінде 
жазады.

Мысалы, у  = cos(x2 + 3) күрделі функция, мұнда и = х 2+ 3, у = cosu.
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У = с = const; у  = х  , a е R; у  = ах, а > 0, а £ \ , у  =logax, a > О, а Ф 1; у  = 
sinx; у = cosx; у = tgx; у = ctgx; у = arcsinx; у = arccosx; у = arctgx; у = arcctgx 
функциялары негізгі элементар функциялар деп аталады.

Бұл функциялардың графиктері суреттерде көрсетілген.
1) у = с, с = const (сурет 5.1).
2) Дэрежелі функция у = х°, a G R (сурет 5.2).

1.5. Негізгі элементар функциялар және олардың графиктері
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3) Көрсеткішті функция у  = ах, а > 0, а Ф 1 (сурет 5.3).

4) Логарифмдік функция у  = loga х, а > 0, а  Ф 1 (сурет 5.4).

5) Тригонометриялық функциялар у  = sinx, у  = cosx, у  = tgx, у  = ctgx (сурет 
5.5).

лу
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6) Kepi тригонометриялық функциялар у  = arcsinx, у = arccosx, у = arctgx, у 
= arcctgx (сурет 5.6).
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1.6. Элементар функция

Анықтама 1.9. Элементар функция деп негізгі элементар функцияларға 
қосу, азайту, көбейту, бөлу амалдарын жэне саны ақырлы күрделі функцияны 
алуды қолдану нәтижесінде табылатын бір ғана аналитикалық өрнекпен 
жазылған функцияны атайды.

sin3jc _ 2
Мысалы, у = 5 ; у = log2(5x +ух); у = arctg(3x -  5x) элементар функ-

циялар. 

У =
2х,х  > 1, 

г2 + 3
: > 1. V  хкх  <  і-’У = элементар функциялар емес.

— к=о '

§ 2. Тізбек жэне онын шегі

2.1. Сандық тізбектер

Анықтама 2.1. Натурал аргументті /(п ) функциясының аргументінің өсуі 
бойынша реттелген {/(1), /(2), /(3), ... /(п ), ...} мәндер жиыны сандық тізбек 
немесе тізбек деп аталады.

f ( n ) = хп тізбектің n-мүшесі немесе жалпы мүшесі деп аталады, ал тізбек 
{хп} немесе {/(п)} түрінде жазылады.

Тізбектің жалпы мүшесі берілсе, онда тізбек берілген делінеді. Мысалы, 

хп = уп =~£ ’ zn = 2п+і жалпьІ мҮшелеРге сэйкес тізбектер:

{Х».}

{Уп} = { і -

= { з '5 '7 ' " '2 ^ + І ' " '} -
Тізбектің сан осіндегі кескіні, тізбек мүшелерінің кескіні -  нүктелер тізбегі 

болады.
Анықтама 2.2. {хп } тізбектің мүшелері, кез келген п Е N  үшін |х„| < М  

теңсіздігі орындалатындай М  > 0 саны табылса, {хп} шенелген тізбек деп 
аталады.

Мұндай сан табылмаса шенелмеген тізбек деп аталады.
Мысалы, хп = -  тізбегі шенелген, себебі барлық n G N үшін |^| < 2, ал хп = 

п 2 п 
п2 тізбегі шенелмеген, себебі п өскен сайын п -та өседі.

Анықтама 2.3. {хп} тізбектің барлық мүшелері үшін хп+1 > хп(хп+1 > хп )
теңсіздік орындалса онда {хп} өспелі (кемімейтін) тізбек деп аталады. Осы сияқгы
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* n + i  <  xn ( * n + i <  xn) теңсіздігі орындалса {xn} кемімелі (өспейтін) тізбек дел
аталады. Өспелі, кемімелі, өспейтін жэне кемімейтін тізбектер бірсарынды 
тізбектер деп аталады.

Мысалы, хп =  п2 өспелі, ал уп = — кемімелі тізбек.sn п2+1

2.2. Сандық тізбектің шегі

Анықтама 2.4. Егер кез келген е > 0 саны үшін N(e) > О саны табылып, 
барлық n > N(e) нөмірлі мүшелері үшін

\хп -  а| < e (5.1)
теңсіздігі орындалса, онда а санын {*„} тізбектің шегі деп атайды.

Шек lim  х п — а  немесе хп —► а, п —у оо түрінде жазылады.
Я-> оо

Бұл жағдайда {хп} тізбегін а санына жинақталатын, немесе а санына 
ұмтылатын тізбек дейді. Анықтаманы қысқаша былайша жазуға болады:

(Ve > 0, 3N(e), Vn > N (e)): \хп -  а\ < е »  lim  хп = a
П->СС

Анықтама 2.5. Егер lim ап = 0 болса, онда {ап} тізбекті ақырсыз кішкене
П - ю о

тізбек деп атайды.
Анықтама 2.6. Кез келген А > 0 саны үшін N(A) > 0 саны табылып, 

барлық n > N(A) нөмірлері үшін |xn| > А теңсіздігі орындалса, онда {дсп} 
тізбекті ақырсыз үлкен тізбек деп атайды.

Мысал 1.7. lim = 1 теңцігін дәлелдеу керек.
п ~*00 п

Шешуі. Анықгама 2.4 бойынша Ve > 0 үшін, N(e) натурал сан табылып, 
барлық n > N(e) нөмірлер үшін — і |<  е орьшдалса, 1 саны хп = n G N

Іп+Зтізбектің шегі болады, я ғ н и -------1 =  -  <  е. Бұл теңсіздіктен п > - .  Демек, п > N

=^] , мұндағы [j] саны ^ санның бүтін болігі. Егер е > 3 болса, онда бүтін бөлік 

ретінде + 1 санды алуға болады. Сонымен, Ve > 0 үшін сэйкес N(e) саны
n + 3көрсетілді. Сонымен, lim —  = 1.П-*00 П

Дербес жағдайларда: е = 0,1 болса 7V(0,1) = 30, е = 4 болса N(4) = 1, 
N(0,01) = 300 т.с.

\хп -  а\ < е
теңсіздіктің геометриялық мағынасын анықтайық:

\хп-  a | < e = » - e < x n - a < e ^ a - e < x n < a  + e.
Соңғы қос теңсіздіктен барлық хп мүшелер n > N(e) болғанда a нүктесінің 

е -  маңайында жататындығы көрінеді.
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2.3. Сандық тізбектер туралы негізгі теоремалар

Теорема 5.1. Егер lim xr ~ a  болса, онда {xn -  a} = {an} тізбек ақырсыз 

кішкене тізбек болады.
Дәлелдеуі. lim  х п = а  болсын. Онда кез келген е > 0 үшін N = N(s) нөміріоо

табылып п >  N  (е) болғанда |ап| = \хп -  а\ < е болады. Яғни хп = a + ап түрінде 
жазуға болады. Керісінше, хп = а + ап, мұндағы {ап} ақырсыз кішкене тізбек, 
түрінде жазуға болса, онда l im х п = 1ітхп(а + ап) = а + 0 = а.

П—>00 л—»оо

Ақырсыз кішкене тізбектің анықтамасынан оның мынадай қасиеттері 
шығады:

1. Ақырлы санды ақырсыз кішкене тізбектердің алгебралық қосындысы 
ақьфсыз кішкене тізбек болады;

2. Ақырлы санды ақырсыз кішкене тізбектердің көбейтіндісі ақырсыз 
кішкене тізбек болады.

3. Шенелген тізбектің ақырсыз кішкене тізбекке көбейтіндісі ақырсыз 
кішкене тізбек болады.

4. Ақырсыз кішкене тізбектің тұрақты санға көбейтіндісі ақырсыз кішкене 
тізбек болады.

Теорема 5.2. Жинақты {хп} тізбектің тек бір ғана шегі болады.
Дәлелдеуі. Кері жориық, яғни жинақты тізбектің екі шегі бар болсын дейік,

£яғни lim хп= a, lim хп = Ь, аф Ъ. Қарсы жоруымыз бойынша V -  > 0 саны үшін
71—»оо 71—>00 2

N  (е) нөмірі табылып, барлық п > N  (е) нөмірлер үшін \хп -  а \ < -  теңсіздігі
1 1 2

орындалады. Осы сияқты N  (е) нөмірі табылып, п > N  (е) теңсіздікті
£қанағаттандыратын барлық п  үшін \хп -  Ъ\ < -  теңсіздігі орындалады. Олай 

болса, n > N(e) = max{iV(e), TV (е)} болғанда \хп -  а\ < \ , \хп - Ь \ < ^  теңсіздіктері
1 Z 2 2

£
бірдей орындалады. Сондықтан, \а -  Ь\ = \а -  хп + хп -  Ц < \а -  хп\ + \хп -  Ъ\ < -  
+ 1 = s. Демек, а = Ъ, яғни қарсы жоруымыз дұрыс емес.

Теорема 5.3. Жинақты {хп} тізбек шенелген.
Дәлелдеуі. lim хп = а болсын. Анықтама 2.4 бойынша кез келген Ve > 0 үшін

71-* СО
N(e) табьшып, барлық n > N(e) үшін \xn\ = \xn -  a + a\ < \x -  a\ + \a\ < e + |a| 
теңсіздігі орындалады. Енді maxflxj, \x2\, ..., \xj ,  e + |a|} = M деп алсақ, онда
барлық п  үшін \хп\< М  болады.

Ескерту 2.1. Кері тұжырым орындалмайды, яғни кез келген шенелген тізбек 
жинақты емес.

Мысалы, хп = ( - 1 )” тізбек шенелген, бірақ ол жинақты емес. Себебі, тізбек 
(-1) мен 1 мәндерін гана қабылдап, олардың ара қашықтығы 2-ге тең, 
сондықтан кез келген £ > 0 үшін N(e) нөмірі табылмайды.
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Теорема 5.4. Егер limx„= a, lim уп = Ь болса және кейбір TV нөмірінен
71->оо Tl- >00

бастап, яғни n > TV үшін, хп < уп теңсіздігі орындалса, онда а < Ъ болады. 
Дәлелдеуі. Kepi жориық, яғни

a = lim xn > lim yn = b
a b 7 l-> 0 0  n ->0 0

болсын. в = -ү -  > 0 деп алайық. Теореманың шарты бойынша TV (е), TV2(e) нөмірлері 
табыльт, п > TV (е) болғанда |хп -  а\ < е, n > TV2(e) болғанда |уп -  Ь\ < е болады.

N  = max{TV (е), А (̂е)} десек, барлық п > N  үшін уп< b + е = = a -  е < хп
теңсіздегі орындалады. Ал бұл теңсіздік теореманьщ шартына қайшы.

Теорема 5.5. Егер {*„}, {yn}, {zn} тізбектері үшін кейбір нөмірден бастап 
хп < уп < zn теңсіздіктері орындалса жэне lim хп = a, lim zn = а болса, онда

71—>0О 71~>00

limyn = а болады.
71—>00

Дәлелдеуі. Кез келген е > 0 санды белгілейік. Шектің анықтамасы бойынша 
TV (е), TV(e) нөмірлері табыльт, n > TV (е) үшін \хп -  а\ < е, п > А^(е) үшін |zn -  а\ < е.
N(e) = max {TV (е), Л^(е)} деп алсақ хп <уп < zn теңсіздіктерінен: a -  е < хп <Уп<2„
< а+ 8. Демек lim у„= а.

71—>оо

Теорема 5.6. Егер lim хп = a, limyn = b болса, онда
71—>00 71—>oo

а) lim (xn ± y n) = a ±  b, (5.2)
71—>oo

б) limx„ yn = a b, (5.3)
7 l-* 0 0

в) lim = ^  =  J, ЪФ 0 (5.4)
n - >  00 Уп о

Дәлелдеуі. Кез келген 8 > 0 санды белгілеп алайық.
а) Теореманың шарты бойынша ТУ (е), TV2(e) нөмірлері табылып, n > TV (е) 

үшін \хп -  а\ < | , п > ТУ(е) үшін |yn -  b\ < |  теңсіздіктері орындалады. Олай 
болса, n > TV(e) = max {TV (e),TV(e)} үшін:

l(*n + Уп) ~ (<* + b)I = |(x„ -  a) + (yn -  b)I < \xn -  a\ + \yn -  b\< f  + f  = e.
Осы СИЯҚТЫ,

l(*n -  Уп) -  (a -  b)\ = \(xn -  a) + (b -  y„)| < \xn -  a\ + \b -  yn\ < e-  + e-  = e.
б) xnyn -  ab айырымды түрлендірсек:

\хпУп- ab\ = \хп(Уп - b )  + b(xn -  a) < |*n| |y„ -  b\ + \b\ \xn -  a| 
теңсіздік алынады. Теорема 2.2 бойынша {*„} тізбегі шенелген, ягни \хп\ < М, 
Vn € N. Теореманьщ шарты бойынша қалауымызша белгіленген е > 0 саны 
арқылы анықталатын n>TV(e) үшін \хп -  a| < , n>TV2(e) үшін |уп -  Ь\

< — теңсіздіктері орындалатындай TV (е) жэне TVТе) сандары табылады. Егер
2М  1 2
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N -  max {TV (e), Л^(е)} болса, онда n > TV үшін жоғарыдағы теңсіздіктердің екеуі 
де орындалады, яғни:

Iхпуп-  аЬ\ < \хпI |уп-  Ъ\ + Ъ\хп-  а \< М  ^ -  + Ь2 М
б) — — ^ айырымды түрлендірсек — — -  = Г"ь аУп

Уп

5 е . е
Ь| 2 2 £ '

. . Теорема 5.1 бойынша
ІУп ЬI I byn г

хп = а + ап, уп = Ь + рп, мұндағы ап мен /?п ақырсыз кішкене тізбектердің 
жалпы мүшесі, яғни Ііш ап = 0, lim Вп = 0. Сонда

71—>оо оо

\хпЬ-ауп _  ab+ban-a b -a fin Ьссп-аРп 1
ЬУп ЬУп Ъу-п

= 0.
Соңғы бөлшектің алымы, ақырсыз кішкене функциялардың қасиеттері 

бойынша ақырсыз кішкене тізбек, ал бөлімі шенелген тізбек. Сондықтан,

lim
п~> ОО Уп

= lim
71~*оо

Ъап -  а$п
ЪУп
П~> оо

= 0.

Теорема 5.7. (Вейерштрасс). Кез келген бірсарынды шенелген тізбек 
жинақты болады.

Дәлелдеуі. {хп} тізбегі өсетін (кемитін), жоғарыдан (төменнен) шенелген, ал
оның дэл жоғарғы (төменгі) шекарасы М = sup хп (т  = inf хп) болсын.

п 71Супремумньщ (инфинумньщ) жэне бірсарьшды тізбектің анықгамасы бойынша 
эрбір n > N(e) үшін М  -  е < XN(̂ < хп < М < М + е ( т  + е> х >Хп. > m > m -  е)
теңсіздіктері орындалады, яғни lim хп = M=sup хп ( lim хп= т  = inf хп).

П -*С О  п  П~> 00 П

Анықтама 2.8. Кез келген е > 0 саны үшін {хп} тізбектің N(e) нөмірі 
табылып, m > тг > N(s) теңсіздіктерді қанағаттандыратын барлық п, т  үшін

I%п хт\ < £
теңсіздігі орьшдалса, онда {хп} іргелі (фундаменталь) тізбек деп аталады.

Теорема 5.8. (Коши белгісі) {х„} тізбек жинақты болуы үшін оның іргелі 
тізбек болуы қажетті жэне жеткілікті. ([1], Гл.З, §4, Т 3.19)

§ 3. Функцияның шегі 

3.1. Функцияның нүктедегі шегі

Анықтама 3.1. Егер x q нүктесінің (x q е X  немесе I I )  кез келген
маңайында X  жиынның ең болмағанда х Ф xq бір элементі бар болса, онда xq

нүкте X  жиынның шек нүктесі деп аталады.
Анықтама 3.2. (Коши) х  = x q нүкте X  жиынның шек нүктесі болсын.
Егер кез келген е > 0 саны үшін S = 5(e) > 0 саны табылып, \х -  x j  < 5

теңсіздігін қанағаттандыратын барлық х-тар үшін (х Ф х^)
\f(x) -А\<е
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теңсіздігі орындалса, онда А саны f ( x )  функциясының x q нүктесіндегі шегі деп 
аталады.

Шек lim f ( x )  = A түрінде жазылады. Қысқаша жазылуы:
Х-¥Х0

lim / (х )  = Л <=> (V£ >0, 35= 5 (£) > 0, Vx| 0 < |х - х  | < 8) : \f(x) -А \  < г (5.9)

А+Е ■ 
A •

А-Е •

/  ! ; !
О Х«-<У *в х»+<5 *

Сурет 5.7

Функция шегінің геометриялық 
мағынасы: кез келген £>  0 үшін 8 =
8(e) саны табылып, x q нүктесінің 8-
маңайындағы, яғни х  6 (xq -  8, x q + 8)
интервалдағы барлық х-ке сэйкес f ( x )  
мәндері (A -  е, A + е) интервалда 
жатады (сурет 5.7).

Мысал 3.1. lim (Зх-1) = 5 екендігіJC—»2
дэлелденсін.

Шешуі. Ол үшін f ( x )  -  5 = (Зх -  1)- 
5=3х-6 айырымды қарастырайық. f ( x )
-  5 айырымның модулі 3\х -  2| кез
келген х  үшін f ( x )  саны мен 5 санының арақашықтығы болып табылады.

Демек, If (x )  -  5| = Ъ\х -  2| < е теңсіздігі, \х -  2| < |  теңсіздігі орындалғанда ғана 
£

орындалады. Бұдан 8 = -  екендігі шығады.

Мысал 3.2. /  (х) = Х Рационал сан Дирихле функциясының бір де бірх  иррационал сан
нүктеде шегі жоқ, себебі бірде бір е > 0 үшін 8 > 0 саны табылмайды.

Анықтама 3.3. Егер кез келген 8 > 0 саны үшін, 8 > 0 сан табылып, х^<х<
xq + 8 (xq -  8 < х  <*о) теңсіздігін қанағаттандырушы барлық х-тар үшін | f (x )  -  
А\ < е теңсіздігі орындалса, онда А саны f ( x )  функцияның x q нүктедегі оң 
жақтық (сол жақтық) шегі деп аталады жэне
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lim / (x) = A( lim / (x) = A) түрінде жазылады (сурет 5.8).
x->x0 + 0  *->x0 - 0

1—1, erep x < 0 болса,
0, erep x = 0 болса, функция үшін 
+1 erep x > 0 болса.

1іт*_о+о sgnx  = 1, lim .^0_0 sgnx = -1 .
3.2. функцияның аргумент ақырсыздыққа ұмтылғандағы шегі.
Анықтама 3.4. Егер кез келген £ > 0 сан үшін А > 0 сан табылып, 

|х| > Д теңсіздікті қанағаттандырушы барлық х-тар үшін |/(х )  -  А\ < е 
теңсіздігі орындалса, онда А саны / (х )  функцияның х ақырсыздыққа 
ұмтылғандағы шегі деп аталады жэне Ііш / (х) = А түрінде жазылады. Қысқаша

х-юо
жазылуы:

(V£ > 0,ВД(£-) > 0, Vx > Д) :| / ( х )  -  А |< е  <-> l im /(x )  = A
X—>00

Мысал 3.4. lim —— = 1 екендігі дэлелденсін.
Х~>со X

Шешуі. Ол үшін кез келген е > 0 саны үшін А (е) саны табылып, |х| > Д болғанда 
| х+і  л I . . . .------- 1 <  £ теңсіздіп орьшдалатыньш көрсетеміз.

і  1Бұл теңсіздіктен — < в теңсіздігі шығады. Бұдан |х| > -  = Д; демек

lim f l  +  - )  =  1 (сурет 5.9).
х —>оо V xJ

3.3. Ақырсыз үлкен функциялар

Анықтама 3.5. Егер кез келген М >  0 саны үшін 6 = S(M) > 0 саны 
табылып, 0 < |х -  xJ < S теңсіздікті қанағаттандырушы барлық х-тар үшін,
|/(х)| > Мтеңсіздігі орындалса, онда у  = f { x ) функциясы xq нүктесінде (немесе 
х —* xq) ақырсыз үлкен функция деп аталады да Hrп /(х )  =оо деп жазады.

Қысқаша белгілер жәрдемімен жазылуы: (VA/> 0, 3 8{М) > 0, Vx | 0 < |х- x q\ <

$)'■ |/(х ) |> А 0  « 1 іш /(х )  = оо.
х—>х0

Мысалы, / ( х )  = функциясы х = 3 нүктесінде ақырсыз үлкен функция. 
Erep f { x )  функциясы x q нүктесінде ақырсыз үлкен функция болып, тек оң 

мәндерді қабылдаса lim / (х)
X->Xq

lim f ( x )  = -оо деп жазады.
х->х0

+оо деп, ал тек теріс мәндерді қабылдаса
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Мысалы, f ( x )  =  1 функциясы үшін нт ---1—-  = +оо< ал
(х -5 )2 *->s(x-5)

f ( x ) =  —L _  ФУНКЦИЯСЫ үШІН lim  Hi  = -оо •
(х -  2)2 *-»2 (х -  2)2

Келесі тұжырымдарды атап өтейік:
а) х £ N  болып, х  айнымал ақырсыздыққа ұмтылса, оған сэйкес ақырсыз

үлкен функция ақырсыз үлкен тізбек болады.
2

Мысалы, f (n )  = n + 1, п 6 N, тізбек ақырсыз үлкен тізбек болады.
б) х0 нүктесінің маңайында ақырсыз үлкен эрқандай функция шенелмегендігі 

айқын. Керісінше, әрқандай шенелмеген функция ақырсыз үлкен функция бола 
алмайды. Мысалы f ( x )  = х  cos* функция.

3.4. Ақырсыз кішкене функциялар және олардың қасиеттері

Анықтама 3.6. Егер
1 іта (х ) = 0 (5.10)
Х -* Х 0

болса, а(х) функциясы xq нүктесінде (немесе х -* xq) ақырсыз кішкене функция 
деп аталады.

Қысқаша жазылуы: lim а(х) = 0 «=> (Ve > 0, Э<5 > 0, Vx I 0<|х -  х  I <
х->х0 0

<5):|а(х)|<£. х -* оо, х -* +оо, х  -* —оо,х -* х0 — 0,х -* х0 + 0 жағдайларда да
ақырсыз кішкене функция осы сияқты анықталады.

з
Мысал 3.5. а(х) = (х -  2) функциясы х = 2 нүктесінде ақырсыз кішкене 

функция, себебі lim(x -  2)3 = 0.
х->2

2
Мысал 3.6. а(х) = -  функциясы х -» +оо болғанда ақырсыз кішкене 

2
функция, себебі Ііт  — = 0.

х
з

Мысал 3.7. а(х) = функциясы х +оо болғанда ақырсыз кішкене

функция, себебі Ііт  —г= -  0.
х-м“ Vx

Теорема 5.9. Саны ақырлы ақырсыз кішкене функциялардың алгебралық 
қосындысы ақырсыз кішкене функция болады.

Дәлелдеуі. ІітаД х ) = 0 ,1 іта2(х) = 0 болсын.
х~*хо X->Xfl

Анықтама 3.6. бойынша кез келген г > 0 үшін, xq нүктесінің S ((г) > 0, 8^ е) 
> 0 маңайлары табылып, бұл маңайлардағы барлық х үшін:

0 < |х -  x j  < болғанда Іа^х)! < |,
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£ £
8 = m in ^ ,  8^) деп алсақ, xq нүктесінің 5-маңайында |аі(дс)) < І« 0 ) | < -

болады. Онда |а (х) + а (х)| < |а (х)| + |а (х)| < -  + -  = е.
1 2 1 2 2 2

Осы сияқты, а^х) + а^(х) + ... + ат(х) ақырсыз кішкене функциялардың
алгебралық қосындысы үшін де дәлелденеді.

Теорема 5.10. Шенелген функция мен ақырсыз кішкене функцияның 
көбейтіндісі ақырсыз кішкене функция болады.

Дәлелдеуі. /  (х) функциясы х -* xq болғанда шенелген болсын. Онда М  > 0
саны табылып,

1/0)1 < М  (*)
теңсіздігі xq нүктесінің кейбір > 0 маңайындағы барлық х  үшін орындалады.
lim а(х) = 0 болғандықтан, кез келген е > 0 үшін х  -нүктесінің 8 (е) маңайы

Х->Х0 о 2

табылып 0 < \х -  x j  < 82 теңсіздікті қанағаттандыратын барлық х үшін

I аО)І < (**)
теңсіздігі орындалады. 8 = min(5i5 8 J  деп алсақ О < |х -  хо| < 8 болғанда (*),(**) 
теңсіздіктері бірдей орындалады.

Демек, I/O) <*0)1 = 1/0)1 |а(х)| <М- ^ = е.
Салдар 3.1. Егер lim a (х) = 0, lim a (х) = 0 болса, онда lim a (x) • a (x) = 0

X-*X0 1 X~*Xq 2 x->X0 1 1

болады.
Салдар 3.2. Егер lim a(x) = 0 және с  = const болса, онда lim с  а(х) = О

х->х0 х ^ х 0
болады.

Теорема 5.11. Егер lim a(x) = 0 (<х(х) Ф 0) болса, онда -2 -  ақырсыз үлкен
х->х0 a W

функция, жэне керісінше, егер /(х )  ақырсыз үлкен функция болса, онда —

О < |х -  x j  < <$2 болғанда |а20 ) | <

ақырсыз кішкене функция болады.
Дәлелдеуі. lim aO ) = 0 болсын. Онда (V£ > 0, 35 = 8(e) > 0, Vx | 0 < |х -  х | <

Х -> Х о

8) : |аО)| < £, яғни > -£ = М. Демек, ~  акырсыз үлкен функция.

Керісінше, lim /О )  = 00 болсын. Онда (VM> 0, 38 = 8{М) > 0 , Vx | 0 < |х -
х->х0

xQ\ <8) : |/0 )1  > М, яғни,
1

I/O)
1 ^ 1 тт 1------ < — = г. Демек, ----- ақырсыз кішкене

|/(х )1  М ^  fix)
функция.

Теорема 5.12. Егер lim a(x) = 0 жэне lim /О )  = А Ф О болса, ондаr  х->х0 X—*Xq

lim ^77= 0 болады.х->х0 fix)
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Дәлелдеуі. Алдымен —— функциясының шенелгендігін көрсетеміз. £ < \А\
J  I . * . /

деп аламыз. Онда шектің анықтамасы бойынша 5 = 5(f) > 0 саны 
табылып, 0 < |х -  х | < 5 теңсіздікті қанағаттандырушы барлық х үшін | f  (х) -
А\< £ теңсіздігі орындалады.

г > If ( x )  - А \  = \ А -  /(х )I > \А\ -  |/(х ) | 

яғни |/(* ) | > \А\ -  £ > 0. Соңғы теңсіздіктен 

шенелген функция.

болғандығы үшін, \А\ -  |/(х )|

/(*)
<

І/(*)І \A\-e М. Демек

Сондықтан, теорема 5.11 бойынша а ( х ) ақырсыз кішкене функция.
1/001

Теорема 5.13. lim f ( x )  = A болуы үшін a(x) = f ( x )  -  A функциясының x
X-+Xq

x  болғанда ақырсыз кішкене функция болуы, қажетті және жеткілікті, яғни
f ( x ) = A  + a(x). (5.11)

Қажеттілігі. а(х) = / ( х )  -  А функциясын қарастырайық. Мұнда lim f(x)  =
х-*х0

А болсын. Демек, (Vf > 0,35 = 5(f) > 0, Vx | 0 < \x -  x j  < 5): |/(x ) -A| < £, ягни 
|/(x )  - A  < e. Бұл теңсіздіктен lim a(x) = lim ( f  (x) - A )  = 0 екендігі көрінеді.

X - > X 0  x - * x 0

Демек, a(x) = f ( x )  -  A функциясы ақырсыз кішкене функция. 
Жеткіліктігі. f ( x ) = A + a(x) болсын, мұнда lim a(x) = 0. Яғни (Vf > 0, 35 =

x~>x0
5(e) >0 , Vx | \x -  x j  < 5 ): \a(x)\ < £. Шарт бойьшша / (x )  = A + a(x), яғни a(x) 
= / ( x )  -  A. Шектің анықтамасы бойынша: (Vf > 0, 35 = 6(e) > 0, Vx | 0 < x -  x  ̂
< 5): |/(x )  — A I < £. Демек, lim /( x )  = A.

x ^ x 0
Ескерту 5.1. Теоремалар x -» xq болғанда дэлелденді. Бірақ б р  

теоремалар х -> оо болғанда да орынды.

3.5. Шектер туралы негізгі теоремалар

Теорема 5.14. Саны ақырлы f i ( x ) , f 2(x) , ..., f n(x) функциялардың xq нүктеде
(x -» oo) шектері бар болса, онда олардың алгебралык қосындысының да шегі 
бар болады жэне

lim [/і(х) + / 2(х) + ••• + /„ (х)] = 1ітД(х) + 1 іт /2(х) + ••• + 1 іт /п(х) (5.12)
Х->Х0 Х->Хо х->х0 х-»х0

Дәлелдеуі. Дәлелдеуді екі косылғыш үшін жүргіземіз, себебі кез келген 
сандағы қосылғыштар үшін де осылайша талдау арқылы дәлелденеді. 
lim /  (х) = A , lim f i x ) = А болсын. Онда (5.11) тендік бойынша: /  (х) = А +

X—*Xq 1 I Х~>Х0 2  2  ' l l

a j(x), /Д х) = А2 + a2(x). Мұндағы оДх), оДх) -  ақырсыз кішкене функциялар. 
Демек, /^ х )  + / 2(х) = (А{ + А ^  + (a (х) + а2(х)).
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Мұндағы (Аі + Л2) -  тұрақты сан, ал а((х) + а2(х) функция теорема 5.9 
бойынша ақырсыз кішкене функция.

Рлц ПІ.ТІПЧШ
Jim + f 2(х)) = J i m / lW  +Jim f 2(x).

3x^+2x (  2 \Мысал 3.8. (5.12) формуланы қолдансақ , l im ---- ;—  =  lim (3  +  - )  =
X -> O 0  X 2 »00 V X J

lim 3 + lim -  =3 + 0 = 3.
X-»oo X-»oo X

Теорема 5.15. Егер саны ақырлы Д (х ),/2(х), ... , /й(х) функциялардың xq

нүктеде (немесе х  -» оо) шектері бар болса, онда олардың көбейтіндісінің де 
шегі бар жэне

^ , W T / * ) ^ . . T . ( * ) = J i m / 1(x)•(Д m y 2(*)■ ... Д т / „ «  (5.13)
(Х-»со) (х-»оо) (х-»оэ) (х-»оо)

Дәлелдеуі. Дәлелдеуді екі көбейткіш үшін жүргізейік lim /  (х) = A ,
(*-**о) 1 1
( х - » о о )

lim f  (х)= А болсын.
)У2 2 

(х-*оо)
Функцияның шегін табуды жеңілдететін кейбір теоремаларды қарас- 

тырайық. Теоремалардың мазмұны мен дәлелдеуі х -* xq жағдай үшін келтіріл-
ген. х  -» оо болғанда да осы сияқгы болады.

Дэлелдеулер жазу қысқаша болуы үшін екі функция үшін келтірілген.
Демек, теорема 5.12 бойьшша: f ^ x )  = А^ + а^х), / 2(х) = А2 + а2(х). Онда

/,(* ) / 2(х) = (Ах + а (х)) (А2 + а(х))  = А А г + А р р с )  + А а ^ х )  + а (х) а2(х). 
Мұндағы A А тұрақгы шама, ал 4̂ a  (х) + A^l^ x ) + a^x) a2(x) функция 5.9,
5.10 теоремалар жэне салдар 3.1 бойынша ақырсыз кішкене фикция.

Сондықтан
’ А / . (х) V  <£■” /,<*> (513а)

(х-*оо) (*-><») (х-*00)
Салдар 3.3. Тұрақты көбейткішті шек таңбасының алдына шығаруға

болады. Шынында да lim /(х )  = А, с -  тұрақты сан болса, онда lim с = с
(*-»*(>)
(*-*“ )

болғандықтан lim с • /(х )  = lim с lim / (х) = с lim / (х) = сА.
(*->Хо) (х~*Хо) (х->х0у  (Х->Х0)
(Х-*оо) (х —*оо) (х-» 0 0 ) (Х-»оо)

Салдар 3.4. Егер lim / (х )  = А болса онда
х->х0

lim [/(x )]n =  Ап, п  е  N (5.14)
х->х0

2 2 2
Мысал 3.9. Нт4х = 4Н тх = 4  3 = 4  9 = 36

х-*3 х-*3
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бар болса жэне f 2(x) функциясының шегі нөлге тең болмаса, онда xq нүктеде
/іОО бөліндінің шегі бар болады жэне

Теорема 5.16. Егер f  ̂ х )  жэне f 2( x )  функцияларының xq нүктесінде шектері

,  ,  л Іігп Һ ( х )  
1іт  ■> 1W _  *~**о 

х ^ х 0 / 20 0  J i m / 2(X)’
(5.15)

X-*XQ

Дәлелдеуі. lim f  (х) = A , lim f  (x) = А болсын
X->X0 1 1 x->x0 2 2

Демек, теорема 5.13 бойынша f  (x) = A + a (x), / 2(x) = A2 + a2(x). Мұндағы 
af(x) жэне a2(x) функциялар xq нүктесінде ақырсыз кішкене функциялар. Келесі

A + l
(А1 + а1 (х) АЛ

\ ~ Аі +
Аг 1̂А2 + а 2(х) А2)1 а2 +

^ 2gi(x) — А1а2(х) 
А2(А2 + а2(х))

тепе-теңдік орынды:
А(х) _  А1 + а1 (х)
/ 2(х) “  А2 + а 2(х) ~

А (*) = Лг А2а1(х) - А ха 2{х)
ЯҒНИ' / 2(*) А2 А2(А2 +  а 2(х))

.  ,  A1 А2а і(х )-А іа 2(х) .М ұндағы----- тұрақты шама, а л --------------— — ақырсыз кішкене функция,
А2 А2(А2+а2(х))

себебі А2 a ^х)  -  А^ а2(х) функциясы 5.9, 5.10-теоремалар бойынша ақырсыз 
кішкене функция, ал А£А2 + a2(x)) функциясы А2 *  0 санға ұмтылатын
функция.

Сондықтан, lim f i M  J i g / 'W
’ x-*x0 f n  (x) lim / 2 (x)’

^  x->x0
Мысал 3.10. (5.15), (5.14), (5.13), (5.12) формулалары бойынша 

Зх — 7 И т(3х — 7) ЗН тх — 7 3 .1  -  7 - 4

7lim
x-*i 2х + 5 Н т(2х +  5)

х->1
2Н тх +  5

Х->1
2 -1  + 5

Теорема 5.17. xq нүктесінің кейбір маңайында анықталған (xq нүктеде
анықтамауы да мүмкін) /(х ), g(x) жэне һ(х) функциялары арасында

f  (х) < g{x) < һ(х) арақатыстар орындалса жэне lim f ( x )  = lim һ(х) = A,
х->х0 x->x0

болса, онда lim g(x) = + болады.
X->X0

Дәлелдеуі. f (x )  < g(x) < h(x) арақатыстан f ( x )  - л  < g(x) -  A < h(x) -  A 
арақатыс шығады; шарт бойынша lim f ( x )  = lim h(x) = A. Сондықтан кез келген

x->x0 x->x0
e > 0 үшін xq нүктесінің кейбір маңайы табылып, бұл маңайдың барлық х
нүктелері үшін -  е < f (x )  -  A < е, -  е < һ(х) -  A < е теңсіздіктері орындалады, 
демек, -  £ < g(x) -  A < £ қос теңсіздік те орындалады, яғни, lim g(x) = A

x->x0
болады.
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Теорема 5.18. Егер х  —► x q (немесе х -* оо) нүктесінің кейбір маңайында f ( x )  
> 0 жэне lim f ( x )  = А болса, онда A > 0 болады.

Х -> Х 0

Дәлелдеуі. А < 0 деп кері ұйғарайық. Онда |f{x) -  А\ >\А\ болады. Демек, 
f(x)  -  А айырым х  —► xq болғанда нөлге ұмтылмайды, яғни A < 0 саны
функцияның нүктедегі шегі емес. Сондықтан А < 0 деген ұйғарым дұрыс емес, 
ягни А > 0. Осылайша талдау арқылы, егер f ( x )  < 0 болса, lim f (x )  < 0 екендігі

* - * * o

дэлелденеді.
Теорема 5.19. Егер х  = x q (х = оо) нүк-

тесінде шектері бар, f ( x )  жэне g(x) функ- 
циялардың сэйкес мәндері f (x )  > g(x) 
теңсіздікті қанағаттандырса, онда 
lim f (x )  > lim g(x) болады.

x->x0 X^XQ
Дәлелдеуі. Шарт бойынша f (x )  -  g(x) 

> 0. Онда теорема 5.18 бойынша
lim (f (x) -  g(x)) >0, немесе lim f ( x )  -

x - > x 0  x - > x 0

lim g(x) > 0, ягни lim/(x:)> limg(x).
x - * x 0  x - * x 0  X - > X q

Мысал 3.11. lim sin* = 0 екендігін дэлелдейік.
x->x0

Сурет 5.10 бойынша OD =  1, U DF = x, DE = sinx. sinx < x  болады, ал x < 0 
десек, |sinx| < \x\ болады. Онда 5.18 жэне 5.19 теоремалардан lim sinx = 0
екендігі шығады.

Теорема 5.20. Егер айнымал шама у  өсуші (немесе кемуші) болса жэне 
жоғарыдан (төменнен) шегараланган болса, ягни у  < М (у > М), онда бұл 
айнымал шаманың шегі бар, ягни limy = А болады, мүндағы А < М(А>М).

Дәлелдеуі. Ү = {у} сан жиынын қарастырайық жэне {у} жогарыдан 
шегараланган жиын болсын.

Теорема 1.1 бойынша бұл жиынның дэл жогары шегарасы бар, оны А 
арқылы белгілейік, ягни sup {у} = А. А саны дэл жогары шегара болгандыгы 
үшін кез келген £ > 0 сан үшін у 6 Ү элемент табылып, барлық у > у 
элементтер үшін у > А -  £ болады. Екінші жагынан, дэл жогары шегараның 
анықтамасы бойынша у  < А < А + £ теңсіздік орынды. Демек у >  у барлық 
элементтер үшін |у - А  \ < £ теңсіздік орындалады 

Сондықтан limy = А.
Келесі екі теореманы дэлелсіз келтіреміз.
Теорема 5.21. (Коши) f ( x )  функциясының х = x q нүктесінде шегі бар болуы

үшін, кез келген £ > 0 үшін S = 5(е)> 0 саны табылып,
0 < \х‘- х о\ < S, 0 < \ x " - x j  < S (*)

шарттарын канағаттандырушы аргументтің кез келген х' жэне х ” мәндері үшін
\ f{x’) - f ( x " ) \ < £  (**)
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теңсіздігінің орындалуы, қажетті жэне жеткілікті. ([1], гл.6, §3)
(*)> (**)шарттары Коши шарттары деп аталады.

Теорема 5.22. (Бірсарынды функцияның шегі). Егер бірсарынды /(х) 
функциясы х < х (х > х )  болғанда шенелген болса, онда оның lim /(х )  = f (x  -

° o' x -> x 0 - 0  o

0) сол шегі (^ Hm+o/(x )  = f ( x Q + 0) оң шегі) бар. ([ 1 ], гл.6, §3)

3.6. Бірінші және екінші тамаша шектер

Тригонометриялық функциялар кіретін өрнектердің шектерін есептеуде 
бірінші тамаша шек деп аталушы

sinx
lim ------= 1  (5.16)
х->0 X

шек жиі қоланылады.
Келесі түрдегі шек

lim (1 + -)*= е, 6 = 2,7182818284590... (5.17)
Х-*оо X

екінші тамаша шек деп аталады: (5.17) теңдікте а = -  (х -* со болғанда а -» 0) 
ауыстыруын енгізсек, ол

Н т(1 + а)й = е (5.17а)а-»0
түрінде жазылады (5.16) жэне (5.17) теңдіктердің қысқаша дэлелдеуі VI тарауда 
келтіріледі.

§ 4. Эквивалент ақырсыз кішкене функциялар

4.1. Ақырсыз кішкене функцияларды салыстыру

Ақырсыз кішкене екі функцияның қосындысы, айырымы, көбейтіндісі 
ақырсыз кішкене функция болатындығы белгілі. Екі ақырсыз кішкене 
функцияның қатынасы эртүрлі болуы мүмкін: ақырлы сан; ақырсыз кішкене 
функция; ақырсыз үлкен функция; ешқандай шекке ұмтылмайды.

Екі ақырсыз кішкене функциялар олардың қатынасы арқылы салыстырылады. 
а(х) пен /?(х) функциялары х -» х болғанда ақырсыз кішкене функциялар

болсын: lim a(x) = 0, І іт  в(х) = 0.
х->х0 х ^ х 0

1. Егер І іт  ~ ~  = А Ф 0 болса, онда а(х) пен В(х) функциялары х
х->х0 р (ч  о

нүктесінде (немесе х —* xq) бірдей ретті ақырсыз кішкене функциялар деп 
аталады жэне а(х) = 0[/?(х)] белгіленеді.
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функдиясын /?(х) функциясымен салыстырғанда жоғары ретті ақырсыз кішкене 
функция деп атайды және а(х) = о[/?(х)] деп белгіленеді.

2. Егер Jim  -  j ^ =  0 болса, онда x q нүктесінде (немесе х  —> xq) а(х)

3. Егер Jim = ^ |^=оо болса, онда а(х) функциясы /?(х) функциясымен 

салыстырғанда төменгі ретті ақырсыз кішкене функция деп аталады.
4. Егер Jim = жоқ болса, онда а(х) пен /?(х) функциялары салыстырыл-

майтын ақырсыз кішкене функциялар деп аталады.
Ескерту 4.1. х -* ±оо, х —► xq ± 0 болғанда да ақырсыз кішкене функциялар

осы ережелер бойынша салыстырылады
Ескерту 4.2. Ақырсыз үлкен функциялар да осы ережелер негізінде 

салыстырылады.
2 2

Мысал 4.1. а(х) = 3(х -  2) , /?(х) = 5(х -  2) функциялардыц х -» 2 
болғандағы реті анықталсын.

2 2
Шешуі. х —»2 болғанда 1ітЗ(х -  2) = 0 , 1іт5(х -  2) = 0 , әрі реттері бірдей

3(х—2)2ақырсыз кішкене функциялар: lim —— = lim —---- — = -  Ф 0.r  -TJ r x-»2 5(x-2)2 5
3 2

Мысал 4.2. a(x) = 2(x -  1) , /?(х) = 4(x -  1) функциялардың x -* 1
болғандығы реті анықталсын.

3 2
Шешуі. Iim2(x -  1) =0, lim4(x -  1) =0. a(x) реті жоғары ақырсыз кішкене*-*1 х-»1

a ex') 2 (х — 1
функция, өйткені lim ——  =  lim —---- — =  lim -  ■ (x -  1) = 0.

x -* l P { X ) X - > 1  4 ( x - l ) 2 X - > 1 2
Ал /?(x) реті томен ақырсыз кішкен функция,

' 2 2
lim = lim - j — = lim
x-+i a(x) *-* i 2 (X -1)3 x -* l x —1

2 . l

ақырсыз

= 00 .

өиткені

Мысал 4.3. a(x) = 4x sin-, P(x) = 2x функциялары x 0 болғанда
салыстырылсын. 

Шешуі. lim
a (x )  4 x 2 s in -  x

..... ——  = l im -------= 21im sin-. Бұл шек жоқ. Демек, бершген
х->о /?(х) х - о  2 х2 х->о х ■**

ақырсыз кішкене функцияларды салыстыруға болмайды.

4.2. Эквивалент ақырсыз кішкене функциялар және олардың 
қолданулары

lim a(x) = 0, lim /?(х) = 0 болсын.
х->х0 х->х0

Аныктама 4.1. Егер lim = 1 болса, онда х0 нүктесінде a(x) жэне /3(х) 
F х - х 0Р(х)

функцияларын эквивалент ақырсыз кішкене функциялар деп атайды.
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Эквивалент ақырсыз кішкене функциялар а(х) 
Мысалы х  ► 0 болғанда sinx ~ х, өйткені sin*

lim ----- = 1;

lim liml

x
X->0

P(x) деп белгіленеді, 

tgx ~ x, өйткені

x-»o X  
x->0

= ! ■ - = !
lim cosx

Теорема 5.23. Егер x  

бар болса, онда
болғанда а(х) ~ а (х), Р(х) ~ Р^х) жэне Нш

х  >0 Р \ \Х )

а(х ) а М
*™о(](х) х -^оР^х)

Дәлелдеуі. lim «00

lim

х - > х 0 Р ( х )

“ (д°  lim

(«00 « і М . РiW ^ = lim (
W ) « lW  Pi(x)J X->X0 \

(5.18)

Pi00. 
№

lim 1 1 1 і т £іЙ) = И т “^ )« і0 0 \ =
Pl(.x)J X̂ >x0 “lOO Х->Х0 P(x) X~>X0 Plix) ' X->X0 Pl(x) X^Xq Pl(x)

Осы сияқты lim -  lim -г~т = lim болатындығы айқын.x- » * 0  P(x) X^Xo P(x) x—*x0 Pi(x) ^
Демек, екі ақырсыз кішкене функциялардың қатынасының шегі, олардың

екеуінде немесе біреуін эквивалент ақырсыз кішкене функциямен алмастырсақ,
өзгермейді.

Мысал 4.4. lim tg4* есептелсін. 
х - * 0  sin 6 х

Шешуі. х —> 0 болғанда tg4x ~ 4х, sin6x ~ 6х екендігін ескерсек (5.18) 
бойынша:

tg4x 4х 4 2
lim . . =  lim —  = -  = 
х-*0 sin 6х х^о 6х 6 3

Теорема 5.24. Екі эквивалент ақырсыз кішкене функциялардың айырымы, 
олардың әрқайсысымен салыстарғанда жоғары ретгі ақырсыз кішкене функция 
болады.

х 0 болғанда а(х) ~ Р(х) болсын. Онда lim =Дэлелдеуі. х----------------------------  -------- ------------------- аМ

lim  ( і  — ^ т т )  = 1 - 1 = 0 ;  осы сияқты lim = 0.
х->х0 V «00/ х^х0 Р(х)

Кері тұжырым да орынды: а(х) -  Р(х) функциясы а(х) жэне /?(х) ақырсыз
кішкене функциялармен салыстырғанда жоғары ретті ақырсыз кішкене функция
болса, онда ot(x) ~ /?(х).

Шынында да 0 = lim
x - > x 0

a ( x ) - P ( x )
Hmx->Xr. \  a { x ) j

1 -  lim P(X)
x - > x 0 « 0 0a 0 0  x - > x 0

Яғни, lim = 1. Демек, P(x) ~ a(x). 
x - * x 0 « 0 0

Теорема 5.25. Ақырлы санды реттері эртүрлі ақырсыз 
функциялардың қосындысы төменгі ретгі қосылғышқа эквивалент.

кшікене
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Дәлелдеуі. Теореманы екі функция үшін дәлелдейміз Ііш а(х) = 0, Ііш Р(х) =
х->х0 х->х0

0 жэне lim = 0, яғни а(х) жоғары ретті ақырсыз кішкене функция болсын.х->х0 Р(х)

Онда lim lim  Ш -  + l )  - l im  й
х -» х п р ( х )  * -> х 0 \ р ( х )  /  a

Р(х) + 1 = 0 +  1 = 1.
х - > х 0 а ( х )

Демек, х  -> х0 болғанда а(х) + Р(х) ~ Р(лг).
Ақырсыз кішкене функциялардың қосындысында эквивалент қосылғыш 

қосындының басты бөлігі деп аталады.
Ақырсыз кішкене функциялардың қосындысын басты бөлігіне алмастыруды 

жоғары ретті ақырсыз кішкене функцияларды ескермеу деп атайды.

Мысал 4.5. lim
6х+ 5хі

х->0 sin 3 x
шек есептелсін.

Шешуі: lim 6х+5х - lim 6 х
..... . = lim — = 2.
Х-+0 Sin З х  Х~*0 З хх —*0 S in 3 * I

Өйткені лг —*• 0 болғанда 6х + 5х ~ 6х, sin3x ~ Зх.
Эквивалент ақырсыз кішкене функцияларды қолдануларын қарастырайық.

1. Шектерді есептеу

^  түріндегі анықталмағандықтарды ашуға ақырсыз кішкене функцияларды
эквивалент ақырсыз кішкене функциялармен алмастыру мен эквивалент 
ақырсыз кішкене функциялардың басқа да қасиеттерін қолдану өте пайдалы.

Шектерді есептеуде қолданылатын маңызды эквивалент ақырсыз кішкене 
функцияларды келтірейік:

1. siruc ~ д: (дс ->0); 2. tgx~ х(х _> 0);

3. arcsinx ~ х(х -> 0);

5.1 -cosx ~ ү ( х  _>0);

7. a * - 1  ~х  • Іпа (х _► 0); 

9.1п(1 +  х) ~х(х  —> 0);

4. arctgx ~ х (х _► 0);

6. ех -1  ~ х  (х  0); (5.18а)

8. loga( l  +  х)  ~х- loga е(х -> 0); 

10. (1 +  х ) к- 1 ~ к ■ х, к > 0 (х -* 0);

Vl +  х  -  1 х.
Ескерту 4.3. Бұл эквиваленттер х  айнымалды а(х) функциямен 

алмастырғанда да орынды, тек х  -» х0 болғанда lim а(х) = 0 болуы керек.

Мысал 4.6. lim arcsm 6x табылсын

Шешуі. х
х -+ 0  arctg 2 х  

' 0 болғанда arcsin6x - 6х, arctg2x
,. arcsin 6х .. 6х 6lim -----------= lim —  =  l i m - =3.х->0 arctg 2х *-»0 2х х->0 2

~ 2х екендігін ескерсек:
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2. Жуықтап есептеулер

Егер х -*■ xq болғанда а(х) ~ Р(х) болса, онда а(дс) = Р(х) + (а(х) -  Р(х))
теңцікте а(х) -  Р(х) жоғары реттік ақырсыз кішкене функцияны ескермесек, 
онда а(х) ~ Р(х) жуықтау теңдігін аламыз:

а(х) = р(х) (5.19)
Жуықтау теңдігі берілген ақырсыз кішкене функцияны басқа бір ақырсыз 

кішкене функция арқылы өрнектеуге мүмкіндік береді.
(5.12) эквиваленттіктер х-тің кішкене мэндерінде орындалады; негұрлым х 

кішкене болса жуықгау формуласы дәлірек болады.
Мысал 4 .7 .1п1,032 санының жуық мэні табылсын.
Шешуі. (5.18а) формулалар бойынша 1п(1 + х) ~ х, х  —*■ 0 болғанда, 

екендігін ескерсек 1п(1 + 0,032) ~ 0,032. Логарифмдер кестесіндегі мэні In 1,032) 
~ 0,031498.

§ 5. Функцияның үзіліссіздігі

5.1. Функцияның нүктедегі және интервал мен кесіндідегі үзіліссіздігі

Анықтама 5.1. x q нүктесі мен оның кейбір маңайында анықталған f(x) 
функциясы үшін, оның x q нүктесіндегі шегі мен мэні тең, яғни

lim f ( x )  = f ( x  ) (5.20)
х->х0 о

болса, онда f{x)  функциясы x q нүктесінде үзіліссіз функция деп аталады.
(5.20) теңдік үш шартты қамтиды:
1) f ( x )  функциясы x q нүктесінде жэне оның кейбір маңайында анықталған.
2) f ( x )  функциясы х —> x q болғанда оң жэне сол жақ шектері бар жэне олар 

өзара тең.
3) f ( x )  функциясы xq нүктесіндегі шегі оның осы нүктедегі мәніне тең.

lim х  = х  екендігін ескерсек (5.20)
х->х0 о

теңдікті келесі түрде жазуға болады:
lim /(x ) = /(lim  x) = f ( x )  (5.20a)
x->x0 x->x0 о

Демек, үзіліссіз функциялар үшін lim мен 
/  белгілерінің орнын ауыстыруға болады.

Түрақты санның шегі өзіне тең болған- 
дықтан (5.20) теңдікті түрлендіруге болады: 

lim [ f(x)  -  f ( x  )] = 0; =) lim Ay = 0.
X - 0->0 J v 0/ J  ДХ-.0

Сурет 5.11
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Мұндағы Дх = х -  x q  аргумент өсімшесі, Ay = / ( x ) -  /(лг0) функция 
өсімшесі деп аталады (сурет 5.11). Демек, (5.20) теңдікті

lim Ду = 0 (5.206)
түрінде жазуға болады.

Мысал 5.1. у  = cosx функциясын үзіліссіздікке зерттеу керек.
Шешуі. Кез келген х sD(cosx) нүктесін белгілеп, оған Ах өсімше берсек,

Ay = cos(x + Дх) -  cos* = -2sm  — -—  ■ sin— -—  = -2 s in (x + y ) sin-^-.

Ax —* 0 деп шекке көшсек, sin(x+ шенелген функция, sin ақырсыз 
кішкене функция болғандықтан, lim Ду = 0 болады.

Дх->0
Демек, у  = cosx функциясы өзінің анықталу аймағы (-оо; +оо) интервалдың 

кез келген нүктесінде үзіліссіз функция.
Анықтама 5.2. Егер lim f ( x )  = f ( x  ) ( lim f ( x )  = f ( x  )) болса, онда f(x)

X-*Xq + 0  0 x —>Xq —0 0

функциясы xn нүктесінде оң жақтан (сол жақтан) үзіліссіз деп аталады.
< х < 2 функция үзіліссіздікке зерттелсін.Мысал 5.2 /(х )  = „1 v ’ (2х + 1, 2 < х < 3

Шешуі. Функцияның анықталу жиыны D{f) = [0; 3]. х = 0 нүктесінде оң
жақтан үзіліссіз, х = 2 нүктесінде сол жақтан үзіліссіз, х = 3 нүктесінде сол
жақтан үзіліссіз. Шынында да:

f(0) = 0 =0, lim /(х )=  lim х =0 =0;
Х->0+0 ДГ-*0+0

/(2) = 2 =4, lim / (х ) =  lim х =2 =4;
Х - > 2 + 0  х->2+0

/(3) = 2 • 3 +1 =7, lim f ( x )=  lim (2х + 1) = 2 3 + 1=7.
дг-*3+0 х-»3-0

Анықтама 5.3. Егер /(х )  функциясы (a, b) интервалдың эрбір нүктесінде 
үзіліссіз болса, онда /(х )  функциясы (a, b) интервалда үзіліссіз функция деп 
аталады.

Анықтама 5.4. Егер f (x )  функциясы (а, Ь) интервалда үзіліссіз, х = а 
нүктесінде он жақтан жэне х  = b нүктесінде сол жақтан үзіліссіз болса, онда 
/(х ) функциясы [а; Ъ] кесіндіде үзіліссіз функция деп аталады.

5.2. Функцияньщ үзіліс нүктелері

1. Функцияньщ үзіліс нүктелері және олардың түрлері
Анықтама 5.5. xq нүктесінде /(х )  функциясы үзіліссіз болмаса, онда xq

нүктесі f (x )  функциясының үзіліс нүктесі деп аталады.
Егер xq нүктесі f ( x )  функциясының үзіліс нүктесі болса, үзіліссіздіктің үш

щартының ең болмағанда біреуі орындалмайды.
Үш түрлі үзіліс нүктесі бар.
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1. Жөнделетін үзіліс. Егер lim f i x ) бар жэне х  нүктесінде f ( x )  функциясы
JC-*X0 0

анықталмаған немесе f(pc ) Ф lim /(х )  болса, онда х нүктесі f(x)
0 х->х0 0

функциясының жөнделетін үзіліс нүктесі деп аталады.
2. Бірінші текті үзіліс. Егер lim f i x  ) Ф lim f i x )  болса, онда х нүктесі

дг-*дг0 -0  0 х-*х0 +0 0
f  (х) функциясының бірінші текті үзіліс нүктесі деп аталады.

Бұл нүктені ақырлы секірме нүктесі деп те атайды. Яғни, xq нүктесінде
lim f (x )  шек жоқ.
х->х0

3. Екінші текті үзіліс. Егер xq нүктесінде /(х )  функциясының біржақты
шектерінің кемінде бірі ақырсыз болса немесе біржақты шектерінің кемінде бірі 
болмаса, онда xq нүктесі f ( x )  функциясының екінші текті үзіліс нүктесі деп
аталады.

Яғни xq нүктесінде /(х )  функциясы анықталмаған.

. .  _ ,  , ч х ^ О ,  болғанда, , . . . .Мысал 5.3. у(х)= j х функциясын үзіліссіздікке
(.3, х =  0 болғанда

зерттеу керек.
Шешуі. Берілген функция үшін xq=0 жөнделетін үзіліс нүктесі (сурет 5.12) 

өйткені lim у(х) = 1 іт  =1, ал у(0) =3. у(0) = 1 десек функция (-оо, +оо)
х->0  х->0  х

аралықта үзіліссіз функцияға айналады.

тектіМысал 5.4. /(х )  = 2̂Х\  1 2 < х <  3 Функциясьі х = 2 нүктесінде 1- 
үзіліске ие екендігін көрсетіңіз (сурет 5.13). Шынында да (мысал 5.2) бойынша
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lirn f i x ) - l i m  x  -2  -4 , lim f ( x )  = lim (2x +1) = 5 болғандықтан x = 2 X-.2-0 JC-*2—0 X->2+0 x-»2+0V
нүктесі функцияның 1-текті үзіліс нүктесі. х  = 2 нүктесіндегі функцияның 
секіруінің шамасы (сурет 5.13).

lim f ( x )  - lim f i x )  = 5 - 4 = 1 .X->2+0 x-»2-0
Мысал 5.5. у  =  ̂ функциясы x  = 3 нүктесінде 2-текті үзіліске ие екендігін

көрсетілсін (сурет 5.14).
Шешуі. Берілген функция х = 3 нүктесінде анықталмаған, бірақ бүл 

нүктенің кез келген маңайында анықталған.
lim =—оо Нш — =+оо

Х-+ 3-0Х-3  ДС-»3+0 х —з
болғандықган бұл нүктеде функция 2-текті үзіліске ие.

2. Бөлікті-үзіліссіз функциялар
Анықтама 5.6. Егер f i x )  функциясы [a; b\ кесіндінің ақырлы нүктелерінде 

бірінші текті үзіліске ие болса, ал басқа нүктелерінде үзіліссіз болса, онда f i x )  
функциясы [a; b] кесіндіде бөлікті-үзіліссіз функция деп аталады.

Мысалы 5.4-тегі функция [0; 3] кесіндіде бөлікті-үзіліссіз.

5.3. Нүктедегі үзіліссіз функциялар туралы негізгі теоремалар

Үзіліссіз функциялар туралы түжырымдар шектер туралы сәйкес тұжы- 
рымдардан шығады.

Теорема 5.26. Егер f i x )  жэне g(x) функциялары нүктесінде үзіліссіз
f(x')болса, онда f i x )  ± gix), f i x )  g(x), (gixQ) Ф 0) функциялары да нүктесінде 

үзіліссіз болады.
Дәлелдеуі. Үзіліссіз функцияның жэне шектері туралы формулалар 

бойынша:

lim f i x )  gix) = lim f i x )  • lim gix) = f i x  ) gix );
x->x0 x->x0 x->x0 о и

n„
х^х0 д(х)  lim gix)  g{xQ)

x->x0

Бұл теңдіктер теореманың дұрыстығын көрсетеді.

(5.21)
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Теорема 5.27. (күрделі функцияның үзіліссіздігі) Егер и -  (р(х) функциясы 
х о нүктеде үзіліссіз, ал у  = f(u)  функциясы uq = (p (xq) нүктеде үзіліссіз болса,
онда у = f[(p (x)] күрделі функция да xq ^
нүктеде үзіліссіз болады, яғни

lim f[<p(x)\ = f[<p(x)] (5.22)
Х - * Х о  и

Дәлелдеуі. Теореманың шарты бойынша 
<р(х) пен f (u )  функциялары, сэйкес, х  мен и  —  -
нүктелерінде үзіліссіз: 

lim <р(х) = <р (х ) = и  lim f ( u ) = f {u  ) =
x->x0

=/ lim ф(х)
x->x0

U - n i g

= f[(p (^0)]

Салдар 5.1. Кез келген элементтер 
функция өзінің анықталу жиынының эрбір 
нүктесінде үзіліссіз. Бұл түжырым (5.21),
(5.22) формулалардан тікелей шығады.

Мысалы, f i x )  = t g 2Sx функциясы х  = 
^  нүктесінде үзіліссіз. Шынында да

1ітл.^ л ( ^ 5 х ) 2 = ( t g ^ ) 2 = I 2 = 1.

5.4. Кесіндіде үзіліссіз функциялардың 
негізгі қасиетгері

Сурет 5.14

Теорема 5.28. (Үзіліссіз функцияның 
таңбасының орнықтылығы). / (х) функциясы 
хо нүктесінде үзіліссіз жэне / ( xq) ^  0
болсын. Онда кейбір S > 0 саны табылып, 
барлық х 6 (xq -  S, xq + 5) нүктелерде /(х )
таңбасы f ( x Q)-дің таңбасындай болады. 

Дәлелдеуі. f ( x Q) > 0 болсын (сурет 5.15).
Үзіліссіздіктің анықтамасы бойынша, кез 
келген s > 0 сан үшін S = 8(e) > 0 саны 
табылып, |х — х01 <  <5 теңсіздікті 
қанағаттандыратын барлық х-тер үшін |/(х) 
-  f ( x o)\ < е теңсіздігі орындалады, яғни -  е
< /(х )  -  f ( x Q) <£. £ = f ( x Q) деп алсақ, бұл

Сурет 5.15
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қос теңсіздіктің сол теңсіздігінен f ( x )  > 0 екендігі шығады. Егер f ( x Q) < 0 
болса, онда -  f (x )  функцияны қарастырамыз. - / ( х  ) > 0 болғандықтан жоғарыда 
дэлелденгендей, x q нүктесінің 5 > 0 маңайы табылып, бұл маңайдың барлық
нүктелерінде - /(х )  > 0, демек/(х) < 0 болады.

Теорема 5.29. (Больцано-Коши). Егер f (x )  функция [а; 6] кесіндіде үзіліссіз 
жэне шеткі нүктелердегі функция мэндерінің таңбасы эртүрлі болса, онда (а; Ъ) 
интервалда кемінде бір х = с нүкте табылып, бұл нүктеде f(c) = 0 болады 
(сурет 5.16).

Дәлелдеуі. Анықтылық үшін f(a)  > 0, f(b)  < 0 деп алайық. J  нүктесі
[a; b] кесіндінің қақ ортасы. Егер /(</) = 0 болса, теорема дәлелденді. Егер f ( d )  
> 0 болса, [<7; b] = [а^ деп, ал f ( d )  < 0 болса, [a; d ] = [а ; b ] деп 
белгілейміз. Бұл екі жағдайда да f(a^) > 0 , f ( b )  < 0 болады.

Одан әрі [а (; Ъ̂ \ кесіндісін қақ бөліп, [а2; алдынғыдағыдай, кесіндісін 
кұраймыз. Осы сияқты бөлуді қайталай берейік. Егер f (d ^  -ф- 0, к = 0 1, 2, ...
болса, онда {On}”=i жэне {bn} екі тізбек аламыз. {ап}“_х тізбегі бірсарынды 
өспелі жэне жоғарыдан b санымен шенелген, ал {Ьп}”=1 тізбесі бірсарынды 
кемімелі жэне төменнен а санымен шенелген. Олай болса lim  a = c , lim bn =„̂ 00 ” 1 П-»00 П
c2 шектері бар. Ал, lim (bn -  an) = 0 болғандықтан c\ = c2 = с болады.7l-> 00

Кез келген n натурал саны үшін f ( a n ) > 0, f ( b n) < 0 жэне /  функциясыныц 
Га; fel кескіндісінде үзіліссіз екендігін ескерсек, lim / ( а  ) = f  (с) > 0, lim f (bn) =

7 1 —>oo n n-> oo

/(с) < 0, болады. Бүл екі теңсіздіктен /(с ) = 0 екендігі шығады.
Теорема 5.30. (Больцано-Коши). Егер 

f(x)  функция [а; Ь] кесіндіде үзіліссіз жэне 
/(а) = A, f(b) = В, А Ф В болса, онда f(x)  
функция [а; Ъ] кесіндіде А мен В 
аралығындағы барлық мэндерді қабылдайды 
(сурет 5.17)

Дәлелдеуі. С саны А < С < В қостең- 
сіздікті қанағаттандыратын кез келген сан 
болсын. Онда Ғ(х) = f ( x )  -  С функциясы [а;
Ъ] үзіліссіз функциялардың қосындысы 
ретінде [a; b\ кесіндісінде үзіліссіз жэне Ғ  
(а) = f(a )  -  С < 0, F(b) = f ( b ) - C >  О 
шарттарды қанағаттандырады. Олай болса 
теорема 5.29 бойынша F(c) = /(с) -  С = 0 тендік орындалатындай 
нүктесі табылады. Ягни, /(с ) = С.

Ескерту 5.1. Бұл дэлелдеме f ( x )  = 0 теңдеуінің 
аталатын жуықтап шешу алгоритмін береді.

с G (а; Ь) 

қақ бөлу әдісі” деп
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Мысал 5.6. ^ + cosx = 0 теңдеуінің (0; п) аралығында шешімі барлығы 
анықталсын.

Шешуі. f (x )  = ^ + cos* функциясы [0; п] кесіндісінде үзіліссіз жэне /(0) = 
1>0, f (n )  = ^ -  1 < 0 .  Демек, теорема 5.29 тұжырымы бойынша берілген 

теңдеудің түбірі бар.
Теорема 5.31. (Вейерштрасстың бірінші теоремасы). Егер f ( x )  функциясы 

[a; b\ кесіндісінде анықталған жэне үзіліссіз болса, онда ол осы кесіндіде 
шенелген.

Алдын ала келесі лемманы дәлелдейік.
Лемма 5.1. Егер f{x)  функция нүктесінде үзіліссіз болса, онда функция

осы нүктенің кейбір маңайында шенелген (сурет 5.15)
Дәлелдеуі. е = 1 болсын. Онда шектің анықтамасы бойынша S = 6(e) > 0 

саны табылып, (xq -  <5, xq + б) интервалдың барлық нүктелері үшін |f ( x )  -  f (xQ)\
< 1 теңсіздігі орындалады. Осы теңсіздікті пайдалансақ |/(х)| = |f ( x )  -  f ( x Q) + 
f ( x ) I < |1 + l/(*0)l яғни \f(x)\ < M, мұндагы М  = 1 + f ( x Q)- Демек, f(x) 
функциясы (x q -  S, х^ + S) интервалда шенелген.

Теорема 5.31.-дің дэлелдеуі. Керісінше жориық, яғни f ( x )  функциясы [a; b] 
кесіндіде шенелмеген болсын. [а; б] кесіндіні тең екіге бөлейік. Онда, ең 
болмағанда, екі бөлікше кесіндінің біреуінде f ( x )  функциясы шенелмеген. Бұл 
кесіндіні [a ; 6 ] деп белгілейік. Бұл кесіндіні тең екіге бөліп, /(х)-тің
шенелмеген бөлігін [а^ деп белгілейік. Осы сияқты бөлуді қайталай берсек 
[а; Ъ] з  [а ; 6 ] => [аг; э  ... э  [с^; Ьп] и  ... біріне бірі іштей енген кесінділер
тізбегі шығады. (бірінін ішінде бірі іштей сызылған сегменттер тізбегі).

Бұл кесінділердің эрқайсысында 
f(x)  функциясы шенелмеген. Бірақ 
теорема 5.29-да көрсетілгендей bn — 
an = ^ -» 0, n -* oo болғандықтан,
бүл кесінділердің бэріне ортақ нүктесі 
бар. Лемма 5.1 бойынан бұл нүктенің 
кейбір маңайында функция шенелген.
Демек, жоруымыз дұрыс емес. _______ | ________ |

Теорема 5.32. (Вейберштрасстың 
екінші теоремасы). Егер f ( x )  функция 
[а; Ъ] кесіндіде үзіліссіз болса, онда ол 
осы кесіндіде өзінің дэл жоғарғы жэне 
дэл төменгі шекараларын қабылдайды, яғни х^, х^ Е [a; b] нүктелері табылып,

бұл нүктелерде: f ( x )  = М=  sup f  (х)  ; f ( x )  = т  = = in f f ( x ) .
1 [«*] |0/>|

*2

Сурет 5.18

х

М -

m
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Дәлелдеуі. f (x )  функциясы [a; b] кесіндіде үзіліссіз болғандықтан теорема 
5.31 бойынша f ( x ) функциясы осы кесіндіде шенелген. Кез келген бос емес 
жоғарыдан (төменнен) шенелген жиынның (теорема 1.1) дэл жоғарғы (дэл 
төменгі) шекарасы болғандықтан f ( x )  функциясының [a; b] кесіндісінде дэл 
жоғары шекарасы М(дәл төменгі шекарасы m) бар (сурет 5.18).

f(x)  функциясының М  мэнді қабылдайтын х х 6 [a; b] нүктесі барлығын 
көрсетейік, яғни f { x x) = М. Керісінше жориық, яғни f(x)  функциясы [a; b] 
кесіндісінің бірде бір нүктесінде М мэнді қабылдамайды дейік. Онда барлық х  
6 [а; Ъ] нүктелер үшін f ( x )  < М  болады. [a; b] кесіндісінде Ғ(х) = — -—  > 0

M-f (X)
функцияны қарастырайық.

Теорема 5.26 бойынша екі үзіліссіз функцияның қатынасы ретінде Ғ  (х) 
функциясы [a; b] кесіндісінде үзіліссіз. Онда теорема 5.31 бойынша Ғ  (х) осы 
кесіндіде шенелген, яғни ц  сан табылып, барлық х 6 [a; b] нүктелер үшін

Д * )= ^ б¥дан - М ~^-
Сонымен М  санынан кіші М -  ^ саны f i x )  функциясының [a; Ъ\ кесіндідегі

дэл жоғарғы шекарасы болып шықты. Бұл М  дэл жоғарғы шекара дегенге 
қайшы. Бүл қайшылық х х нүктесі табылып f ( x x) = М  екендігін дэлелдейді. 
Осылайша х 2 6 [a; Ъ\ нүктесі табылып, f ( x 2) = m екендігі дэлелденеді.

Салдар 5.2. Егер f ( x )  функциясы кейбір X  интервалда анықталған жэне 
үзіліссіз болса, онда оның Ү  мәндер жиыны да интервал болады.

Дәлелдеуі. m = inf / (x ) , M  = sup / (x) болсын. Y жиыннан m  жэне M
x  X

шамаларға тең емес кез келген у-ті алып, f{x)  функциясының y x жэне у 2 
мэндерін т  < у \< у  < у 2< М  теңсіздіктері орындалатындай етіп таңдаймыз 
(егер М=  +оо (т -  -оо) болса, онда у 2< М ( т  < уі)). / ( х) функциясының мұндай 
мэндерінің бар болуы дэл шекаралардың анықтамасынан шығады.

Онда теорема 5.30 бойынша х  нүкте табылып, f ( x )  = у  теңдік орындалады. 
Демек, Ү жиын (ақырлы не ақырсыз) шеткі нүктелері m жэне М  болған 
интервалды анықтайды. т  жэне М  сандары бұл интервалға кіруі де, кірмеуі де 
мүмкін.

Теорема 5.33. (кері функцияның үзіліссіздігі). Егер у = f i x )  функциясы X  
интервалда анықталған, қатаң бірсарынды жэне үзіліссіз болса, онда f i x )  
функциясының Ү мэндер жиынында анықталған х  = (р(у) кері функция да бір 
мэнді, қатаң бірсарынды жэне үзіліссіз болады.

Дәлелдеуі. Анықтық үшін / ( х) функциясы X  интервалда өсуші функция 
болсын, яғни кез келген х х, х 2 в X  үшін х х < х2 болганда у х < у 2 болады. 
Мұндағы у, = f { x О, уі = f ( x 2). у  = f (x )  функциясы X  интервалда өсуші 
болғандықтан х х Ф х 2 болганда у і ф у 2 болады. Яғни, х = <р(у) кері функция 
бірмэнді. Демек, әрбір у  € Ү мэнге жалғыз х  Е X  мэн сәйкес келеді. х = (р(у) 
кері функцияның Ү жиында өсуші екендігін көрсетелік. Шынында да, егер у х < 
у 2 болса х і = <р(у\) < (ріуг) ~ х 2 теңсіздігі орындалады. Өйткені х х > х2 болса,

151



f ( x )  функциясы өсуші болғандықтан у, > у2 болып, у\ < у 2 ұйғаруға қайшы 
келеді. Сонымен х= <р(у) кері функция қатаң бірсарынды екендігі көрсетілді. 
Енді х  = ср(у) кері функцияның Ү жиында үзіліссіз екендігін дэлелдейік.

Теорема 5.32-нің салдары 5.2 бойынша Ү жиын шеткі нүктелері т  жэне М
болатын аралық, мұндағы т  = inf / ( х ) , М=  sup / ( х ).  Үзіліссіздікті дәлелдеу үшін

эрбір уо £ (т , М ) белгіленген нүктеде, кез келген 5 > 0 саны үшін£ = е(5)> 
О саны табыльш, \у -  у0| < <5 болғанда \<р(у) -  <р (уо)| < £ болатыньш көрсетеміз.

т  < уо < М  болсын. Бұл жағдайда х 0 = <р(Уо) нүктесі X  аралықтың ішкі 
нүктесі болады. е > 0 санды х0 -  £, х 0 + е нүктелері X  аралыққа тиісті етіп 
таңдаймыз. у х = f ( x 0 -  £), у2 = f ( x 0 + е) деп алсақ, f ( x )  өсуші функция 
болғандықтан у\ < у 0 < у2 болады. Енді S > 0 санды у\ < у0 -  8 жэне 
Уо + 5 <  у2 теңсіздіктері орындалатындай етіп аламыз. Сонда, егер у, у0 -  6 < 
У < Уо + 8 теңсіздіктді қанағаттандырса, у\ < у  < у 2 теңсіздіктері орындалады. 
Демек, <р(у) өсуші, болғандықтан (р(у\) < <р(у) < <ріу2) теңсіздіктері шығады. 
<р(уО = х0- £  = <р(Уо) -  е жэне (р(у2) = х0 + £ = <р(Уо) + £ екендігін ескерсек, у0 
- 5 < у < у 0 + 5 болғанда (ріуо) -  е < <р(у) < <р(Уо) + £ теңсіздіктері алынады. 
Сонымен, кез келген жеткілікті аз £ > 0 саны үшін <5 = 6(e) > 0 саны табылып,
Iу -  уо| < S болғанда | <р(у) -  <р(уо)\ < £ теңсіздігі орындалады, яғни, <р(у) кері 
функция (т , М) интервалдың кез келген у0 нүктесінде үзіліссіз.

Егер 771 е Ү немесе М  £ Ү болса, осы сияқты талқылаулар негізінде <р(у) 
функциясының m нүктесінде он жағынан жэне М  нүктесінде сол жағынан 
үзіліссіз екендігі дэлелденеді.

f ( x )  функциясы кемуші болғанда да теорема осы сияқты дәлелденеді.
Мысал 5.7. у = cos*3 функциясының х  = 0 нүктесінде үзіліссіздігі дэлел- 

денсін.
Шешуі. и = х г функциясы х = 0 нүктесінде үзіліссіз, ал у  = cosu функциясы 

сәйкес и = 0 нүктесінде үзіліссіз. Сондықтан берілген функция теорема 5.27 
бойынша х = 0 нүктесінде үзіліссіз.

Мысал 5.8. у  = sinx функцияға кері функцияның үзіліссіздік анықталсын. 
Шешуі. у = sinx функциясы

j кесіндіде өсуші үзіліссіз және 
оның мэндер жиыны Ү= [-1; 1]

п /

Теорема 5.33. бойынша, [-1; 1] ке- 
сіндіде анықталған, үзіліссіз жэне 
мәндер жиыны
х  6 ^ б о л ғ а н  х  = arcsiny кері
функция бар. Бүл функцияның графигі 
у = sinx, — I  < х < I  функцияның 
графигімен дәлме-дәл келеді. Енді кері 
функцияда х пен у айнымалдардың 
орнын ауыстырсақ, яғни у = arcsinx

/ 2

х

152
Сурет 5.19



функциясын қарастырсақ, оның графигі сурет 5.19- дағыдай болады.

5.5. Бірқалыпты үзіліссіздік. Кантор теоремасы

Анықтама 5.7. X  жиында анықталған f { x )  функциясы үшін, кез келген 
е > 0 санға 8 = 8 (е) > 0 сан табылып, \х' — х"\ < 8  болғанда:

\ f ( x ' ) - f ( x " ) \ < s  (5.23)
теңсіздігі орындалса, онда f ( x )  функциясы X жиында бірқалыпты үздіксіз 
функция деп аталады.

X жиынның эрбір нүктесінде бірқалыпты үзіліссіз функция осы жиында 
үзіліссіз болады. Бірақ кез келген үзіліссіз функция бірқалыпты үзілізсіз бола 
алмайды. Мысалы, f ( x )  =  sin^ функциясы х  = (ОД) жиында үзіліссіз, бірақ

бірқалыпты үзіліссіз емес. Шынында да нүктелер

тізбегі п -» оо болғанда нөлге ұмтылады, эрі — х^\ і
47Г(2+2П7Г)

болғанда

барлық п нөмірлері үшін |/ ( x n') — f ( x n")\ = 1 болады. Демек, £ \  болғанда,
(5.23) теңсіздігі эрқандай аз 8 > 0 —де \х' — х"\  < 8  үшін қанағаттандырмайды.

Теорема 5.33 (Кантор). Егер f ( x ) функциясы [a,b] сегментте үзіліссіз 
болса, онда / ( х )  осы сегментте бірқалыпты үзіліссіз функция болады.

(Ш ,гл. 8, §9)

153



VI тарау. БІР АЙНЫМАЛДЫ ФУНКЦИЯЛАРДЫҢ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ҚИСАБЫ

§ 1. Функцияның туындысы

1.1. Функция туындысының анықтамасы

у  = f i x )  функциясы кейбір D{y) = (a; b) интервалында анықталсын. Келесі 
амалдарды орындайық:

1) берілген х, х € (a ; Ь), айнымалға Ах өсімше береміз: х + Ax € (a; b);
2) f ix ')  функциясының Ах  өсімшеге сәйкес Ау  өсімшесін табамыз:

АУ = f i x  + Ax) -  f i x ) ;
3) ^  қатынасын құрамыз.

Анықтама 1.1. Егер lim
Дх-»0

шегі бар болса, онда осы шек у  = f i x )

функциясының белгіленген х  нүктесіндегі туындысы деп аталады.
Туынды f i x ) ,  у \ х ), ^  символдардың бірімен белгіленеді. Демек,

анықтама бойынша:

f i x )  = lim
Ax~*0

f j x  + Ax) -  f j x )  

Ax
(6.1)

Туындыны табу амалын функцияны дифференциалдау деп атайды. f i x )  
ақырлы болса, f i x )  функциясы х  нүктесінде дифференциалданатын функция 
деп аталады.

Теорема 5.13 бойынша (6.1) теңдікті
Ay = f i x )  Ах + aiAx) Ах (6.1а)

түрінде жазуға болады.
Ау ( А у \

Анықтама 1.2. Егер lim —  lim —  шеп бар болса, онда осы шек у =
ДХ-.0+0 Дх Д̂х->0-0 Дх J

f i x )  функциясының белгіленген х  нүктесіндегі оң жақ (сол жақ) туындысы 
деп аталады да f i x  + 0 ) i f \ x  -  0)) символымен белгіленеді.

Белгіленген х  нүктесінде f i x )  туындысының бар болуы үшін f i x+0)=f{x  
-  0) болуы шарт.

Анықтама 1.3. Егер f i x )  функциясының (a; b) интервалының эрбір х 
нүктесінде ақырлы туындысы бар болса, онда f i x )  функциясы (a; b) 
интервалында дифференциалданатын функция деп аталады.

Мысал 1.1. а) f i x )  = с, с = const; б) f i x )  = х; в) f i x )  = 3х + 5х -  5;
г) /С О  =V*; Д) / 0 0 = е) f i x) = Іпх функцияларының белгіленген х 

нүктесіндегі туындысы табылсын.
Шешуі. Анықтама бойынша туынды табудыц реттелген амалдарын 

орындаймыз: 
а ) f ix )= c .
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1) х+ Дх; 2)Ду = / ( х  + Д х ) - / ( х ) = с - с  = 0; 
3) ^ = f  = °; 4)(c)'=  l i m ^  = l i m f  = 0.Дх Дх y 4 '  Дх-*0 Дх Дх->о Дх
б) /(х )=  X.
1) х + Дх; 2) Ду = /(х  + Дх) -  f  (х)= х +Дх- х = Лх; 
3) — = — = 1;' Дх Дх

2
lim ^  = lim 1 = 1.Ах—*0 Ах Дх->04) (х)'=

в) / (х )=  Зх + 5х -  5.
1) х+ Дх; 2) Ду = Д х  +Дх) -  /(х )=  [3(х + Ах) + 5(х + Ах) -  5] -  (Зх2 + 5х-

5) = Зх + бхДх + 3(Дх) + 5х + 5Д х- 5 - З х  - 5 х  + 5 = 6хДх+ 3(Дх)2 + 5Дх=
= Дх(6х + ЗДх + 5);

Ду _  Дх(6х+5+ЗДх)
3)77 =Дх Лх = 6х + 5 + ЗДх;

Лу4) (Зх + 5х -  5)' = lim — = lim (6х + 5 + ЗДх) = 6х + 5 + 0 = 6х+ 5.Дх-*0 Дх Ах->0
г) /(х )=  Vx.
1) х+ Дх; 2) Ду = / (х  +Дх)

_  (Ух+Дх-л/х)(Ух+Дх+Ух) ____ х + Л х -х  _  Лх
(Vx+Ax+Vx)

^  Ау _  Ах

/ (х )  =л/х + Дх Vx =

(Vx+Ax+Vx) (Vx+Ax+Vx) ’

л/х+Дх+л/х 1Дх Ax-yfx+Ax+yfx 
4)(Vx) = j im ^ = = +v-  zV_.

Д ) f & ) = \
1) x+ Дх; 2) Ду = / ( x  + Дх) -  f ( x )  

-Д х  1

1 x - x - A x Ax

3 )  - =Дх х(х+Дх)-Дх

4) = lim — = -  limVx/ Дг-»пДх Дх-»(

х+Дх x х(х+Дх) х(х+Дх)

Дх->0 <
е) f ( x ) = In*-

х(х+Дх) ’ 
1 _

Дх’Д'о х(х+Дх)

х+Дх
=  Ч1 + Т >1) х + Дх; 2) Ду = f ( x  + Дх) -  /Дх)= 1п(х + Дх) -  lnx = In

3) — = — lnf l  +  —Ах Ах V х )
1 (л х—V —

4) (lnx)' = lim — = lim —-—— = lim -f- =^Дх-*0 Дх Дх->0 Дх Дх->0 Дх X / Дяг\ Дх . .
Мұнда (5.18а) формулалардағы Дх —» 0 болғанда ln(^l + — J ~ — екендігін 

пайдаландық.
Демек, қарастырылған функциялардың туындылары:

а) (с)' = 0; б)(х) '=  1;

О © ' - *

в) (Зх + 5х -  5)' = 6х + 5;

е) (lnx)' =
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1.2. Туындының механикалық, геометриялық және экономикалық 
мағынасы

а) Туындының механикалық мағынасы.
У ~ / { х )  функциясы материалдық нүктенің түзу сызықты бойлай

қозғалғандағы х  уақыттағы жүрген жолын анықтасын. Сонда ^  қатынасы 
[х, х  + Ддг ] уақыт аралығындағы орташа жылдамдықты анықтайды. 

Ау ,
lim —  = /  (х) болғандықтан, f '(jc) түзуді бойлай қозғалған материалдық 

Ах
нүктенің х уақыттағы лездік жылдамдығын анықтайды.

Жалпы, /  '(х) туынды у  = f  (x ) функциясының х  нүктесіндегі өзгеру 
жылдамдығын өрнектейді.

Мысал 1.2. Биіктіктен еркін түсетін дененің уақыт ішіндегі жүрген жолы

gx
S(x)  = ----- формуласымен анықталады. х = 2 сек. х = 10 сек. болғандағы

2
лездік жылдамдығы табылсын.

Шешуі. Лездік жылдамдық S(x) = ^ — функциясының туындысы арқылы

анықталады: V( X )=S'( X )=
( _2 X

м

g^_
2

=g х. Мұндағы g = 9,81 м/сек , х -  уақыт.

Мысалы, Ң2) = 9,8 — 2 с = 19,6
с

м/сек; Ғ(10) = 9,8 м/сек 10 сек = 98 
м/сек;

б) Туындының геометриялық 
мағынасы.

у  = f(x) функциясының графигінде М

е А В , Ғ е А В  (сурет 6.1) нүктелерін 
алайық.

Р(х + А х, у  + Д у) нүктесінің қисық 
бойлай

М(х, у) нүктесіне ұмтылғанда РМ  қиюшының (хорданың) шектік жағдайы 
АВ қисығының М(х, у) нүктесіндегі жанамасы деп аталады.

NP Ау
Тікбұрышты үшбұрыш AMNP-да: ----- = tga(Ax), яғни —  = tga(Ax).

MN  Дх
Ау ,

Бұдан lim—  = /  (х) =1ішд^_0 
Ах

tga(Ax) = tgcp.
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Демек, у = f  (x) функциясының x нүктесіндегі туындысы f '(x),  осы 
функция графигінің М(х, /(х ) )  нүктесі арқылы өтетін жанамасының 
бұрыштық коэффициентіне тең,

/  '(*) = tgcp= к. (6.2)
(6.2) формула туындының геометриялық мағынасын білдіреді.
Онда (xq, / ( xq)) нүктесінде функция графигіне жүргізілген М  Т жанаманың 

теңдеуі
y - f ( x 0) = f ( x 0) ( x - x 0)- (6.3)

ал жанамага осы нүктеде перпендикуляр түзу-нормальдің тендеуі

У ~ / ' Ы  = - - ^ — ( x - x 0) , f \ x 0) ф 0. (6.4)

Бұл түзулер к бағытта (xq, yQ) нүктесінен өтетін у -  У0 = Ңх -  xq) түзулер 
шоғында жатады.

Мысал 1.3. / ( х )  = х 2 -  2 функциясының графигіне 3/(3; 7) нүктесінде
жүргізілген жанама мен нормальдың теңдеуін табу керек.

Шешуі. f { x )  = 2х болғандықтан, / '(3 ) = 6 екенін ескерсек (6.3) тендігі
бойынша жанаманың теңдеуі у -  (3 -  2) = 2 3(х -  3) немесе у = 6х -  11, ал
нормальдың теңдеуі (6.4) формуласы бойынша у  — 7 = - - ( х - 3 )  немесе у = -  
1 7  6 
-  х + - болады.6 2

в) Туындының экономикалық мағынасы. у = / (х )  функциясы х уақытта 
өндірілген өнім мөлшері болсын. Онда х + Ах уақытта өндірілген өнім 
мөлшері у + Ду = / (х  + Дх) болып, [х, х + Дх] аралықтағы өндірілген өнім 
Ду = /(х  + Дх) -  f  (x) болады. Яғни, Дх уақыттағы орташа еңбек өнімділігі:

_  Ду
z То р т  Ах

х  уақыт мезетіндегі еңбек өнімділігін табу үшін Дх-ті нөлге ұмтылдыру 
керек екендігі айқын, яғни z(x) = lim ^  = f i x ) .

Демек f { x )  функциясы x уақытта өндірілген өнім мөлшері болса, z = f ( x )  
осы х уақыт мезетіндегі еңбек өнімділігін анықтайды.

Мысалы 1.4. Жумысшылар бригадасының өндірген өнімінің көлемі 
у = -х 3 + 8х2 + ЮОх + 50 бірлікпен, мұндағы 1 < х < 8 сағатпен есептелген 
жұмыс уақыты. Еңбек өнімділігін, х = 1 жэне х= 7 болғанда есептеу керек. 

Еңбек өнімділігі туынды аркылы өрнектеледі: 
z(x) = у  '(х) = -Зх2 + 16х + 100. 
z( 1) = 113 (бірлік/сағат), z(7) = 65 (бірлік/сағат).

1.3. Функцияның дифференциалдануы мен үзіліссіздігінің арасындағы 
байланыс

Теорема 6.1. Егер f ( x )  функциясы кейбір х нүктеде дифференциалданатын 
болса, онда ол осы нүктеде үзіліссіз.
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Дәлелдеуі. у = f ( x )  функциясы белгіленген х нүктеде дифференциал- 
дансын:

АУ / ( х  + Д х ) - / ( х )  
lim —  = lim -------- ---------- = / О).Д*-»0 Ах Ах-*0 Ах

Теорема 5.13 бойынша ^  = f '{x) + а(х) немесе
А у = f ' ( x ) • Ах + а(х) Ах. (6 Ля)

Мұндағы а(х) ақырсыз кішкене функция. Осыдан, lim Ay = /'(х ) ' Ит АхДх-»0 Дх->0
+ lim а(х) Н тД х = 0. Демек, f ( x )Ах—*0 Дх-»0
функция белгіленген, х  нүктесінде 
үзіліссіз.

Kepi тұжырым дұрыс емес: х
нүктесінде f ( x )  функциясы үзіліссіз 
болғанмен, оның ақырлы туындысы 
мүмкін, яғни дифференциалданбайды.

( х, егер х > 0
= |х| = {_-х, егер х  <  0

Сурет 6.2

Мысал 1.5. у
болса, функциясының х  = 0 нүктеде 
дифференциалданбайтынын көрсету 
керек (сурет 6.2).

Шешуі. Берілген функция х  = 0 нүктесінде үзіліссіз, х  = 0 нүктеде — =

= ( 1 . е г е р 4 х >  0 болса осьщ анЛ ^С О )- І . Й ^ О )  
Дх дж дх ( - 1 ,егер Ах < 0 ,болса ^o+ov / ,уо 04 1

= -1 екендігі көрінеді. Яғни, оң жақ туынды мен сол жақ туынды бар, бірақ 
олар өзара тең емес. Демек х  = 0 нүктесінде туынды жоқ, яғни функция 
дифференциалданбайды.

Анықтама 1.4. Егер у = f { x ) функциясының кейбір (a, b) интервалда f'(x) 
туындысы үзіліссіз болса, онда осы интервалда / (х )  функциясын сыптыгыр 
(тегіс) функция деп атайды.

Мысал 1.6. / ( х )  = Зх + 5х -  5 функция кез келген интервалда сыптыгыр 
функция бола ма?

Шешуі. f '{x) = 6х + 5 болғандықтан (Мысал 1.1) бүл кез келген интервалда 
үзіліссіз функция. Демек, (-оо; +оо) интервалда сыптыгыр функция.

1.4. Функцияның туындысын табу ережелері

Теорема 6.2. Егер и(х) жэне v(x) функцияларының белгіленген х G (а; Ь) 
нүктесінде и'(х) жэне v'(x) туындылары бар болса, онда келесі формулалар 
орындалады:

а) [u(x) ± v(x)]' = u'(x) ± v'(x), (6.5)
б) [и(х) • и(х)]' = и \ х ) v(x) + u(x) v'(x), (6.6)

в) [с ■ и(х)]' = с ■u'(x), c = const, (6.6a)
. ГиОО]' _  и'
lv(x)J

M -v(x)-u(x)-v'(x) 
v 4 x ) (6.7)
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Дәлелдеуі. a) [u(x) ± v(x)l'= limд*-*о
[ц (^ + Д х)±у(х+ Д х)]-[ц (х)±у(а:)] _

Ax

i- fu (x + /V r)-u (x ) , у (х + Д х )-у (х )1  Au . .  Ду / , .= lim ----- ----- — + —— —— = lim — ± lim — = u(x )  ± v ’(x).
Ax-*0 L Ax Ax 1 Ax—*0 Ax Ax-*0 Ax 4 4 ’

6) [u(x)-v(x)]'=lim  ^ + a*).(v+a*)-u(*)-vW =
Дх—»0 Ax

= lim _ Urn (v W ^  + u W 52 + to 2;'),
Ax—*0 Ax Ax->0 V Ax Ax A x)

= v(x ) lim + u(x)  lim + lim Av • lim -^ = v(x) u'(x) + u(x) v'(x) +
Ax->0 Ax v у Дх-»0 AX Д*->0 Ддг->0 Дх v /  w  v '  v /

+ 0 • u'(x) = u'(x) v(x) + u(x) v'(x)= u'(x) v(x) + u(x) v'(x).
6.5) формуласы бойынша:
в) [c u(x)]’ = с'- и(х) + с ■ и'(х) = 0 и(х) + с ■ и'(х) = с ■ и'(х) өйткені, 
с = const болғанда с' = 0.

u ( x  + Ax') u(x) u(x) + Au u(x)
. ГиООГ

v(x)
= lim

Дх-*0

(v  + Ax) v(x) _  ljm v(x) + Av
Ax->0

v(x)

= lim
Длг-»0

= lim

Ax Ax->o Ax
u{x)  ■ v{x) + v(x) ■ Au -  u(x) ■ v(x) -  u(x)  ■ Av

Ax[v(_x)(y(x) + Av)]

v(x) Au — u(x) Av
— lim Ax

Дх-»о Ax [y2 (x) + v(x)  Av)]
f ч Au vyx)

= l im -----_, . , .
Ax-*0 V 2 ( x )  +  V ( x )

Ax-> 0  v 2(x) + v(x) ■ Av
lim ^  -  u(x)  ■ lim ^  д*->о Ax Ax->o Ax

lim At?
Дх-»0

v(x) ■ u'(x)  — u(x)  ■ v '(x)

Салдар 1.1. (6a) формула бойынша
u(_x)

v 2(x)

= - u \ x ) .  c
Салдар 1.2. (6.7) формула бойынша

с
v(x ) \

v ’(x)
v 2(x)'

Мысал 1.7. Функциялардың туындысын табу керек: 
a) f ( x )  = V* + 3; б) /(* )=  ^  ; в) f (x )= (x + l)Vx ;

Шешуі. Мысал 1.1-дің нәтижелерін ескеріп, теорема 6.2 формулаларын 
қолдансақ:

a ) (V* +  З)' ={Vx)' +3' = ̂ = ; в ) © ' - с  
в) ((х +  1) ■ л[х)' = {х +  1)' ■ yfx + {х + 1) • (V*)' = >fx +

, у[х Іпж
(lnx)'-Vx-lnx(Vx)

(V*)2

г ) № ~

х+1
2 ^ '

2уГх _= х  2 - \ п х - 2 х 2 = х 2(1 — Іпх2).
Мұнда, сэйкес, (6.4), (6.5), (6.6), (6.7), формулалары қолданылды.

159



Теорема 6.3. (күрделі функцияның туындысы). Егер и = tp(x) функциясы x 
нүктесінде, ал у  = f (u )  функциясы сэйкес и нүктесінде дифференциалданатын 
болса, онда у  = /[ф(х)] күрделі функция х  нүктесінде дифференциалданушы 
жэне оның туындысы үшін

{/[(*)]}’= f ( u )  q>'(*) (6.8)
формула орынды.

Дәлелдеуі. х-ті белгілеп, оған Ах Ф 0 өсімше берсек, и = ср(*) функциясы 
Ди = <р(х + Ах) -  (р(лг) өсімше алады. и  = (р(дс) нүктесінде Ди өсімшеге сэйкес у 
= f(u )  функция Ay -  f ( u  + Ди) -  /(и ) өсімше алады.

Теореманың шарты бойынша у  = /(и )  функциясы и  = ср(х) нүктесінде 
дифференциалданушы болғандықтан, Ду өсімше Ду = / '(и )  Ди + а(Ди) Ди 
түрінде болады. Мұнда а(Ди), Ди —> 0 болғанда ақырсыз кішкене функция.

Соңғы теңдіктің екі жағын да Ах Ф 0-ке болсек: — = f ' (u) — + а (Ди) • —. 
Енді Ах —* 0 деп шекке көшсек, әрі lim а  (Ди) = 0 екендігін ескерсек,Ах-*0

соңғы теңдіктен (6.8) формуласы шығады.
Мысал 1.8. f ( x )  = ln^Vx + ^  функциясыньщ туындысы табылсьш.

Шешуі. и  = у[х + ~х деп алсақ, бұл күрделі функцияныц туындысы (6.8) 
формуласы бойынша

Л ___ J_ 1
X xyfx -  2

xyfx + 1 2х{х\[х + l)VT + i  '  -  л  +  і
Теорема 6.4. (Kepi функцияныц туындысы) у = f ( x )  функциясы белгіленген х 

нүктенің кейбір маңайында бірсарьшды жэне үзіліссіз болсьш. Егер функцияныц 
х  нүктесіндегі туьшдысы f i x ' #  0 болса, онда сэйкес у нүктесінің кейбір
маңайында анықгалған у = f ( x )  функциясына кері х  = f  (у) функциясы бар жэне 
оньщ туындысы

х ’(у) =
Г ( . Х )

(6.9)
формуламен анықталады.

Дәлелдеуі. х  нүктенің мацайында у = f{pc) функциясы теорема 5.30 дың 
барлық шарттарын қанағаттандырады, ягни сэйкес у нүктенің кейбір
мацайында анықталған, f{ x )  функциясына кері х  = /  (у) функциясы бар жэне 
ол осы маңайда үзіліссіз, бірсарынды.

Көрсетілген у^нуктеде Ду Ф О^өсімше берсек, оган сэйкес кері функцияның
өсімшесі Ах = f  (у + Ду) -  /  (у) Ф 0 болады, себебі кері функцияда қатаң 
бір сарынды, үзіліссіз функция. Сондықтан, мына тепе-теңдікті жазуға болады:

£  =  г  (6.Ю)Ду Ду
Дд?

Өзара кері функциялар үзіліссіз жэне бірсарынды болғандықтан Ду -* 0 
болғанда Ах —* 0 болады, әрі Ах Ф 0. х  = /  (у), Ах -  f  (х + Ах) -  f  (у)
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болғандықтан х  + Ах= f  (у + Ау) болады, яғни у  + Ay = f ( x  + Ах) жэне Ay = 
f ( x  + A x ) ~ y  = f ( x  + A x ) - f ( x ) .

1 1Демек, (6.10) тепе-теңдіктің оң жағын ду = /(л.+йд.)- /(а.) түрінде жазуға

болады. f  (х)Ф 0 туындысы бар екенін ескерсек, (6.10) тепе-теңдіктің оң
жағындағы шек бар жэне ол -гтт-қа тең.

/'(*)
Оху тікбұрышты Декарт координаталар жүйесінде у = f(x)  жэне х = f  (у) 

= giy) функцияларының графиктері бір ғана сызық болады. Ал у = f{x)  пен 
У ~ ё(х ) функцияларының графиктері у  = х  түзуіне сэйкес симметриялы 
болады.

Мысал 1.9. Кері функцияны дифференциалдау ережесін қолданып, у= 
Ух — 2 функциясының туындысы табылсын.

Шешуі. Берілген функцияға кері х = у 3 + 2 функцияның туындысы х'у =
Зу2. Демек, (6.9) формула бойынша У* =  р- = = ^ = f  •

Теорема 6.5. (логарифмдеп дифференциалдау эдісі). Егер х  нүктеде у = f (x )  
> 0 функциясы дифференциалданушы болса, онда и = Inу, функциясының х  
нүктесіндегі туындысы

П“/(* ) ] ' = (6.11)
немесе

f ( x )  = f ( x )  [ i n f i x ) ]  <611а)

формуласымен анықталады.
Дәлелдеуі. х  нүктесінде f ( x )  > 0 болғандықтан, оның логарифмі бар. f (x )  

дифференциалданушы функция болағандықтан, күрделі функцияның 
туьшдысы туралы теоремаға сэйкес, и = In f ( x )  функциясы х  нүктесінде

1 у'дифференциалдаушы болады. (1пу)' = — теңдіктен (6.11) формула шығады.
v ix )  ^

Мысал 1.10. у = [и(х)] , и(х) > 0, и(х) Ф 1 дәрежелі көрсеткішті функ-
цияньщ, и(х) жэне v(x) дифференциалданушы функциялары, туындысы 
табьшсын.

Шешуі. Берілген тендіктің екі жағында логарифм десек: lny = v(x) In и 
(x). Бұл теңдіктің екі жағында х  бойынша, күрделі функцияның 
дифференциалдану ережесін пайдаланып, дифференциалдасақ?:

(lny); = ~ ' У' = М х)  lnu(x)]'= v'(x) Inu(x) + v(x) • ^ = > y ’ =

= у  \ v ' (x)lnu(x) + v(x) ■ ^ ] .  Демек,

[и(ж)Ч*)]' = u ( x ) (X) \v '(x)\nu(x) + v(x) ■ (6.12)
v(jt) v (x )  ■ lnu(x)

Ескерту 1.1. (6.12) формуланы u(x) = e тепе-теңдікті қолданыпта
шығаруға болады.

Мысал 1.11. у =  х 2х, х  > 0 функцияныц туындысы табылсын.
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Берілген функция (0, +оо) интервалда анықталған, үзіліссіз. Туындысы
(6.12) формула бойынша табылады: мұнда и(х) = х, v(x) = 2х.

(х2х у = х 2х [2 • 1пх +  2х ■ ij=  2х2х (lnx + 1).

1.5. Негізгі элементар функциялардың туындылары

1. /(х )  = с, с = const, (с)' = 0 (6.13)
Дәлелдеуі. Туындының анықтамасы бойынша:

(c ) '-U m ,(" ‘w ~/ w  -  И т —  = 0.Дх->0 Дх Ах-*0 Дх
(Мысал 1.1-ге қараңыз).
2. а)дәрежеліфункция:/'(х) = хп, n €N, x  £ (-oo;+qo)

(xn)' = nxn_1 (6.14a)
Дәлелдеуі. (x”) =  lim - +A--—— =J v '  Ax->0 &x

Xn + nxn_1 • ~ Xn~2(Ax)2 + ---Q xn-3 . (Дх)3 _|---- 1- (Дх)" -  x"
=  l i m --------------------------—------------------------------------ -— —------------------------------------------------------------=дж->о Дх

= lim (n x n-1 + n(n ^ хп~2Дх + n(n 1)(n 2) хп~3(Дх) 3 H----- 1- (Дх)п) = nxn_1,Дх-*0 V 2! 3! v /
мұнда Ньютон биномы формуласы қолданылды.

6 ) f ( x )  = x a, a  £ R, x  £ (0, +oo) (x “)' = a x a '
(6.14)

Дәлелдеуі. у = x “ => In у = a In x => (In у)' = (a In x)'^ -  • y' = a • -  => y' = у • a 
1 У ^

• - , яғни (xa )' = ax
* 2

Мысал 1.12. у = Зх + 5x -  Ух — 2 функциясының туындысын табу керек. 
Шешуі. Қосындының туындысын табу ережесін пайдаланып, (6.14а), (6.14)

формулаларды қолдансақ, у '=  (Зх +5х — Ух — 2 ) ’ =  (Зх )' +  (5х)'-(Ух)' -  (2)- 

= 3 ( х У + 5  (х)'-  (х і)  -  2 '=  3 •2х + 5 - ^ х Ь 1 - 0  = 6х + 5 - і х _5
3. Көрсеткішті функция у = a x, а> 0, а  Ф 1; х £ /?.

(ax)' = a x lna. (6.15)
Дэлелдеуі. Алдымен ех функциясының туындысын табайық:

„ х + Д х . х  «Д* _ 1  д v
(ех)' = l im ---------- = ех l im -------= ех lim — = ехДх-*0 Ах Дх-*0 Дх Дх-*0 Дх

Мұнда Дх -> 0 болғанда еДх-  I ~Дх екендігін пайдаландық. 
ах =еХІпа б0лғгщ щ щ т (ахУ = (еХІпаУ = exlna lna = ах lna.
Мысал 1.13. у = 5х _3х функциясының туындысын табу керек.
Шешуі. Күрделі функцияныц туындысы мен көрсеткішті функцияның 

туындысының формулаларын пайдаланып табамыз: у' = 5х -Зх (2х -  3) • 1п5
4. Логарифмдік функция у = logax, a > 0, a Ф 1; x £ (0; +oo).

(loga*)’ = = -x logae. (6.16)
Анықтама бойынша (lnx)' = -  екендігін (Мысал 1.1) көрсеткенбіз.
, lnx ,, v ЛпхЧ, -  1 1  1 Iloga* = екендіпн ескерсек, (logax) = )  -  —  ■ -  = = -  logae.
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Мысалы 1.14. у = 5*2 Зх функциясының туындысын табу керек.
Шешуі. (6.8), (6.15) фо^мулаларын қолдансақ, у ’ = 5х2~3х 1п5 (2 * - 3 ).
Мысал 1.15. у = 1п(* + 5* -  3V* + 4) функциясының туындысын табу

керек.
Шешуі. Логарифмдік функцияның туындысы (6.16) формула мен күрделі 

функцияның туындысы (6.8) формулаларын пайдаланып табамыз:
у'= 3 с 1 г ■(зх2 + 5-^р)J  х 3 + 5л: -  3V3c + 4 V 2\[х)

5. у = sin*, х Е R.
(sin*)' = cos*. (6.17)

Дәлелдеуі. ,  . , .  s in (x + A x ) - s in x  . .(sin*) = lim ---------------- = lim
Дх->0 Дх Дх->0 Ах

_ . Дх (  , Дх\ 2sin— • COS ( х + — J

Дх . Дх

= lim s ~  ■ cos (* + —) = lim йх2 ■ lim cos (x  + —) = 1 • cos* = cos*.Дх-0 — V 2 J Дх-»0 — Дх-*0 V 2 )
2 2

Мұнда бірінші тамаша шек пен cos* функциясының үзіліссіз функция 
екендігі пайдаланылды.

Мысал 1.16. у = sin5* функциясының туындысын табу керек.
Шешуі. (6.17) формула мен күрделі функцияның туындысыньщ (6.8) 

формуласын қолдансақ: (sin5*)' = cos5* 5 болады.
6. у = cos*, х € R.

(cos*)' = -sin*. (6.18)

Дәлелдеуі. (cos*)' = ^sin -  * ) j  = cos ( |  -  *)• ( |  -  *) = sin* (-1) = -  
sin*.

Мысал 1.17. у = cos7* функциясының туындысын табу керек.
Шешуі. (6.18) жэне (6.8) күрделі функцияның туындысы формулалары 

бойынша: (cos7*)' = -sin7* {lx)' = -7sin7
7. у = tg*, х ф ^  + кп ,  k = 0, ± 1 ,± 2 ,...

l(tg*)' = ; (6.19)

Дәлелдеуі. (tg*)' = ( ^ £ )  =
( s i n x ) '  c o s x - s i n x  ( c o sx ) '

cos* -cos* + sin* - sin* cos2* + sin2*
COS2* COS2* COS2*'

Мүнда (6.7) бөліндіден туынды алу формуласын қолдандық.
8. y=ctg*, хфкк, k=  0, ± 1,± 2, ...

Дэлелдеуі (ctg*)'

(ctg*)' = -  ——
v °  sm 2x

, /cosxV  _  (c o s x )' s in x - c o s x  (s in x )' _

V s in x / s in 2x_

(6.20)

— sin* sin* — COS* COS* COS2* + sin2* —1
sin2* sin2* sin2*’

Мұнда да (6.7) бөліндіден туынды алу формуласын қолдандық. 
Мысал 1.18. у = tg5* + ctg3* функциясының туындысын табу керек.
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Шешуі. (6.4) қосындыдан туынды алу, (6.8) күрделі функциядан туынды 
алу жэне (6.19) бен (6.20) формулаларды қолдансақ:

(tg5x + ctg3x)' = (tg5x)' + (ctg3x)' = 1 5

9. у = arcsinx,-1 <x < 1; - - < у < -./ ’ 2 J 2
(arcsinx)' = - j =

Vl-Jf

cos25x sin23x cos25x sin23x

:, x G (-1; 1). (6.21)

Дәлелдеуі. (-1, 1) интервалда анықталған у = arcsinx функциясы,
интервалда анықталған х = siny функциясына кері функция. Kepi функциядан 
туынды алу формуласы (6.9) бойынша:

(arcsinx)' =
(siny)' cosy J 1 — 

10. у = arccosx, x G (-1; 1), у G (0;я).
1

(arccosx)’ = -

sin2y V1 — x 2

(6.22)
V l - x 2

Дәлелдеуі. (-1; 1) интервалда анықталған у = arccosx функциясы, (0; я)
интервалда анықталған х = cosy функциясына кері функция. (6.9) кері
функциядан туынды алу формуласын қолдансақ:

1 1  1 1

(arccosx)’ = ■
(cosy)' siny yJl-cos2y  V l - x 2

Мысал 1.19. у = arcsin3x + arccos9x функциясының туындысы табылсын. 
Шешуі. (6.4) қосындыдан туынды алу, (6.8) күрделі функциядан туынды 

алу жэне (6.21), (6.22) формулаларды қолдансақ:
(arcsin3x + arccos9x)’ = (arcsin3x)’ + (arccos9x)’ =
(3x)' (9x)' 3 9

V l -  (Зх) 2 V1 -  (9x)2 
11. у = arctgx, xG  R , y E

(arctgx)' =

V l -  9x2 V l - 8 1 x 2

1 + І 2' ' 6-23)
Дәлелдеуі. (-oo, +oo) интервалда анықталған у = arcctgx функциясы, 

интервалда анықталған х = tgy функциясына кері функция. 
Сондықтан, (6.9) кері функциядан туынды алу формуласы бойынша:

,  . ч, 1 1 2 1 1
(arctgx) = ^ = 3 5 i =C0S

(6.24)
arcctgx функциясы, (0; я)

12.

1
cos2y

arcctgx, x G R, у  G (0;я).
(arcctgx)' = - l+ xz

Дәлелдеуі. ( - qo, + qo)  интервалда анықталған у 
интервалда анықталған х = ctgy функциясына кері функция

Сондықтан, (6.9) кері функциядан туынды алу формуласын қолдансақ:
1 1 . 2 -1 - і

(arcctgx)' = (ctgy)' 1
sin^ у

= - sm у = l+ctg2y l+ x2

Ескерту 1.3. (6.24) формуланы arctgx + arcctgx = -  тендіктен де тікелей 
шыгаруға болады:
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(arcctgx)' = ( f  -  arctgx) ' = -

Мысал 1.20. у  = arctgx + Загсе tgVx функциясының туындысы табылсын. 
Шешуі. (6.4) қосындыдан туынды алу, (6.8) күрделі функциядан туынды 

алу жэне (6.23), (6.24) формулаларды қолданамыз:
(arctgx + arcctgVx)' = (arcctgx )J + (arcctgVx)' =

(x2)' (Vx) _  2x 1
1 + (x 2)2  ̂+ (V^ )2 1 + x 4 2V*(1 + x)

1.6. Гиперболалық функциялар және олардың туындылары

Математика, механика, электротехника және басқа да салаларда гипер- 
болалық функциялар жиі кездеседі:

е х _ е - х

shx = ---------- гиперболалық синус (сурет 6.3);
~\~6 ^сһх = — -------гиперболалық косинус (сурет 6.4);

Сурет 6.3 Сурет 6.4

. 1 shxthx = ---
c n x

gX_g~X
——— -  гиперболалық тангенс (сурет 6.5);
e x + e  x

cthx = —  = e- ^ - ----- гиперболалық котангенс (сурет 6.6).
s h x  e x - e  x  . . . .

Гиперболалық функциялар арасындағы непзгі тэуелділіктер: 
2 2 

сһ X -  sh X = 1
sh(x ± у) = shx ■ chy ± chx shy 
ch(x ± y) = chx chy ± shx shy
th (^ ± y ) = - ! ! ^ E L

v 7  l i t h x t g y  2 2

sh2x= 2shx. chx, ch2x = sh x + ch x.
Бұл формулалар гиперболалық функциялардың 

алынады.
анықтамаларынан тікелей
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Сурет 6.6

Гиперболалық функциялардың туындыларын табамыз:

(shx)' = ( e 2е )  = ^ е х + е *) = сһх;

(сһх)' = (1 ^ —) =\ = sh* ;
41 / s h x \  (sh * )' c h x -s h x  (ch x)' ch2x -sh 2x

<th*> -  Ы ---------- ------------ -- - 5 л Г "
_  { с^х \  _  ( с һ х / sh x -сһл: (sh x )' _  sh 2x - c h 2x

( c t h x )  -  y — )  ~^~x  ^

1
ch2x  ’

-1 _ 
sh 2x ’

Демек: (shx)' = chx; (chx)' = shx; (thx)' = (cthx)' = — 1
sh2x

1.7. Дифференциалдау ережелері мен туындылар кестесі

Шығарылған дифференциалдау ережелері мен негізгі элементар функ- 
циялардың туындыларының формулаларын кесте түрінде жазайық.

Іс жүзінде күрделі функциялардан туынды алуға тура келеді. Сондықтан, 
дифференциалдау формулаларын келтіргенде аргумент “х” орнына аралық 
аргумент и(х) функцияға ауыстырылады.

Дифференциалдау ережелері.
и(х) жэне v(x) дифференциалданатын функциялар үшін келесі формулалар 

орынды:
1. [и(х) ± v(x)]' = и \ х )  ± v'(x).
2. [u(x) v(x)]' = u'(x) v(x) + u(x) v'(x).
3. [c ■ u(x)]' = c ■ u'(x), c = const.

5. u = u(x) функциясы x  нүктесінде, у  = f  (и) функциясы u(x) нүктесінде 
дифференциалданушы болса,

Ух= Уи ■
6. у = у(х), х  = х(у)  өзара кері функциялар дифференциалданушы болса,
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a-1

7- /(* )>  0 дифференциалданушы функция үшін, [In/(* )] ' = ■ f ' (x ) .
8. u(x) > 0 жэне v(x) дифференциалданушы функциялар үшін,

(uvy  = uv \v'  -In u + v ^ \ .
L u ( x ) J

Туындылар кестесі.
1. (C)' = 0, C-const
2. (x a) ' = car , cl£R,  x>0.

3. (ax) ’ = ax lna, a > 0, a Ф\
(ex )' = ex

4. (logax)’= \  logae,(0<a Ф l , x  > 0) 4 \(lo g au)’= £ logae • u',

5. (sinx)’ = cosx.
6. (cosx)' = -sinx.

2' .(u “)' = aи ■ и '

W - s e  «'
3' .(au)' = au lna ■ it' • (euy= eu it'.

(lnu)’= ^
5'. (sinit)'= cosit ■ it'. 
6’ (cosit)'= -sinu • u'.

7. (tgx)’ = — — ,
c o s2*

(x Ф ^ + kn, мұнда к = 0, 11,12 ...)
8. (ctgx)' = -  ,

s in 2*

(x *  kn, мұнда к = 0 ,11,12 ...)

7 '.(tgu)' = - • u .

8' .  (ctgii)' = ■ ■ u'.
9. (arcsinx)' =

10. (arccosx)' = -

11. (arctgx)' =
V1-*

,(-l< x< l)

: , (-1<X<1)

9 '.  (arcsinit)' = ,-----  u'.V l-u2
lO'.(arccosu)' = --р== it’

l+x*

y J l - U 2

1  •  U'1+u2
12. (arcctgx)' = -
13. (shx)' = chx.
14. (chx)' = shx.

15-<,Һ*>' = З Й
i 6. (« һ* ) ' ^

l+ x2'

11' .  (arctgit)'
12' .  (arcctgu)' = -  • u'
13'. (shu)' = chu • u'.
14'. (chu)' = shu ■ u'. 
1 5 '.(Ш и ) '= ^ -и '.  
16'. ( с Ш и ) '= ^ и '.

1.8. Айқындалмаған функция мен параметрлік теңдеулермен берілген 
функцияны дифференциалдау

а) Егер х пен у айнымалдар арасындағы тәуелділік Ғ(х\ у) = 0 теңцеуімен 
берілсе, яғни у-ке қатысты шешілмесе, онда у-ті х-тің айқындалмаған 
функциясы деп атайды.

Айқындалмаған функцияның у'(х) туындысын табу үшін, у-ті х-тың 
функциясы деп қарап, Ғ(х; у) = 0 теңдіктің екі бөлігінде х бойынша диф- 
ференциалдап, шыққан теңдіктен у'(х)-туындыны табу керек. Мұнда у'(х) 
туынды х пен у арқылы өрнектеледі.
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Ескерту 1.2. Ғ(х, у) = 0 тевдеуімен берілген функция үшін у'(х) 
туындысын табудың басқа эдісі VIII тарауда көрсетіледі.

Мысал 1.21. х3+ у3-  5ху = 0 теңдеуімен берілген айқындалмаган функция 
дифференциалдансын.

Шешуі. Берілген тендіктік екі бөлігін, у-ті х-тың функциясы деп, диффе- 
ренциалдаймыз:

Зх2 + Зу2 • у -  5у- 5лг- у'= 0 =- у'(3у2 -  5х) = 5у -  Зх2 => у ' 5у-3х2
Зу2-5х

(х = x(t),б) х  аргумент пен у функцияның арасындағы тэуелділік j _  t 6 (a;
ІУ У\У)-

р) екі теңдеу түрінде берілсін. Мұндағы t көмекші айнымал немесе параметр 
деп аталады.

Теорема 6.6. Егер x{t) мен у(/) функциялары белгіленген t 6 (a; Р) 
нүктесінде x\ t)  Ф О, у '(0 туындылары бар жэне осы нүктенің кейбір маңайында 
х  = x(t) функциясына кері t = ср(х) функциясы бар болса, онда

У* =77 (6.25)
формуласы орынды.

Дәлелдеуі. (6.9) кері функцияның туындысыныц формуласы бойынша:
t '  =  —
L X

Xt
у функциясы х-тің күрделі функциясы болады, яғни у = y(t), мұнда t = <р(х).

(6.8) күрделі функциядан туынды алу формуласы бойынша у'х = у[ • t'x; t'x
. . , , іүшін жоғарыдағы теңдпсп ескерсек ух = y t • — теңдігі шығады.

xt
Мысал 1.22. х  = acos/, у = bsin/, t 6 [0; 2л] параметрлік түрде берілген 

функцияның туындысы табылсын. (Бұл теңдеулер эллипсті анықтайды).
Шешуі. (6.25) формуласы бойынша ух = =" b c o s t  ъ—:— = -  ctgt ; t ^ n ,a Sint a °

t Ф 2n.

1.9. Жогары ретті туындылар

Айқын берілген функцияның жоғары ретті туындылары.
а) Айқын берілген у = f ( x )  функциясы (a; b) интервалда анықталған жэне 

дифференциалданушы болса, ягни осы интервалдың әрбір нүктесінде f \ x )  
ақырлы туындыга ие болса, онда у ' = f \ x )  туынды да (a; b) интервалда 
анықталған функция болады. f \ x )  функцияда (a; b) интервалдың кейбір х 
нүктесінде дифференциалданушы функция болуы мүмкін, яғни х  нүктесінде 
туындысы бар.

f \ x )  функциясының х  нүктесіндегі туьшдысын у  = /  (х) функциясынын 
екінші туьшдысы немесе екінші ретті туындысы деп атайды да f  (х) немесе(2) (3) (4)
у  (х) таңбасымен белгілейді. Осы сияқты /  (х)-үшінші ретті туынды, f  (х)- 
төртінші ретгі туынды т.б. ретгі туындыларды енгізуге болады.

Анықтама 1.6. у = f ( x )  функциясының х  нүктесіндегі n-ретті туындысы 
деп (n -  1)-ретті туындыдан алынған туындыны атайды: (х) = [/^п_1̂ (х)]
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Анықтама 1.7. X  жиында n-ретті ақырлы туындысы бар функцияны п рет 
дифференциалданушы функция деп атайды.

Мысал 1.23. у = cosx функциясының 10-ретті жэне кез келген п-ретті 
туындылары табылсын

Шешуі. у '  — (cosx)' = -sinx = cos (х +

У = (У )' = (-sinx)' = -cosx = cos(x + 2- - \

У = (у )' = (-cosx)' = sinx = COs(x + 3 •

У ( = (y * )' = (sinx)' = cosx = cos(x + 4 - 0 ,

(10) 7  , m  лу  = cos^x + 10 ■-).
Осы сияқты жалғастыра берсек, кез келген п үшін:

у ( п )  _  ( c o s  x ) ( n )  _  c o s  +  n  . 0

Бұл теңдік математикалық индукция әдісімен жеңіл дәлелденеді.
Екінші ретті туындының механикалық магынасы.
Егер /(х )  материалдық нүктенің түзу бойлап х уақыттағы жүрген жолы 

болса, / '(х )  туынды материалдық нүктенің х уақыттағы лездік жылдамдығын 
анықтайтын еді.

Онда /"(х) туынды лездік жылдамдыктын өзгеру жылдамдығы -  х 
уақыттағы үдеуді анықтайды.

Мысалы дененің еркін түсуі f i x )  = —  зандылықпен анықталғанда лездік 
жылдамдық v(x) = f \ x )  = gx, ал үдеу а = v \ x )  = f"(x) = g. 

n-ретті туынды табудың негізгі ережелері,
а) [u(x) ±  v(x)](n) = [u(x)](n) ±  [u(x)](n) (6.5a)
б) [u(x) • v(x)](n)= u (n)(x) v(x) + rm(n-1)(x) v'(x) + n(” ! u^n~2\ x )  ■v

( \ x )  +...+ n n̂ fc+1) u (n-fc)^x) гг®(х) +...+ nu'(x) v^n-1̂ (x) + u(x) 
v^n\ x )  (6.66)

в) [c • u(x)]w  = c • [u(x)](n) (6.6e)
(6.66) тецдігі Лейбниц формуласы деп аталады.
Лейбниц формуласы тікелей анықтамадан шығады жэне математикалык 

индукция эдісімен дэлелденеді.
б) Айқындалмаған функцияның жоғары ретті туындылары 
У = f ( x )  функциясы F(x; у) = 0 айкындалмаған түрде берілсін. Бүл теңдікті 

х бойынша дифференциалдап, у'  туынды х пен у  арқылы өрнектеледі. Бірінші 
туынды у'-ті х бойынша дифференциалдап, у" екінші туынды х, у жэне у' 
арқылы өрнектеледі де у'-тің алдынғы өрнегін тендіктің оң жағына қойсақ, у " 
екінші туынды х пен у арқылы өрнектеледі. Осылайша кез келген ретті 
туынды х пен у арқылы өрнектеледі.

Мысал 1.24. х2 + у 2 -  9 = 0 айқындалмаған функцияның у(3) үшінші ретті 
туындысы табылсын.
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Шешуі. х 2 + у 2 -  9 = 0 теңдікті х  бойынша дифференциалдасақ: 2х + 2у  
у '  = 0, бұдан у " = — ; тағы да х  бойынша дифференциалдасақ:

1 -y y) X 2 + y 2 _

0411

У у  2 y2

О) _  9-2y' y  _  18*

У2 У2

У4 У4 y4 ‘
в) Параметрлік түрде берілген функцияның жоғары ретті туындылары.
у = /(* )  функциясы х  = x(t), у  = у (0 параметрлік теңдеулермен берілсе, 

оның бірінші туындысы

Ух =  7x t

формуламен табылады.
Егер x(t), у{і) функциялары п-ретті туындыларға ие болса, онда:

d , d ( y ^ ’t
d x ‘

(6.25)

у {3  = у* =  з :  Ox) ■ t ;  =dt

у ®  = ^ уЗ } =  ^ ( y ! 22)) - t ;  =
d
dt

. Ж

v (4) =  —  v (3) = — rv (3)V t '  = 
d x ^*3 dt x

. Ж ,

_  Али(п_1Һ . /■' = 't
У X n  H v - У r n  1 H t  ' - ' v n  1 / X  „/dx x (6.26)

(2) ,  4
Мұнда белгіленген t нүктесінде x(t) Ф 0, x  (t) ф 0,..., x w (t) Ф 0.

{x = a cos t
у  = b sin t ’ ® -  1 ~ 2jt’ Функдиясының екінші ретті

туындысы табылсын.
Шешуі. (6.25) формула бойынша:

(bsin t) ' b cos t b
Ух = 7-------ГЗ- = ------—r =  —  ctg t, t  Ф 0, 7Г, 2n.(a cost) —a su i t  a

(6.26) формула бойынша болғанда:
b

(2) (У,У, * f , ni r= — — = --------------- = ----- =—:------------— , . о ; t ^ и, 7г,
x t - a  sint a2 sint azsm3t

27Г.
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§ 2. Функциялардың дифференциалдары

2.1. Функцияның дифференциалы

у  = f (x )  функциясы белгіленген х  нүктесінде lim — = f'(x) Ф 0 ақырлыдх->0Д*
туындыға ие болсын; онда (5.12) теорема бойынша ^  = f \ x )  + а(х, Ах) немесе

А у  = f \ x ) Ax + а(х, Ax)Ax (6.27)
теңдік орындалады. Мұндағы аіх, Ах) функциясы Ах —> 0 болғанда ақырсыз
кішкене функция, яғни lim Ых, Ал:) = 0.

дх-*о
Демек, функция өсімшесі екі бөліктен тұрады. Бірінші қосылғыш басты 

бөлік, екінші қосылғыш қосымша бөлік: а(х, Ах)Дх.
Анықтама 2.1. у = / ( х) функциясының берілген х нүктесіндегі Ах 

өсімшеге сэйкес дифференциалы деп, функция өсімшесінің Дх-ке сызықты 
байланысты басты бөлігін атайды.

Функцияның дифференциалы dy  немесе df{x)  түрінде белгіленеді. Яғни
dy = d f ( x )  = f ( x )  Ax.

у  = x  функциясы үшін dy  = dx = х' ■ Ax = Ax екенін ескерсек, соңғы 
теңдікті

dy = f ' (x)dx,  dx  = Ax (6.28)
түрінде жазуға болады.

Демек х  нүктедегі функцияның диффе­
ренциации табу үшін функцияның осы 
нүктедегі туындысын агрументтің 
дифференциалына (өсімшесіне) көбейту 
керек.

Мысал 2.1. у  = sin3x -  е~5х 
функциясының берілген х  нүктедегі диф­
ференциалы табылсын.

Шешуі. (6.28) формула бойынша: 
dy = d(sin3x -  e~5x) = (sin3x -  e~5x)' ■ dx =

(3cos3x + 5 e~5x)dx
функцияның дифференциалының геомет- 
риялық мағынасы.

Дифференциалдың геометриялық мағынасын анықтайық. у = f ( x )  функ- 
цияның графигіне берілген М(х; у) нүктеде жанама өткізіп, осы жанаманың х 
+ Ах нүктедегі ординатасын карастырайық. (6.7-сурет) MN = Ax, NF = Ау тік

NTбұрышты AMNT: tga = —, яғни NT = tga Ax
Туындының геометриялық мағынасы tga = /  \ х )  болғандықтан NT = f \ x )  

Ах. Шыккан нэтижені (6.28) теңдікпен салыстырсақ dy = NT болады. Яғни 
у = f ( x )  функциясының x  нүктедегі дифференциалы М(х; у) нүктедегі 
жанаманың ординатасының х + Ах нүктедегі өсімшесіне тең.
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2.2. Дифференциал табудың негізгі ережелері

Туынды мен дифференциалдың арасындағы dy = f \ x ) d x  байланысты жэне 
туынды табудың ережелерін пайдаланып, дифференциал табудың ережелерін 
оңай шығаруға болады. Мысалы у  = с болса dy = с '  dx= 0 dx = 0 болады.

Теорема 6.7. Егер du = u'{x)dx, dv = v'(x)dx дифференциалдар бар болса, 
онда:

а) d(u ± v )  = d u ±  dv, (6.29)
б) d(u ■ v) = vdu  + udv,  (6.30)
ч , f u \  vdu-udv  , , n4

B>d U = ——  ( v * 0)
Дэлелдеуі. a) d(u ±v) = (u ± v)'dx = u ’dx ± v'dx = d u ±  dv,
6) d(uv) = (uv)'dx = (u'v + v'u)dx = u'vdx ± uv'dx = vdu  + udv,

, , u 'v -u v ' , 1 . , ,  , , , . vdu-udv . ,
dx  ---- :— = 2 v1714 + = — 5— ; (i7̂  0)

(6.31)

Теорема 6.8. у  = f(u) ,  и  = ср(дг) күрделі функцияның дифференциалы
dy = f \ u ) • du (6.32)

формуламен анықталады.
Дәлелдеуі. у = f (u )  жэне и = ф(х) дифференциалданушы функциялар 

болсын, яғни берілген х  нүктеде (р'(х) ақырлы туынды бар жэне сэйкес нүктеде 
f \ u )  ақырлы туынды бар.

Онда (6.8) күрделі функциядан туынды алу ережесі бойынша:
Ух= Уи‘ и'х.

Бұл теңдіктің екі бөлігін де dx-қа. көбейтіп, y'xdx = dy  жэне u'xdx = du 
екенін ескерсек yxdx = y'uu'xdx теңдік d y  = y'u du түрінде жазылады.

d y  = yxdx жэне dy = y'udu формулаларды салыстырсақ у  функциясының 
бірінші дифференциалы бірдей формуламен анықталады екен. Яғни, аргумент 
тэуелсіз айнымал ма немесе басқа аргументтің функциясы ма, оған тәуелді 
емес.

Осы қасиетті бірніші дифференциалдың инварианттылығы (өзгермейтіндігі) 
деп атайды. dy = yxdx пен dy = y'udu формулалары сырттай ұқсас, бірақ олардың 
өзгешелігі бар: біріншісінде dx -  Ах, ал екіншісінде u = и(х) болгандықган Аи Ф 
du.

(6.28) дифференциалдың анықтамасы, (6.32) күрделі функцияның диф­
ференциалы, дифференциал табудың ережелері жэне туындылар кестесінің 
жэрдемімен дифференциалдар кестесін жасауға болады. и  = и{х), v  = v(x) 
дифференциалдаушы функциялар болсын:

1. d(u ± v) = du ± dv;
2. d(u v) = vdu  + udv, дербес жағдайда d(c • и) = cdu;
3. ^ ( “) ^o, дербес жағдайца^^)=—
4. dy =y'x dx, у  = f ( x )  болғанда;
5- dy =y'u du, у  = f  \u), и = u(x) болғанда
6. dc = 0, c = const болғанда;

a a-1
7. d(u ) = aи  du;
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8. d(au) = au lna du, a > 0, a Ф 1 болғанда;
8’. d{eu) = eu du;
9. d(\ogu) = — ' du, a > 0, a f  1, u(x) > 0 болғанда;

9'. J(lnu) = ^ • du, u(x) > 0 болғанда;
10. J(sinu) = cosu du;
11. d(cosu) = -sinu du, к = 0, 2l,
12. d(tgu) = - \ -  • du,

co szu

u(x)^ ~ + kn, к = 0,21,...; 13. d(ctgu) = -~гФ- du,
2 sin  zu

u(x)Ф kn, к — 0, 21,...;
14. d(sLrcsmu) ~ , - 1 < u ( x ) < 1 ;  15. 4arccosu) =  -  , -\<u(x)<\;

VI- u 2 V l- u 2
16. <7(arctgu) ; 17. <V(arcctgu) = -  -du;
18. £/(shu) = chu du; 19. d(chu) = shu du;
20.d(thu) = - ^  du; 21. d(cthu) = du.
Мысал 2.2. Функциялардың дифференциалын табу керек:
a) f ( x )  = e~x + cos3x; б) f i x )  = с ■ tg5x;
в) f i x )  = arcsin3x + tg6x; г) f (x )  =
д) f{x) =e~3x — 4\[x + 6
Шешуі. Дифференциал кестесінің формулаларын қолданып табамыз:
a) d  (е~х2 + 2 cos Зх)= d(e~x2) + J(2cos3x) =(е- *2)' dx + 2(cos3x)’dx =

= (—2x • e~x2 — 6 sin 3x) dx;
6) <7(6tg5x) = 6<7(tg5x) = 6(tg5x)'dx = 3° dx.

C O S  j X

b ) <7(arcsin3x • tg6x) =  arcsin3x </(tg6x) +  tg6x <7(arcsin3x) =

= (arcsin 3x • —I---1- 7 = ^ = )  dx.
V co s2 в х  V 1 —9X2/

j / s i n Z x ^  ( x 2+ 5 ) d s i n 2 x - s i n 2 x - d ( x : 2+5)  _  2 ( x z + 5 ) c o s 2 x - 2 » :  s in 2 *  J   ̂

d  )  ~  t f + V 2  ”  ( x 2 + S ) 2  a X -

д) d  (e~3x — 4Vx + 6)=ie~3x)'dx -(4V x) dx + 6'dx = (—Зе~3* — J =jdx.

2.3. Дифференциалды жуықтап есептеулерде қолдану

у = f i x )  функциясы x нүктесінде дифференциалданатын болса, яғни /'(х) ф 0 
ақырлы сан, онда Дх-ке сәйкес функцияньщ өсімшесі

Ду = f \ x )  ■ Дх + а(х, Дх) Дх, (6.27)
мұнда Ііш а(х, Дх) = 0.

Ах->0
(6.28) теңдік бойынша, dy = f \ x )  Дх екендігін ескерсек Ду = Д х + Дх) -  

f ix )  = dy + а(х, Дх) Дх болып,
Ду = dy (6.29)

жуықтау тендігі алынады. (6.29) жуықтау теңдігі
f i x  + Дх) ~ f i x )  + f i x )  • Дх (6.30)
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түрінде жазылады (6.30) формула жәрдемімен /(х )  функцияның х + Ах 
нүктедегі мэнін х  нүктедегі мэндер арқылы жуықтап өрнектеуге мүмкіндік 
береді.

Абсолют қате: |Д у -  d y  \ = о(Дх). (6.30) формула жәрдемімен 
V1 + Дх к  1 + і  Ах, (1 + Лх)п ~ 1 + п Лх

жуықтау теңдіктерін қорытып шығаруға болады. _____
Шынында да, f ( x )  =Vx функциясында х = 1 , х  + Д х = 1 + Д х  десек, л/ГТДх 

~ f ( \ )  + f ' ( l )  Дх немесе
л/1 + Д х = 1 + і -  Дх, (6.31)

жуықтау тендігі шығады. Ал /(х )  = х п десек х = 1, х + Дх = 1 + Дх болғанда 
(1 + Ах)п ~ f ( l )  + f ' ( x ) Ах, немесе

(1 + Дх)" ~ 1 + п Ах, (6.32)
Мысал 2.3. a) V0.98; б) 125,5 мэндері жуықтап есептелсін.
Шешуі. а) (6.31) формула бойынша:

+  (—0,02) w 1 + i  ■ (-0 ,02 ) = 0,99. 
б) (6.32) формуланы қолдансақ:

У 125,5 = 3/125 + 125 ■ =5 3/1 + ^ -  =5^1 + 0,004- 5 ( l  + -■ 0,004) =,\1 125 <\і  250 \  3 /

2.4. Жоғары ретті дифференциалдар

Екі жағдайды қарастырайық:
а) у  = f ( x )  функциясы берілген х  нүктесінде дифференциалданатын 

функция болсын, мұнда аргумент х  тэуелсіз айнымал.
Онда dy = f \ x ) d x  бірінші дифференциал да дс-тің функциясы болады, 

демек, dy функциясынан дифференциал табуга болады.
У = f ( x ) функциясының берілген х  нүктесінде n -ретке дейінгі ақырлы 

туындылары бар болсын. у  = f ( x )  функциясының бірінші дифференциалынан
алынган дифференциал f ( x )  функциясының х  нүктесіндегі екінші дифферен-

2 2
циалы деп аталады да d  у  немесе d f ( x )  деп белгіленеді. Демек, анықтама

2
бойынша d у  = d(dy).

dx = Ах, яғни dx дифференциал х-қа тәуелді емес: 
d 2y  = d(dy) = d{f\x)dx) = (f(x)dx) 'dx  = f"(x) (dx) ^
Осы сияқіы, d у  = d(d y) = d  Щ х )  № ) ]  = /  (x) • (dx) ; 
d  y  = d(d y) = d [ f  (x) (dx)] = f  (x) (dx) ;

d ny  = d(dn~1y) = d  [ / (n_1)(x) • (dx)"-1] = /<">(x) • (dx)"
Анықтама 2.2. n рет дифференциалданушы у  = f ( x )  функциясының 

берілген х нүктесіндегі n-ретті дифференциалы деп, (n -  1)-ретті 
дифференциалдан алынған дифференциалды атайды. Яғни

d"y = d(d"- 1y) = f n(x) (dx)"; n e N  (6.33)
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(6.33) формулада n-re 1, 2, 3,... мәндер берсек:

п * ) = Ъ  •••. / (n)w =(<?*)
d n y

( d x )n
теңдіктер алынады.

Яғни /(х )  функциясының х нүктесіндегі туындылары функцияның сәйкес 
ретті дифференциалының тэуелсіз айнымалдың дифференциалының сэйкес 
дэрежелеріне қатынасына тең.

б) у  = f ( x )  функциясында х  тэуелсіз айнымал емес, аралықтағы айнымал 
болсын.

Бұл жағдайда көбейтіндіден дифференциал алу (d(u v ) = vdu + udv) 
формуласын пайдалансақ:

2 (2)  2 
d у  = d(dy) =d(f’(x)dx) = d(f'(x)) dx+f'(x) d(dx)= f  (x)dx dx +f'(x)d x,
ЯҒНИ

2 (2)  2 2
d y  = f  (x)(dx) + f \ x ) d  x  (6.34)

n = 2 болғандағы (6.33) формуламен (6.34) формуланы салыстырсақ, х =
х(?) аралық аргумент болғанда қосымша f \ x ) d  х  екінші қосылғыш пайда 
болады. Демек, екіншіден бастап барлық жоғары ретті дифференциалдарда 
инварианттық қасиет орындалмайды.

2  - Л х

Мысал 2.4. d  табылсын: а) у  = cos3x; б) у  = е
Шешуі: а) у ' = -3sin3x, у " = -9cos3x болғандықтан, (6.33) формула 

2 2 
бойынша (n = 2) d = -9cos3x(dx)

—4 x  - Л х

б)  у' = -4е , у" = \6e
2  - Л х  2

Онда (6.33) формула (п = 2) бойынша d =\6е (dx) болады.
в) у = х , х = t 4;
г) У = tgx, x =  t +2. 2 2
Шешуі. в) у'х=Ъх ,Ух'х= 6х, dx = 2tdt, d х = 2(dt) болғандықтан, (6.34) 

формула бойынша d  у  = 6x^dx) + (Зх ) d  х  = 6^t + 4)^ (2?d?) +^3(? + 4) 
2(dt) = 24 (?4 + 4/ V ?  + 6( /  + 8 /2 + 16)dt = (30? + 144? + 9 6 )(^

Басқаша шешімі: у  = х , х  = t + 4  болғандықтан, у = (? + 4) деп жазуға
4 2

болады.Онда (6.33) тендік бойынша у"=  30/ + 144? + 96 болып, бүдан,
/  = у^  (^ )2 = (30?4 + 144?2 + 96)(dt)

§ 3. Дифференциалданатын функциялар туралы негізгі теоремалар

3.1. Орта мән туралы теоремалар

Теорема 6.9. (Ролль). Егер f ( x )  функциясы [a; b] кесіндісінде үзіліссіз, (a; 
b) интервалда дифференциалданатын болса жэне шеткі нүктелердегі мэндері 
f ( a ) = f(b)  болса, онда кем дегенде бір с 6 (a; Ъ) нүкте табылып, бұл нүктеде 
f \ c )  = 0 болады.
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Дәлелдеуі. f ( x )  функциясы [a; b] кесіндісінде үзіліссіз болғандықтан 
Вейерштрасстың екінші теоремасы бойынша, ол осы кесіндіде ең кіші m жэне 
ең үлкен М  мәндерді қабылдайды.

Егер т = М  болса, онда f{x)  тұрақты, демек (a; b) интервалдың кез келген 
нүктесінде f \ c )  = 0.

Еқді т Ф М болсын. f{a) = f  (Ь) болғандықтан Л/немесе т  мәндерінің кем

дегенде біреуін / (х) функциясы ce(a;b)  нүктесінде қабылдайды. Анықтық 
үшін ол M = f(c)  болсын.

Онда барлык х е ( а ; ^ ) ү ш і н  f  ( х )  < f  (с)  болады. Осы ce(a;b) 
нүктесіндегі туынды,

f ( c  + Ax) -  f (c )
/  '(с) = 1іт Ах

Ах > 0 болғанда f ( c  + Ax) - f ( c )  < 0 болғандықтан / ' ( с )  < Оболады, ал 

А х  < 0 болғанда / ' ( с )  > 0 болады. Демек / ' ( с )  = 0.
/  ( с ) = т болғанда да теорема осылайша дэлелденеді.

Геометриялық мағынасы: функция графигіне жүргізілген жанама Ох 
осіне параллель болатын се(<з;Ь)табылып, бүл нүктеде f ' ( c ) =  Оболады 
(сурет 6.8, 6.9, 6.10).

Теорема 6.10. (Коши). Егер f  (х )  жэне g ( j t )  функциялары \a\b\

кесіндіде үзіліссіз, (я ;^ )  интервалда дифференциалданатын жэне

g  (х) Ф 0, х  е  ( a ;b) болса, онда осы интервалда кем дегенде бір с е (a;b) 
нүкте табылып,

f ( b ) - m  / '(с )
g(b)-g(a) g'(c) (6.35)

тендігі орындалады.
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Дәлелдеуі. g ( b ) - g ( a ) *  0, өйткені нөлге тең болса, Ролль теоремасы

бойынша с е ( а ; Ь )  нүктесі табылып, бұл нүктеде g'(c)=0 болады, ал бұл 
теореманың шартына қайшы.

т - т хҒ{х) = f ( x ) - f ( a ) -[£(*) ~g{a)]g ( b ) -g (a )
көмекші функцияны қарастырайық.

Ғ (х)  функциясы Ролль теоремасының барлық шарттарьш қанағаттан- 
дырады: [a, b] кесшдіде үзіліссіз; (а, Ь) интервалда дифференциалданушы, себебі 
осы шартгарды қанағатгандырушы f  (х)  пен g ( x )  функцияларының 
сызықгық комбинациясы; Ғ( а )  =  Ғ  (Ь) -  0

Сондықтан, Ролль теоремасы бойынша кем дегенде бір с е (а; Ь) нүкте 
табылып, бұл нүктеде Ғ  (с) = 0 болады.

Ғ'(х)= Г(х)-  ~ g’(jc) болғандықтан
g i b ) - g ( a r K)

ғ \ с ) = п с ) - ^ ^ \ ё \с)=о,ятяя r{c)_ m _ - _ m
g{b)~g{a) g(b)~g{a)

немесе f \ c )  f ( b ) - f { a )
g(c )  g (b )~g(a )

Теорема 6.11. (Лагранж). Егер f ( x )  функциясы [a; b] кесіндіде үзіліссіз, 
(a; b) интервалда дифференциалданатын болса, онда осы интервалда кем 
дегенде бір с G (а; Ъ) нүкте табылып,

f ( b ) - f ( a )  = f ' ( c ) ( b - a ) (6.36)
теңдігі орындалады.

Дәлелдеуі. Лагранж теоремасын Коши теоремасыньщ дербес жагдайы деп 
қарауға болады. g(x) = х  деп алсақ:

g ib ) - g (a )  = b - a ,  g \ x ) =  1, g \c )=  1 
болады.

Бұл табылған мэндерді (6.35) форму- 
лаға қойсақ: f ( b ) -  / ( a )  = f \ c )  ( b -  a).

Алынған (6.36) формуланы Лагранж 
формуласы немесе ақырлы өсімшелер 
формуласы деп атайды.

Геометрияльщ магынасы: f ( x )  функ- 
циясының графигіне жүргізілген жанама 
А(а; /(a ) )  жэне B(b; f (b )) нүктелерден 
өтетін қиюшыға параллель болатын с € (a; 
b) нүкте табьшады (сурет 6.11).

(6.36) формуланы басқа түрлерде де жазуға болады. b - a  = Ах, а = х  десек 
b = х  + Ах, с = х  + Ө Ах, 0 < 0 < 1 болып, онда (6.36) формула мына түрге 
келеді.

f ( x  + Ax) -  f{x)  = f \ x  + ӨДх) Ах, 0 < Ө < 1. (6.36a)
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Салдар 3.1. Егер кейбір (a; b) аралықта f (x )  функциясының туындысы 
f '(x)  = 0 болса, онда осы аралықта f i x )  = с = const болады.

Дәлелдеуі. Vx е (а; Ъ) нүктесінде f \ x )  = 0 болсын. Онда кез-келген (х^ x j  е
(а; Ь),х^< *2 аралықга Лагранж теоремасы бойынша с G (х ; х2) нүктесі табылып, 
f ( x 2) -  f ( x {) = f \ c ) (х2 -  х ^  тендігі орындалады. Шарт бойынша f \ x )  = 0 
болғандықтан f \ c )  = 0, х ] < с < х 2 болады. Демек f { x ^  = f(x^). Ал х^, х2 кез
келген нүктелер болғандықган, (а; Ь) аралықга f{x) = с = const болады.

Салдар 3.2. Егер f ( x )  жэне g(x) функцияларының (a; b) аралықтағы 
туындылары f ' (x)  = g  \ x )  болса, онда f ( x )  -  g(x) = с болады.

Дәлелдеуі. Ух e (a; b) нүктесінде f ' (x)  = g  '(x) болсын. Онда f \ x )  -  g '(x) 
= [f(x )~  &(*)]'= 0, яғни f ( x )  -  g(x) функциясы тұрақты.

Мысал 3.1. arcsinx + arccosx = j ,  x G [-1; 1] -  теңдігі дәлелденсін. 
Дәлелдеуі. f ( x )  = arcsinx + arccosx функциясы үшін Vx G (-1 ; 1) нүктеде

f i x )  = + ■
- 1

V l — x 2 V l — X2
= 0.

Салдар 3.1 бойынша f ( x )  = c = const, x = 0 десек 0 + - : c, яғни c = -  . x  = ±1’ 2
болғанда тендік тікелей орындалады.

§ 4. Анықталмагандықтарды ашуда туындыларды қолдану. 
Лопиталь ережесі

у  = f{x)  функциясының берілген х нүктедегі туындысы А у  жэне Дх екі 
ақырсыз кішкене шамалардың қатынасының Дх —► 0 болғандағы шегі арқылы

анықталып еді, яғни д̂ т 0д^(о) = /  (-'•)•
_  . . . 0  ооЕнді, керісінше, туынды жәрдемімен — негізп анықталмағандықтарды

ашуды қарастырайық.

4.1. -  түріндегі анықталмағандықты ашу

Теорема 6.12 (Лопиталь). / (х )  пен д(х)  функциялары берілген х = а 
нүктесінің кейбір маңайында (а нүктесі кірмеуі де мүмкін) үзіліссіз, диффе- 
ренциалданатын жэне lim / (х) = lim g(x) = 0 болып, эрі осы маңайда д(х)Ф 0,

х —>а х - > а

д'(х) Ф 0 жэне Urn
х —>а

/ \ х )
g (x )

= / шек бар болсын. Онда iim
Х-><3

f i x )
g(x)

шек бар жэне

lim
x-+a

f i x )
g(x)

= lim
x->a

f ' ( x )
g'(x)

(6.37)

теңдіп орындалады.
Дәлелдеуі. f  ix)  пен g ix )  функцияларын / ( a )  = gia)  = 0 деп анықтасақ, 

онда бұл функциялар х =  а нүктесінде үзіліссіз болады, өйткені
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lim f i x )  = 0 = f{a),  limg(x) = 0 = g{d).
x-*a x-*a

Демек, f ( x )  пен g ix )  функциялары [a, x] кесіндісінде үзіліссіз ix > а немесе
x < a) және (a, x) интервалда дифференциалданатын функциялар. Сондықтан
Коши формуласьш (6.35) қолдансақ:

/(*) _/(a) _  /'(с) ____ fix') /Чс) , ч-  , с  6 (a; X )

а болғанда, с
яғни,

fl'(c)’ .........’ gix) g ’ic)'
(a; х)нүктесі табылады. х

9Іх)-9Іа)
тендігі орындалатын с  Е 
болады. Олай болса

/С О  ,. П с )  f i x )  ,
lim ——  = lim . = һш —г—  = l.
х~>адіх )  с->ад'іс) х->адіх)

лм АЛ Г х 2 ~ \  + \пхМысал 4.1. һ т ---- г------ -— есептелсін.
е2х -  е2

Шешуі. (6.37) формуланы қолдансақ,

a

lim-
х->1

х 2 — 1 + lnx
e2x — e2

lim(2x + - )X-»l x

1
i x 2 — 1 + lnx)'  2x + — 

= lim — r----- г-;— = lim
x-»i (e2* — e2) *-*i 2e2x

L
2 - 1  +  1 3  ■ e -2

2e2121im e2*x-»l
Салдар 4.1. Лопитель ережесі x -* oo болғанда да орындалады. 
Шынында да, х = -  десек, (6.37) формула бойынша,

f ix )lim ,—г-т = limx-осдіх)
- lim

п « ( т ) "  “”° ( я ( і ) Ү ■ й « ' ( т ) - ( - л ) - в ***(ғ)

lim 4 ?  = [?1 =  HmДемек,

,. f i x )  = lim - 77-г. g'ix)

Мысал 4.2. limX->oo

Х-+СО gix) lu 
T r-2arctgx есептелсш.

f 'jx )
g 'ix )

(6.37 a)

e3 /* _ i

Шешуі.
- 2

lim
X->oo ,3/x_i

= limx-*oo
1 +  X 2

;3 /x

7r-2arctgx  (01 (jr -2 a rctgx)' _
= I- 1 =  1,m (езА_—  -

x2

#♦*)
2 . x2 2

_ 3 \ 3 x̂ oo (1 + x2) ■ e3/* 3 X™
lim -г- = -■ 1

x->00 £  3
ex

2

1 _  3'H) -------  -
Салдар 4.2. Егер f i x )  пен д'(х)функциялары теорема 6.12 дегі f i x )  пен 

gix)  функциялардың шарттарын қанағаттандырса, онда Лопиталь ережесін 
тагы бір рет қолдануға болады:

= 1і т ^ О  ТСС-
—  g (х)

х  — sin X
Мысал 4.3. lim ------ ;—  есептелсін.

lim ЯХ)  -
0 ' ' о '

gix) L o J g  '(х) L o J

*-►0 2х
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Шешуі. ДГ-Sin JC
Ііш
«О 2х

1-COSX

.. ( 1 - c o s x Y  sin* 
=  lim— .........—  = lim-

(jr-sinx) = lim- , 
= lim i—-— — ■ x-*o 6x2

(2дг3)

«-*o (6x2У ам-’б 12x
Бұл мысалда Лопиталь ережесін үш рет қолдандық.

(sin*)' .. cos х  1
= Й  (12х У  ~  х ™ ~ Т Г  ~  12'

4.2. — түріндегі анықталмағандықтарды ашу

Теорема 6.13 (Лопиталь). f ( x )  пен д{х)  функциялары берілген х = 
а нүктесінің кейбір маңайында (а нүктесі кірмеуі де мүмкін) үзіліссіз жэне 
дифференциалданатын жэне 1і т / ( х )  = 1і т  g(x) = оо болып, эрі осы маңайда

х—*а х—>а

д ( х ) Ф 0, д'(х) ф 0 және Нт ~ ^  = / шегі бар болсын. Онда ■■ f ix)  шегі де
~ ° g \ x )  ™g(x)

бар жэне

(6.38)
g(x ) ~ a g '(*)

теңдігі орындалады.
Бұл тұжырым х  -» а+, х  -* а-, болған жағдайларда да орындалады. 
Дәлелдеуі. а нүктесінің қарастырылатын маңайында а <  х  < а  (немесе 

а > х  > а) болатындай а жэне х  нүктелерін алсақ, Коши теоремасы 
бойынша,

/ ( * ) - / ( « )  А О
д(х) -  д(а) д\с)

тендігі орындалады, мұндағы а <  с < х. Соңғы теңдіктің сол бөлігін 
былайша түрлендіреміз:

, /(« )
/(* )-/(< * ) = /(х ) 1 f {x )
д(х) -  д(а) д{х) . _ д(а)'

діх)
яғни

Ііш

f i x) f ' i c) ШХІбұдан, -уХ- = — X- • —щ ;  ■ (*) теңдік шығады.
Ә (х) д г(с ) t - L m

f \ x )

Ә(.а)
д(х)

.  /(<*)
fix') _  /4 0  1- 7м
Six) д'(с) і - 2 М ’ 

д (х )

g \ x )
= I шарттан, шектің анықтамасы бойынша, Ve > 0 үшін a -  a

шаманың аз мәндерінде, барлық х = с , а <  с < а мәндері үшін | 

немесе I -  е < < (  +  £(**) теңсіздігі орындалады. Енді
д'(с)

f'ic)
Ә'іс)

-  I <  £
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'  « М Г \  № ) /
қатынасты қарастырамыз. а шаманы соңғы қос теңсіздік орындалатындай етіп 
белгілеп, х-ті a -ға ұмтылдырамыз. х —> a болғанда /Г(лг) -» оо, д (х ) -» оо 
болғандықтан,

5 (a)

lim 1
х - > а і  - / (a )

/00
= 1

болады. Демек, ілгері белгіленген е > 0 үшін, х-тің a -ға жеткілікті жақын

мәндерінде
5(a)
д(х)

1- /(a )
/(*)

1 < £ немесе 1 — е <
і - 5 ( a )

5(*)
. / ( a ) < 1 + £ қос теңсіздікке ие
/(*)

боламыз. Бұл қос теңсіздікті (**) қос теңсіздікпен мүшелеп көбейтсек,
5 0 0

П с ) 1 -
0  -  0 (1  -  о  < 5 0 0

5 '( 0  1 / ( « )
/СО

< (l + 0 (1  + о

қос теңсіздігін аламыз, әрі қарай (*) теңцікті ескерсек,

0 - 0 ( 1 -  0  <  < (I + 0 (1  + 0
қос теңсіздігі шығады. 6 -  кез келген сан болғандықтан, х-тің a -ға жеткілікті

■• fix) .жақын мэндерінде соңғы теңсіздіктерден lim —— = I теңдігі, ал теореманың
х->а д іх)

f '(x )  . . .  .. / ( х) .. f '(x )шартындағы һш —г— = I тендігін ескерсек, lim — - =hm — —
x ^ a g 'ix )  r  x->ag(x) x->ag'(x)

= l тендігі
шығады.

Ескерту 4.1. Егер теорема шартындағы I = оо болса, онда бұл жагдайда да 
(6.38) теңдік орындалады. Шынында lim /777 = 00 теңдіктен lim 7777 = О

Х ~ > а д  ІХ )  х - > а  /  (х)

тендігі шығады. Сонда дэлелденген теорема бойынша lim 777 = lim 7777 =
х - > а  f i x )  х - > а  /  i x )

f f x )
О болып, бұдан lim —— -  «з шығады. 

х - > а д і х )
Ескерту 4.2. Дэлелденген теорема х -* оо болганда да орындалады, ягни 

lim f ( x )  -  00 lim q(x ) =  00 болса жэне lim —г— бар болса, онда
X —>coJ ' х -> с о  х —>со д  (X )

lim = lim (6.39)
х -*со gix) х->со д ix)

Бұл теңдік, х = -  алмастыруын енгізсек, салдар 4.1 сияқты дәлелденеді.

И
= lim -— — -  и'Мысал 4.4. lim — =

^ 00 Зх

00

00 (Зх)

2е1х 
= lim ------= 0 0 .

Х->СО 3

Ескерту 4.3. (6.37), (6.38), (6.39) теңдіктер, оң бөлігіндегі шектер бар 
болғанда ғана (ақырлы не ақырсыз) орындалатынын атап өтеміз. Яғни, бұл
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тендіктердің сол бөлігіндегі шектер бар болып, ал оң жағындағы шектер 
болмауы да мүмкін.

Мысал 4.5. Ііш -*+sin* = [—1 = Um ( 2 + =  2. Ақырлы шек бар, ал
х->оо х L00J Х-Юй V х )

бірақ туындыларының қатынасының шегі жоқ. Шынында да,
.. (2x + sin;t)' 2 + cosx
11m ---------------- = lim -------------
X-+<x> (-^)' X~*ao ]

тек 1 мен 3 сандарының арасында тербеледі.
Мысал 4.6. (6.39) формуланы п рет қолдансақ,

Хп гООп (хпУ п - х
1іт =  —  =  — =  Ііт  = һ т  ----- -

X —*00 е  L0 0 J X —юо ( е * )  Х -> о э  е

1іт (2 + cos *) болып, ешқандай санға ұмтылмайды,

п - 1

= е =
п(п — 1)(п — 2) ... 3.2.1 

= lim -------------------------------= 0,
V—» по О л

n 6 N.
Мысал 4.7. lim табылсын.

х-,2  tg 9х
2

Шешуі. lim ^  = Ң  =1іт =Цт 
X _ |tg 9 x  looj v_JE(tg9jc)' V_JE

д 7х = -  lim
C O S 2 9 X

7Г 

X̂ 2
7 . 0,5(1 + cos 18x) 7 1 + cos 18*
9 0,5(1 + cos 14x) 9 x™ 1 + cos 14x

7 —1 8 sin l8 x
9 v-Д —14 sin 14x

cosz9x
cos27x

Oi _  7 . C1 + cos 18x)' 
0. 9 хЩ (1 + cos 14x)'

( s in l8x) 1 8 co sl8 x  —18 9
= lim —— — = lim —-----—— = —— =

^-^(sin  14x)' Х_Д 14 cos 14x —14 7

Мұнда (6.38) формула бір рет, ал (6.37) формула екі рет қолданылды.

4.3. Әртүрлі түрдегі анықталмағандықтарды ашу

Лопиталь ережесі негізгі анықталмағандықтар деп аталушы £  түріндегі 
анықталмағандықтарды ашуда қолданылады.

0 оо, оо -  оо түріндегі анықталмағандықтар түрлендіру арқылы негізгі
анықталмағандықтардың біреуіне келтіріледі.

о 0
I 00, 0 , оо түріндегі анықталмағандықтар логарифмдеу арқылы негізгі 

анықталмағандықтардың біреуіне келтіріледі, яғни бұл жағдайларда мына 
тепе-тендік қолданылады:

[ / Ш әМ  = eg M l n f ( x ) j > о (6.40)

1. lim / (х) = 0, lim g(x) = оо болсын. Онда:
х —> а х - > а
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lim [/(x ) • g(x)] = [0 ■ o°] = Jim ■ № - =

g{x)
Мысал 4.8. lim(arcsinjc ctgjt) табылсын.

x—>0
Шешуі.

' 0 '
.. g(x)немесе lim -

ОО

. 0 . х-*а 1 _оо_

/ «

sr c s in  X

lim(arcsinx ctgx) = [0 ■ ool = Иш----------=
*-*o °  x ->0 tg  x

= 1 іт(!£Е!ІПі); = 1 іт^ З = і  = 1.
x->0 ( t g X /  x->0 COS2*  1

2. lim/( * )  = oo, \\mg(x)  = oo болсын. Онда:

1 1
lim [ f  (x ) -  g (x )]  =  [oo -  oo] =  lim
x ->a x->a 1

f(x) g(x)J
Мысал 4.9. lim (—---------- ) табылсын.

x—*l Vx2-1  x - l J

=  ]lm g- P -  Щ ± = Йx->a 1 1 [0
/(* ) 9(x)

Шешуі. lim
( 2 1 1 Г-_ ..1

\ х 2 -1
1 — I GU Gt_) 1

x - V  1 1

= lim
1 — x

х->1Х2 — 1

r°i (1 - х У
oj (*2 -  1)'

- 1  
lim——
x->i 2x

1
2 '

3. lim /(* ) =  1, lim ^(x) = oo; lim /(*) = oo, lim^Ot) = 0; lim /(*) =
x-*a x->a x->a Q x-*a x->a

0, lim^(x) = 0 болған жағдайларда, яғни 1", oo , 0 анықталмағандықтарды
х~*а

ашуда (6.40) тендікті қолданамыз:
lim [ /(* ) ]* «  = e^ W in /(x )  (6 41)
х->а

Демек, (6.40) түрлендіру бойынша е-нің дэреже көрсеткішінде 0 оо
түріндегі анықталмағандыққа келтіріледі.

1
Мысал 4.10. lim (1 + х 2)ех - і - х  табылсын.

Х —* 0

Шешуі. Бұл жағдайда 1°° түріндегі берілген анықталмағандық (6.41) теңдік 
бойынша

Іп(1 +х2)
1- гл . 2 \  v \ ---- lim е* -і-хlim (1 +  х 2)ех- і - х  = е х->о 
х-»0

түрінде жазылады.
Мұндағы көрсеткіштегі ^ түріндегі анықталмағандық Лопиталь ережесі 

бойынша:
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In (1 + x2) rO
limx-*o ex — 1 — x 

ГО 

0

= [jl = lira (ln(l + *!))' = lim 1 + X ■2x
= lim •

2x
x—*o (e x — 1 — jc) ' x “6 e x — 1 x-*o (1 +  x2)(e* — 1)

_ | = 1- (2 хУ _________ 2_________ =
((1 + x2)(e* -  1))' ™ 2x(eX ~ 1) + e*(l + x 2)

Демек, lim(l + x )
lim ln(l+jr)

2 4ex- l - x  — e * - l - x  _r ? -

x—fO
- e = e

Мысал 4.11. lim (tg x ) 4 c o s *  табылсын.

llleuiyi. Бұл oo түріндегі анықталмағандық (6.41) тендік бойынша:
lnfgxlim 4cosx‘lrWgx 4 lim

lim(rgx) 4cosx * " * 5= e 2
”\lcosx

яғни дэреженің көрсеткішінде — түріндегі анықталмағандық шықты. Лопиталь 
ережесін қолданып табамыз:

1
4 In tgx г oo

lim „ . -  ,
XJ L 1/COSX too

= [-1  = limtool

. Vcos x)

(4 In tgx)' 
(1 /co s x У

(tg 2x)'
= 41im ^  = [-1 = 41im

X J L  tg2x tool X J *

= 0.
Демек, lim (tg  x ) 4c0SX = e° =  1.

=  4 l im -------
2tg x

tgx  ■COS2 X
: 1 ■ tgx
1 cosx  
sinx
C0S2X

1
cos2x

Мысал 4.12. lim x sin* табылсын.
x->0+

Шешуі. Бұл 0° түріндегі анықталмағандық (6.41) теңдік бойынша x sin3C =
esinx inx хүрінде жазылады.

Дәреженің көрсеткішінде 0 
түрлендіріп есептесек:

оо түріндегі анықталмағандық. Оны

limХ-*0+
In х гооп unxj

(sinx • lnx) = [0 ■ ool =  lim —-л— = I—I = l im ---------r =  lim —
x->0+ 1 LooJ x-*o+ /  1 \  x-»0+ _

(lnx)'
1
X

sinx vsinx/
cosx
sin2x

= — lim
sin2 x

x-»0+ x ■ cosx
( sin2x)' 2 sin x- cos x 0

= -  lim ----------- — = -  lim --------------- :—  = -  = 0.
x->0+ (x • cos x)' x-*0+ cos x -  x ■ sin X 1

I* Sll
l im  x

Демек, lim xsm* =
x->0+

0 1= e = 1.
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§ 5. Тейлор мен Маклорен формул ал ары және олардың қолданулары

У — f i x )  функциясының анықтамасында х-тің мәндері бойынша у-тің 
мэндерін табу амалдары айтылмаған. Функция у = х 2 -  5х + 7 тендікпен 
берілсе, функцияның мэні төрт арифметикалық амал жэрдемімен оңай 
анықталады.

Ал, у = 1п(1 + х), у = cos х  т. б. функциялардың мәндері қалай табылады.
Берілген у = f  (х) функциясының мәндерін есептеу үшін, оны п-дэрежелі 

Рпіх)  көпмүшемен алмастырып, есептелінеді. Өйткені арифметикалық төрт 
амал жәрдемімен көпмүшенің мэні эрқашан да оңай есептелінеді.

Функцияны көпмүше түріне келтіру мүмкіндігін Тейлор формуласы 
негіздейді.

5.1. Көпмүше үшін Тейлор формуласы

Берілген f ( x )  функциясы л-дәрежелі Рп(х) көпмүше болсын:
f ( x )  = Рпіх) = а0 + агх + а2х 2 + а3х 3 Н----- 1- а^х11. (6.42)

х  -тің дәрежелері бойынша жіктеліп жазылған бұл көпмүшені (х -  a) ның 
дэрежелері бойынша жіктейік, мұндағы а  берілген сан. Яғни, Рп(х) көпмүшені 
мына түрге келтірейік:
Рпіх) = А0 + А1іх -  а )  + А 2 і х  -  а ) 2 + А3іх -  а ) 3 + ••• + Апіх  -  а ) п . (6.43)

Мұндағы А0, Аи Аг, А3, ... , Ап сандары, табылуы керек болған белгісіз 
коэффициенттер.

Бұл коэффициенттерді табу үшін (6.43) теңдікті х  бойынша дифферен- 
циалдаймыз:

Р„ іх) = Аг + 2 А 2 і х  -  а )  + ЗА3іх -  а ) 2 + ■■■ + пАпіх -  а )п_1.

Рп(2) іх)  = 2А2 + 2- З А 3 і х  -  а )  +  -  +  п  ■ (п -  1 )Апіх -  а ) п ~ 2 

Рп(3) (ж) = 1 ■ 2 ■ ЗА3 + 2 3 • 4А 4 і х  -  а )  + -  + п ■ (п -  1).

Р„(п) Сх) = п іп  — 1) • (п -  2) ... 2 ■ L4n
Бүл алынған теңдіктерде жэне ( 6 .4 3 )  теңдікте х -  а десек:
Рп(а) = А 0, яғни А0 = Рп(а);

Рп'іа) = А1,
. РА(а) яғни А^ = v ;

Р « \ а )  = 2А2, Л Р п \ а )яғни А2 = п2! ;

Рп^ і а )  = 2 - З А 3,
, Р п \ а ).яғни A = ,3 3!
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P„(T0 (a) =  n ( n - l ) ( n - 2 ) . . . 2  L4n, яғни Лп =
Aq, A f, A2, Aj, An коэффициенттердің бұл табылған мәндерін (6.43) 

теңдікке қойсақ:

РПМ  = рп (“ ) +
pn(a)

1!
(х -  a) +

+
,(3)(a) P.(n)

k 4 x - a ) 3 + .. n

Pn(2)(a)
2!

(x -  a ) 2 +

(a)
(x -  a )n (6.44)3! n!

(6.44) формула көпмүше үшін Тейлор формуласы деп аталады.
Мысал 5.1. Р3(х) = —2х3 + х 2 — Зх + 1 көпмүшені (х — 1) екімүшенің 

дәрежелері бойынша жіктеу керек.
Шешуі. Мұнда a  =  1,P3(1) = —3, P3(x) =  —6x 2 + 2x — 3 ,P32)(x) =

— 12x + 2, P33)(x) = —12. Сондықтан P3( l)  = —7,
— 12. Демек, (6.44) формула бойынша:

P3(x) = - 3  +  -77 (x -  1)- i ? ( x - l )2 - ^ ( x - 1 )3

P3(2)( l )  = -1 0 , P,(3)
(1) =

1! 2! 3!

5.2. Кезкелген функция үшін Тейлор формуласы

Тейлор формуласы берілген у = / (х )  функциясын белгілі бір шарттар 
орындалғанда көпмүше түрінде жуықтап көрсетіп, жуықтау қатесін бағалауға 
мүмкіндік береді.

Теорема 6.14 (Тейлор). Егер f i x ) функциясының a нүктесінде жэне оның 
кейбір маңайында (n + 1) —ретке дейінгі туындылары бар болса, онда осы 
маңайдың кез келген х Ф а нүктесі үшін х пен a  нүктелерінің арасында 
жататын с нүктесі табылып, мына теңдік орындалады:

N , /'(<0 , ч , / (2)(а) , 2̂ ,/ ( х )  = / ( a )  + - 77-  (х -  a) + — - —  (х -  a) +
1!

/ (п)(а)
2!

(х -  o f  + Яп+1(х) (6.45)
(6.45) теңдік Тейлор формуласы деп аталады.

, , . / ' ( a ) , , . / ® ( < 0 , ч2 .(Кх.а) = / ( а )  + — р ( * - а ) + —j— (дг- a ) z + ...

л!
көпмүшені /  (х) функциясының п-ретті Тейлор көпмүшесі, ал 
f(jx) -  (р{х, а) айырымды болса, (n + 1) -ретті қалдық мүшесі деп атайды:

« „ « (* )  =  (6.47)
Лагранж түріндегі қалдық мүше,

Яп+і(* ) = б [ ( * - а П  (6.48)
Пеано түріндегі қалдық мүше деп аталады.

RП+1
(6.46) 
(*) =
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Дәлелдеуі. (6.45) формуланы дәлелдеу үшін
/(п+і)(с)

fin+iW = f i x )  -  <р(х,а) = (х -  а)п+1
тендіктің орындалатынын көрсету керек. Көрсетілген маңайдан кез келген х-ті 
белгілеп, анықтық үшін х > а делік.

a < t < x  шартты қанағаттандыратын t айнымал енгізіп, [a, х] кесіндіде

т  = /(* ) - «>(*. о  -  (6.49)
көмекші функцияны қарастырайық.

F (t) функциясы [а,х\ кесіндіде Ролль теоремасының шарттарын қанағат- 
тандырады: (6.49) теңдіктен жэне f ( x )  функциясына қойылған шарттардан 
F(t) функциясы [а, х] кесіқдіде үзіліссіз жэне дифференциалданушы, өйткені 
f ( t )  функциясы жэне оның (n + 1) —ретке дейінгі туындылары [a, x] кесіндіде 
үзіліссіз;

(6.49) теңдікте t = а десек,
F (a) = f i x )  -  <ріх,а) -  Rn+1ix) = Rn+1ix) -  Rn+1ix) = 0; 

t = x  десек,
л Г Ы ,   ̂ , / (2)М ,Fix) = f i x ) -  f i x ) -  —j j -  i x - x )  + — —  ix -

(x -  х )п~ ^ п+1(х) 
in + 1)!

Демек, F(a) = F(x) = 0.
Сондыкдан Ролль теоремасы бойынша [а; х] кесіндінің ішінде кемінде бір 

с  нүкте табылып, бұл нүктеде
ҒЧс) = 0

2 Ғ п\ х )  п
X) +•■• + - - . і х - х )  -  п\

теңдігі орындалады.
(6.49) тендіктен F '(t) туындыны табамыз:

1! 1! 2!
2(х -  t ) -

/ (3)(0
1!

іх - 1) 2 +

I / (и)(0  , r t , - 2 / (п+1)(0  j n + l ) i x - t r R n+1jx)
" п! 1 } п! 1 4  іх — а)п+1

Бұл теңдіктің оң бөлігіндегі мүшелері соңғы екеуінен басқасы 
жойылады. Сонымен

_  2 (п +  1)(* -  OnRn t l W
Ғ 10 -  п , I* О + (Х _  a )n+i

Соңғы тендікте t = с десек,

F 4 d  _  о -  _  с)» + ( п + 1)(* —F i c ) - 0 -  n , I* с) + (х _ а )л+і
Бұл теңдіктен:

өзара
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Лагранж түріндегі қалдықты басқаша жазуға болады. с S (а,х) 
болғандықтан 0 < Ө < 1 сан табылып, с =  а + Ө (х -  а) болады. Сонда

я » « М  = —  1(? + Л (? ,~ Д ))( * -  “)п“ ° < ө < 1 - <6-47а)С п  + 1)!
Қалдықтың бұл түрінде жазылуы жиірек қолданылады.
(6.45) Тейлор формуласын басқаша жазуға да болады. х  — а = Ах, х  = а + 

Ах деп алайық. Сонда (6.45) қалдық Лагранж түрінде болғанда, мына түрге 
келеді:

f ' a  f ^ a
f ( a  + Ax) -  f ( a )  = — Дх + (Дх) 2 +  ••• +

/ (n)a
n!

(Дх)п +

/ ( n+1)(a  + 0 Ax)
(Дх)п+1,0  < Ө <  1 (6.50)

(n +  1)!
n = 0 болғанда (6.50) формуладан Лагранж формуласы шығады: 

f ( a  + Ax) -  / ( a )  = f ' (a  + Ө- Ax) Дх.
Салдар 5.1. Егер f ^ n+1\ x )  функциясы a нүктесінің кейбір маңайынында 

шенелген функция болса, онда Rn+1(x) қалдық мүше х —* а болғанда, (х -  а)п 
функциядан реті жоғары ақырсыз кішкене функция болады:

Я » « М  / (”+1)М ,  ч „lim  -------— = Ііт  —-----— —  ------- —— = ]іт   ------- (х -  a) =  0.
х-*а (х — а)п х->а (п 4- 1)! ■ (х — а)п X-W. (п + 1)!

Демек, х  —* а болғанда, Rn+1(x) = 0[(х -  a )n]

5.3. Маклорен формуласы

(6.45) Тейлор формуласында a  = 0 болғандағы

т  =  /с а д + ^  +  - + ( 6 . 5 1 )
формуланы Маклорен формуласы деп атайды.

Маклорен формуласы үшін: Лагранж түріндегі қалдық мүше 
Rn+^ x )  = f(n̂ X)x n+1, 0 < Q < l l 

Пеано түріндегі қалдық мүше
Яп+1(х) = б(хп), х —*• 0 болғанда.

(6.52)

(6.53)

Негізгі элементар функциялардың Маклорен формуласы бойынша 
жіктелуі

1. / ( х )  = ех
Ш ешуі./(х) = / '(х ) = / (2) (х) =... = / (п)(х) = е*. Бұдан /(0 )  =  f (  0 )=  / (2)(0)

= ......... = / (п)(0) = 1; / (п+1) (6/х) = еӨх, 0 < Ө < 1.
Онда (6.51) Лагранж түріндегі қалдыгы бар. Жіктелуі:

,Өх
ех = 1 + х  + —  + . . .  + —  +2! п\ (п + 1)!

х п+\ 0 х е  (0, х), 0 <  Ө < 1. (6.54)

188



(6.54) формуладағы қалдық мүше Rn+1(x) =
(п+1)! еӨх, 0 < Ө < 1 үшін кез

келген [ - r , r ]  сегментте \еӨх\ < ег болғандықтан келесі баға орынды:
„П+1

\Rn+i M \  < (6.54а)
(п + 1)!

Ал (6.53) Пеано түріндегі қалдық мүше мына түрде болады:
I W * ) I  = 5(*»).

2. f i x ) = sin ж.
Шешуі. / (п)х) = (sinx)(n) = sin(x + n • | )  болғандықтан,

/ (п)(0) = s i n ( n - | )  =
0, п жұп болганда

и - і  Онда (6.51) Маклорен формуласы
(—1) 2 , п т а қ  болганда

г 3 ү 5 ү 7 71—1 „ п

sinx = х ~ 1\ + й  ~Т\ + ---+ ( - 1) 2 ^  + Лп+2(х)
түрінде болады. Мұнда п -  тақ сан. Лагранж түріндегі қалдық мүше

(6.55)

Rn+2V
/  jt \

(х) = J • sin [Өх + п  • -  + п ) , 0 <  Ө < 1
түрінде болып, кез келген [- г, г], г >  0 кесіндіде

l*n+2(*)|:
_П+2

(п+2)!
бағалау орынды.

Пеано түріндегі қалдық мүше
|Л„+2(*)І=0 (*п).

3. f i x ) =  cos х.
Шешуі. f ^ x )  =  (cosx)(n) = cos(x +  n ■ - )  болғандықтан,

/•W(O) =  cos (n  ■ ^ ) = 

формуласына жіктелуі

ГО, n тақ болганда

(—1) 2 , пжұп болганда
болады. Онда Маклорен

г 2 У-* r °  п  х "
COSX = 1 -  1)2 -  + Яп+2(ж),

ж4 ж6
4! 6!

„71+ 2
п!

(6.56)

Яп+гОО
Пеано түріндегі қалдық мүше

cos (Өж + n — \- n) ,0< Ө < 1
(п+2)! 4 2

|Яп+2 ( * ) І = б ( ж 2п+1).
4. f {x )  = (1 + ж)а, a S R.
Шешуі. / (п)(ж) =  [(1 + х )а](п) = а  (а  -  1) ... (а  -  п  + 1)(1 + ж)“ п, 
/0 0 (0 ) =  а ( а  -  1 )(а  -  2) ...(а  -  п +  1) болғандықтан, Маклорен 

формуласы бойынша
a а і а -  1) _ а (а  -  1) ... (а  -  п + 1)

(1  +  ж )а  =  1 +  — ж +  2 , - ж 2 +  -  + --------------------------------------х  +

+  ~  1 )  •" ( а  ~  П) +  (1  +  0 ж )а "(п+1) • хп+\  0  <  Ө <  1. ( 6 .5 7 )
in  +  1)!

Пеано түріндегі қалдық мүше
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5. f { x )  = ln( l  + x).
Шешуі. f \ x )  = y y  / ‘ (x) =

R n + i W  = 0(xn), яғни Iimx-,0 *"**(*- = 0.

- 2 - 3 ( l+ x ) 2 -2-3

- Z l _  f ° \ x )  =  * 1 + 2  =
(1+x)2 ’ '  У ’ (1+x)4 (1+x)

(4)
3 ( * ) -

, ... f in\ x )  =
( l + x ) n

болғандықтан, / ( 0) = 0, /ДО) = 1,

x 2 x3 x4 , x n i - l ) nxn+1
ln(l + x ) - x - y  + — -  — + (-1 )"  —  + (П + І ) (1 + Өл.)п+Г (6.58)

£ l+ x ) 6 (1 + x )4 v___ ,

/  \o ) = - 1, / 3)(0) = 2!, / (4)(0) = (—1 )3 3!, ... , f n\ 0 )  = (-  l r - V  - 1)! болып, 
Маклорен формуласы бойынша

X2 X3 X
Jn(l + *3 =

Пеано түріндегі қалдық мүше
Rn+i i x ) =  б ( х п) (6.59)

Дербес жағдайда а  = п  натурал сан болғанда, / (п+1Дх) = 0 болады, 
сондықтан, Rn+1ix) = 0 болады. Яғни бұл жағдайда белгілі Ньютон биномы 
формуласы шығады:

n n(n  — 1) ,
(1 ~Ь x )n = 1 + — x  +  J x 2 + ••• + x n. (6.58)

Егер (a + x )n өрнекті жіктеу керек болса, an өрнекті жақшаның сыртына 
шығарып, (6.58) формуланы қолданамыз:

( л Х \ п \ х  /; п іп  -  1) /;<С\2 (.Г\ п1
( і + —) =  ап 1 + — (“-) + ---- — -) + ••• +  (--)V а ' 1! ч х> 2! Ч 1>

Демек, Ньютон биномының жалпы жағдайы Маклорен формуласының 
дербес жағдайы болады. Жоғарыда келтірілген жіктеулер функцияны 
Маклорен формуласы бойынша берілген дәлдікпен, көпмүшелермен ауыстыру 
мүмкін екендігін көрсетеді.

Тейлор жэне Маклорен формулалары күрделі функцияларды да көпмү- 
шелермен ауыстыруға мүмкіндік береді. Ал көпмүшелерге арифметикалық 
амалдар қолдану, кез келген нүктеде үзіліссіз болғандықтан оларды есептеу, 
дифференциалдау мүмкін.

Негізінен Маклорен формуласы функцияларды зерттеуде, Лагранж 
түріндегі қалдық мүшемен берілсе, ол жуықтап есептеулерде, ал Пеано 
түріндегі қалдық мүше шектерді есептеуде жиі қолданылады.

5.4. Маклорен формуласын жуықтап есептеулерде және шектерді 
табуда қолдану

а) Қалдық мүшесі Лагранж түрінде болған Маклорен формуласын 
қолданып, функция мэнін берілген дәлдікпен есептеуге жэне есептеу қателігін 
қалдық мүше арқылы бағалауға мүмкіндік береді.

Мысал 5.2. е саны керекті дәлдікпен есептелсін.
Шешуі. ех функциясын, оның (6.54) жіктеудегі n -дэрежелі Тейлор 

көпмүшесімен ауыстырсақ, жуықтау теңдігін аламыз:
х х 2 х п

еX
1 + 1! + 2! +  -  + п!

Мүндағы абсолют қате
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,Өх

Rn+іО ) = |x |n+1, 0 <  Ө < 1.
(n + 1)!

ел функциясын [ - 1, 1] аралықта қарастырсақ,
еӨх 3

\Rn + l ( x ) \  — ~ ! ТТ7 <(п +  1)! (п + 1)!'
Жуықтау тендігінде х = 1 десек,

е
1 1 1 

і + ТІ + ^ + - + -

жуық мэнді аламыз. Мұндағы абсолют қате Rn+1 < . 0,001 ге дейінгі
дәлдікпен анықтау керек болса, п санын

< 0,001 немесе (п + 1)! > 3000(п+1)!

теңсіздігінен анықтаймыз, яғни п = 6. Демек, е=2 + — + — + — + — + — = 2,718.
Сонымен Маклорен формуласы е санын кез келген дэлдікпен анықтауға 

мүмкіндік береді.
б) Қалдық мүшесі Пеано түрінде болған Маклорен формуласын қолданып, 

шектерді табуға болады.

Мысал 5.3. і і т 8111* * табылсын.
х_>0 2хъ

Шешуі. sin х  функциясының (6.55) жіктелуінде п = 2 десек,

sinx — х
lim „ _
х-+о 2 х 3

. а . и т -10J *-»о

х 3 0(х3)X — о7 + з - X3! х 3
2х3

1 . 0(х4)
= - | - г 7 + 1і т

3! «->0 x d

12 +  °  12’

, ,  _ . е 2 —cosхМысал 5.4. һ т  , .---- есептелсін.
Х - + 0  Зх3 sinx

Шешуі. ех, sin х , cos х  функцияларының (6.54), (6.55), (6.56) Маклорен 
формуласы бойынша жіктелуінің формулаларын қолдансақ:

е 2 — cos*
lim—_ , .------=х->0 3x3sinx

X4 X

= limХ-»0

ү  Z у Т    у  ь  у “  _

1 ~ Т  + Т  + 0(х4)~ 1 + Т ~ І 4  + 0(х4)
Зх3 (х  + 0(х))

л л + П<х43 -  — —  + efo'4) I  _  _L + о 1
=  limm ^ i  =  l,m B 2 4 +  x4 . L f f l g  . 1

3x4 +  0(x4) x^° ~ 0(x4) 3 + 0 36
-j i" ..A

X . u
Мұнда (6.54) формулада x  орнына ( -  —)-ні қойдық.
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§ 6. Функцияны зерттеу

Туындыларды қолданып, берілген функцияны зерттеуге жэне оның 
графигін сызуға болады.

6.1. Функцияның өсуі мен кемуі

Егер /О о  -  һ) < / ( х0) <  f ( x 0 + h ) ( f ( x 0 - һ ) >  f { x о) > f ( x 0 + h)), 
мұндағы h > 0, қос теңсіздік орындалса, онда /  (х) функциясы xq нүктесінде
өспелі (кемімелі) функция деп аталады.

Анықтама 6.1. Егер (а,Ь) интервалдың кез келген х ^  х^ нүктелері үшін,
хг < х г теңсіздігінен f { x x) < f i x 2) ( f i x 1) > f ( x 2)) теңсіздігі орындалса, онда 
f i x ) функциясы (а, b) интервалда өспелі (кемімелі) функция деп аталады, 
хг < х г болғанда f i x f )  >  f i x 2) ( f i x f  < / ( х 2)) болса, f i x )  функциясы 
кемімейтін (өспейтін) функция деп аталады.

Теорема 6.15 (дифференциалданатын функцияның өсуі мен кемуінің 
жеткілікті шарты). Егер (а, Ь) интервалдың эрбір нүктесінде f ' (x)  > 0(f'(x) <
0) болса, онда f i x )  функциясы (а, b) интервалда өспелі (кемімелі) функция 
болады.

Дәлелдеуі. f i x )  > 0 болсын. хг < х2 теңсіздікті қанағаттандыратын кез 
келген х , х^ G (а, Ь) нүктелерді аламыз. [х , х^] кесіндіге Лагранж теоремасын
қолдансақ: f ( x j  -  f ( x = f ( c )  (х^ -  х^), мұнда с G (х^, х^). Теореманың шарты 
бойынша f \ c )  > 0, х 2~ x i > 0. Сондықтан f i x 2) -  f i x () > 0 немесе

f i x  ) > f i x x).
f \ x )  < 0 болған жағдайда функцияның кемімелі болуы осы сияқты 

дэлелденеді.
Теорема 6.16 (қажеттілік шарттары). Егер (а, Ъ) интервалда дифферен- 

циалданушы функция өспелі (кемімелі) болса, онда кез келген х  G (a , b) үшін 
f i x )  > 0 ( f i x )  < 0) болады.

Дәлелдеуі. Анықтық үшін f i x )  функциясы (а, b) интервалда өспелі болсын.
Д у

Еркімізше (а, b) интервалда кез келген х, х  + Ах нүктелерш алып, — =

қатынасты қарастырайық. f i x )  өспелі функция, демек Ах > О 
болганда х + Ах > х  жэне f i x  + Ах) > f ix) ,  ал Ах < 0 болганда х  + Ах < х  жэне 
f i x  + Ах) < f i x )  болады. Екі жагдайда да ^  > өйткені бірдейАх
таңбалы шамалардың қатынасы.

Теореманың шарты бойынша /  (х) функциясы х  нүктесінде ақырлы 
туындыға ие. Сондықтан:

f \ x ) =  lim
Ді-»0

f ( x  + A x ) - f j x )  

Ax
> 0.

f i x )  функциясы (a, b) интервалда кемімелі болтан жагдай да осылайша 
дэлелденеді.
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Мысал 6.1. f i x )  = х -  \2х  + 11 функциясының өсу жэне кему аралықтары 
анықталсын.

Шешуі. Берілген функцияның анықталу аймағы D(f) = (-оо; +оо), туындысы
f ( x )  = Зх -  12.

2 2 і—Зх -  12 > 0 теңсіздіктен: х > 4 => Ыхг > 2 => |х| > 2, яғни х > 2 немесе х < 
-2. Демек, (-а>; -2) жэне (2; +оо) интервалдарда функция өседі.

Зх -  12 < 0 теңсіздіктен: х  < 4 =» Vx2 < 2 => \х\ < 2, яғни -2  < х < 2 
болғанда, функция кемиді.

6.2. Функцияның экстремумдері.* Функцияның кесіндідегі ең үлкен 
жэне ең кіші мәндері

1. Функцияның экстремумдері.

Анықтама 6.2. Егер x q нүктесінің кейбір маңайындағы кез келген х Ф 
нүктесі үшін f i x )  < f ( x Q) ( f ( x )  > f ( x  )) теңсіздігі орындалса, онда xq

нүктесін f { x )  функциясының төңіректік максимум (төңіректік минимум) 
нүктесі деп атайды.

Төңіректік максимум мен минимум нүктелері экстремум нүктелері деп 
аталады.

Теорема 6.17 (төңіректік экстремумның қажетті шарты). Егер f i x )  
функциясьшың х0 төңіректік экстремум нүктесі болып, осы нүктенің кейбір 
маңайында f i x )  туындысы бар болса, онда f i x  0) = 0 болады.

Дәлелдеуі. Анықгық үшін х  төңіректік максимум нүктесі дейік. Демек, x q
Ayнүктесінің маңайында /  (х^) > /  (xq + Ах). Онда Ах >0 болғанда — = 

f(x0+bx)-f(xp) < о ал Ах < 0 болғанда — > 0 болады.
Ах Ах

Теореманьщ шарты бойынша xq нүктесінде f ( x ^  туынды бар. Жогарьщағы

қатьшастарды ескерсек: lim д*->о — =
(Дх<0) Дх

f  '(*о) ^  0, lim Ах->о = f  \ х о) ^  0. 
(Дх>0) ^

Демек, f i x 0) = 0.
f i x 0) = 0 теңдіктің геометриялық 

мағынасы. Дифференциалданатын
у = f i x )  функциясының төңіректік 
экстремум нүктесінде оның графигіне 
жүргізілген жанама Ох осіне параллель 
болады (сурет 6.12).

Екі жағдайды атап өтейік.
а) /'(*„) = 0 болғанмен де xq нүктесі

* extremum (лат.) -  шеткі.
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f  (дг) функциясының төңіректік экстремум 
нүктесі болмауы мүмкін.

Мысал 6.2. f ( x )  = х  функциясы үшін
х = 0 нүктесінде / '(* )  = Ъх = 0 . Бірақ бұл 
нүктеде төңіректік максимум да, минимум 
да жоқ (сурет 6.13).

б) туындысы жоқ нүктелерде де 
f i x ) функциясы төңіректік экстремумга ие 
болуы мүмкін.

Мысал 6.3. fix')  = |х| функциясының 
х = 0 нүктесінде туындысы жоқ, бірақ бұл 
нүктеде төңіректік минимумға ие (сурет 
6.2).

Анықтама 6.3. Үзіліссіз f i x )  функцияның туындысы нөлге айналатын 
және туындысы жоқ нүктелерін күдікті нүктелер деп атайды. / ' ( xq) = 0

Сурет 6.13

болатын x q нүктесін стационар нүкте деп те атайды.
Теорема 6.18 (Экстремумның бірінші жеткілікті шарты) f i x )  функциясы 

*о нүктесінің кейбір маңайының барлық нүктелерінде дифференциалданатын
функция жэне нүктесі f i x )  функциясының күдікті нүктесі болсын. Егер 
осы маңайда х < х^ болғанда f i x )  > 0 { f i x )  < 0) болса, ал х > xq болғанда 
f { x )  < 0 ( f i x )  >  0) болса, онда нүктесі f i x )  функциясының төңіректік 
максимум (төңіректік минимум) нүктесі болады.

Егер нүктесінің екі жағында да f i x )  таңбасын сақтаса, онда x q нүктесі /
(х) функциясының экстремум нүктесі болмайды.

Дәлелдеуі. х -  көрсетілген маңайдың кез келген нүктесі болсын. / ( х) 
функциясы дифференциалданатын болғандықтан, [х, xq] кесіндіде ол эрі
үзіліссіз. Осы кесіндіде f i x )  функциясы үшін (6.36) Лагранж формуласын 
қолдансақ:

f i x )  -  f i x Q) = f \ c )  іх -  хо), (6.55)
х < xq болғанда f ( x )  > 0, x - x q < 0, демек f i x )  < / ( х 0);
(х < хо болғандаf i x )  < 0, х  -  < 0, демек f i x )  > f i x 0));
x  > xq болғанда f i x )  < 0, x -  x q > 0, демек f i x )  < / ( x 0);
ix > xq болғанда f ix )  > 0, x -  xq > 0, демек f ix) < f ix 0)), яғни, x0

төңіректік максимум (төңіректік минимум) нүктесі.
Егер f i x )  функциясының күдікті xq нүктенің оң және сол жақтарында

таңбасы бірдей болса, онда (6.55) теңдіктің оң жағы эртүрлі таңбалы болады. 
Демек, х  нүктеде экстремум жоқ.

X3Мысал 6.4. у  = ү  -  2х2 + Зх + 3 функциясының төңіректік 
экстремумдары табылсын.
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Шешуі. Туындысын табамыз: у'= х  -  4х + 3. Туындының нақты 
түбірлерін табамыз: х -  4х + 3 = 0, демек, = 1, х^ = 3. Туынды барлык жерде 
үзіліссіз, демек басқа күдікті нүктелер жоқ. Күдікті мәндерді зерттеп, зерттеу 
нәтижесін суретте белгілейміз. у' = (х -  1)(х -  3) болғандықтан, х  = 1 нүктесі 
үшін:

У Іх<і ^  0 , у  |х>1 <  0  болғандықтан, х ( =  1 нүктесінде функция төңіректік 
максимумға ие: у (1) = —; 

max 3 ’
Екінші күдікті х=3 нүкте үшін, у'|*<з < 0, у ' |х>3 > 0

болғандықтан, берілген функция х = 3 нүктесінде төңіректік минимумға ие:
У ^ Р ^ З .

Осы зерттеу негізінде функцияның графигі сурет 6.14 түрінде болады. 
Теорема 6.19 (экстремумның екінші жеткілікті шарты). Екі рет 

дифференциалданатын f ( x )  функциясы үшін f ' ( x Q) = 0, f " ( x ^  0 болсын.
Онда f ”(x0) < 0 ( f" (xo) > 0) болса, xq нүктесі f ( x )  функциясының төңіректік 
максимум (төңіректік минимум) нүктесі болады.

Дәлелдеуі. Анықтық үшін f " ( xQ) > 0 деп алайық.

№ ) = um Z K ± M z Z K )  =
U Дх

UmZ W t M >0
Ajt->0 Ax

болғандықтан,

f \ x 0 + Ax)lim y v 0
Ax->0 Ax

> 0 теңсіздік x  нүктесінщ кшікене маңаиында орындалады.

Егер Ах < 0 болса, f ( x  + Ах) < 0, ал Дх > 0 болса, f ( x Q + Ах) > 0 болады, 
ягни f { x )  туындының таңбасы минустен плюске өзгереді. Демек, теорема 6.4 
бойынша xq нүктесі төңіректік минимум нүктесі.

Осылайша, /"(х^) < 0 болғанда xq нүктесінің кішкене маңайында теңсіздік 

орындалып, lim /  (хо + > о теңсіздік орыңдальш, Ах < 0 де f ' (x  + Дх) > 0 жэне
Ах-*0 Дх

Ах > 0 де f ( x  + Ах) < 0 болады. Яғни f \ x )
туындылык таңбасы плюстен минуске өзгереді.
Демек, теорема 6.4 бойынша xq нүктесі
төңіректік максимум нүктесі.

Мысал 6.5. f (x )  = ү - 3 ^  + 2х + 1 
функциясы екінші туынды жәрдемімен 
төңіректік экстремумға зерттелсін.

Шешуі. Туындысын тауып, күдікті 
нүктелерді табамыз.

f { x )  = х  -  Ъх + 2; х  -  Зх + 2 = 0, Сурет 6.14

Екінші туындыны тауып, күдікті нүктелердегі таңбасын анықтаймыз:
х = 1, х  = 2.1 ’ 2
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(2) (2)
f  (x) = 2x -  3; /  (1) = 2 1 - 3 = - l  <0, демекх] = 1 төңіректік максимум 

нүктесі,/(2)(2) =  2 ■ 2 -  3 = 1 >  0, х2 = 2 төңіректік минимум нүктесі: 
/ 0 ) “  /  . (2) = [

2. Функцияның кесіндідегі ең үлкен және ең кіші мәндері

Егер у  = f i x )  функциясы [a, b] кесіндіде үзіліссіз болса, ол үзіліссіз 
функциялардың қасиеті бойынша (теорема 5.32) осы кесіндіде өзінің ең үлкен 
жэне ең кіші мәндерін қабылдайды.

Мұнда үш жағдай болуы мүмкін:
a) x Q = а; б) xq = Ь\ в) xq G (a; b).

x q € (a; b) болғанда xq төңіректік экстремум нүктесі. Егер х ]5 х^, xn 
күдікті нүктелер ақырлы жиын қүраса, онда:

maX] f ( x )  = шах{/ (a), f (b ) ,  fipcf), / ( x 2) , ... ,  / ( x n)}.

« ] /(* )  = m int/’C a ) ,/(b ) ,/(x J ./C x z ),... ,/(*„)} .
2

Мысал 6.6. f{ x )  = (x -  2) e x + 3 функциясының [0; 5] кесіндідегі ең 
үлкен жэне ең кіші мәндері табылсын.

Шешуі. Туындысын тауып, күдікті нүктелерді табамыз:
f i x )  =  2 і х - 2 ) е ~ х-  (х — 2)2 • е~х = - е ~ х іх  - 2)(х -4 ) ;
f i x )  =  0 = - е -АГ( х - 2 ) ( х - 4 ) ;  => хх =  2,х 2 = 4 .

- 4

Функцияның осы күдікті нүктелердегі мэні / ( 2) = 3,/(4) = 4е , 
кесіндінің шеткі нүктелеріндегі мэні /(0 )  = 7 жэне /(5 ) = 9- е + 3 . Яғни, 
/ max (X) = ПО) = 7, f  гпіп (*) = /(2 )  = 3.

« [ 0 , 5 ]  « [ 0 , 5 ]

6.3. Функция графигінің дөңестігі. Ирең нүктелері

Берілген у  =  / (х )  функциясы (a, b) интервалдың кез келген нүктесінде 
дифференциалданатын болса, f i x )  функциясының графигінің кез келген 
М(х, f i x ) )  нүктесіне жанама жүргізуге болады, бұл жанама Оу осіне 
параллель болмайды.

Анықтама 6.5. Егер / (х )  функциясының (а, Ь) интервалдағы графигінің 
эрбір нүктесі, оның осы интервалдағы кез келген жанамасынан жогары 
жатпаса (томен жатпаса), онда / ( х )  функциясының графигін (а, Ь) интервалда 
дөңес (ойыс) деп айтады (сурет 6.15, сурет 6.16)

Дөңесті -  жоғары бағытталған дөңестік, ойысты -  томен бағыггалған 
дөңестік деп те айтады.

Анықтама 6.6. f i x )  үзіліссіз функция графигінің дөңес бөлігін ойыс 
бөлігінен ажырататын нүкте ирең нүктесі деп атайды.

Дөңестік пен ойыстық интервалдары келесі теорема арқылы анықталады.
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Теорема 6.20. Егер (а, Ь) интервалдың әрбір нүктесінде f" (x )  бар жэне 
f " (x ) < 0 (f"(x) > 0) болса, онда f i x )  функциясының графигі (a, b)
интервалда дөңес (ойыс) болады.

Дәлелдеуі. Анықтық үшін f" (x )  < 0 болғанда, функция графигі дөңес 
болатыны дэлелдейік. (а, Ь) интервалынан еркімізше х = x q нүктесін белгілеп,
(x q, f ( x Q)) нүктеде функция графигіне жанама жүргізейік. Қисықтың тендеуі 
у = f ix) ,  ал жанаманың теңдеуі уж -  /С*0) = Г (х0)(х  -  х (), мұндагы у^ саны х
нүктедегі жанаманың ординатасы. Кез келген х  £ (a, b) нүктесіндегі қисық 
пен жанама ординаталарының айырмасын қарастырайық:

У - У ж = f i x )  ~ f (x0) (х - XQ) -  f ( x o)

Бұл тендіктегі f i x )  -  f i x 0) айырымға
Лагранж формуласын қолдансақ, f i x ) -  
f ( x0) = f ' i c) (х  -  х 0)’ мұндағы с нүкте x q
мен х-тің арасындағы кейбір нүкте (сурет 
6.17). Сонымен,

У - .Уж = f ' ic )  іх - х о) -  П х о) іх - х о) =

= [ f ' i c ) - f ' i x o) ] ( x - x o)

болады. Мұндағы f ' ic) -  f ' i x Q) айырымга
(6.36) Лагранж формуласын қайталап 
қолдансақ,

f ' ic)  -  f \ x 0) = /"(С,) (с -  х0).

Мұндағы С] нүкте х0 мен с ныц 
аралығында жатады, яғни с\ нүктесі де да 
Хо-мен х-тін аралығында орналасқан.

• —

0

— )— — (—  

С /

\

— 1— — \—

.V

_____1___

— >
X

0 X C l Ху
А

Сурет 6.17а
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Демек, у  -  уж = /" ( Cl)(c -  х0)(х  -  х0).
Мұнда келесі жағдайлардың бірі болуы мүмкін (сурет 6.17а).
а) х  >  xq болсын. Онда x q < с < х  жэне х -  xq > 0, с -  xq > 0, ал теореманың

шарты бойынша / " ( c j  < 0 болғандықтан, у  -  у  = f " ( c i ) i c  -  х0)(х  -  х0) < О 
немесе у -  у <0:

Ж

б) х  < хп болсын. Онда х < с < с < х  жэне х - х  < 0, с -  х  < 0. ал 
0 1 0 0 0 ’

теореманьщ шарты бойынша f " ( c ^  < 0, сондықтан, У ~ Уж = f " ( c{) (с -  *0) (х -  
х ) < 0 немесе у -  у <0.0' 7 J ж

Сонымен у -  Уж< 0 теңсіздіктен (а,
b) интервалының барлық нүктелері үшін 
жанаманың ординатасы уж берілген 
қисықтың ординатасы у-тен үлкен 
екендігі көрінеді, яғни бүл қисық дөңес 
болады.

f " ( x )  > 0 болғанда қисықтың ойыс 
екендігі осы сияқты дәлелденеді. Шы- 
нында да бұл жағдайда у -  у = f"{c  ) (с

у > 0 болып,-  х  ) (х о’ 4 х  ) > 0 немесе у Сурет 6.18

жанаманың ординатасы у берілген қисықтың ординатасы у -тен кіші екендігі
шығады, яғни бұл қисық ойыс болады.

Функция графигінің ирең нүктелерін табуға келесі теоремалар пайдала- 
нылады.

Теорема 6.21 (Ирең нүктесі бар болуының қажетті шарты). Егер f {x )  функ- 
циясының (а, Ь) интервалында үзіліссіз екінші туындысы /" (х ) бар жэне х  = с 
нүктесі графиктің ирең нүктесі болса, онда /" (с )  = 0. „

Дәлелдеуі. Кері жориық, яғни /" (с) Ф 0 дейік. Онда /  (х) үзіліссіз болған- 
дықтан, екінші туынды х  = с нүктесінің кейбір маңайында таңбасын 
сақтайды, яғни функцияның графигі бүл маңайда дөңес немесе ойыс болады. 
Демек, ирең нүктесі жоқ. Ал бұл тұжырым теореманың шартына қайшы. 
Сондықтан жоруымыз дүрыс емес, яғни /" (с )  = 0 (сурет 6.18).

Теорема 6.22 (Ирең нүктесі бар болуының бірінші жеткілікті шарты). f (x )  
функциясының х = с нүктесінің кейбір маңайында f " (x )  екінші ретті 
туындысы бар жэне f ' \ c ) = 0 болсын. Онда х — с нүктесінің оң жэне сол 
жағында f " ( x )  екінші туындының таңбалары эртүрлі болса, х = с нүктесі 
функция графигінің ирең нүктесі болады.

Дәлелдеуі. Анықтық үшін х  < с болғанда, f " ( x )  > 0, х > с болғанда, /"(*) 
< 0 болсын. Онда с нүктесінің сол жагында график ойыс, ал оң жағында дөңес 
болады. Демек, х  = с графиктің ирең нүктесі.

Теорема 6.23 (Ирең нүктесі бар болуының екінші жеткілікті шарты).
Егер f ( x )  функциясы х  — с нүктесінде ақырлы / (3)(х) үшінші туындысы

бар жэне f  (с) = 0, /  (с) Ф 0 шарттарды қанағаттандырса, онда х  = 
с графиктің ирең нүктесі болады.

198



Дәлелдеуі. f (3\ c )  =£ 0 шарттан /  (с) ф^нкцияның с нүктесінде өсуші 
немесе кемуші функция екендігі шығады. f  (с) = 0 болғандықтан үзіліссіз
/  (х) бірсарынды функциясы с нүктесінің екі жағында эртүрлі таңбалы 
болады. Демек, (с ,/(с ))  графиктің ирең 
нүктесі.

Мысал 6.7. / ( х )  = х2 + х  -  2 
функциясы графигінің дөңестік, ойыстық 
интервалдары жэне ирең нүктесі 
табылсын.

Шешуі. Функцияның анықталу аймағы 
£>(/) = ( со, +<х>), туындылары: f i x )  = 2х +
1; /  (*) = 2 > 0. х-тің кез келген 
мәндерінде f " (x )  > 0 болғандықтан,
функцияның графигі ( ^ о ,  +оо), аймақта
ойыс болады. Ирең нүктесі жоқ. Сурет 6.19

Я - 2 )  = Я 1 ) =  0, г  ( - | )  =  о; / ( - | )  = - |

екендігін ескеріп функцияның __ ІІ
графигін саламыз (сурет 6.19). +

Мысал 6.8. /  (х) = х(х  -  1) + 1  
функциясының графигінің дөңестік, 
ойыстык интервалдары жэне ирең 
нүктелері табылсын.

(2) (2)
Шешуі. Берілген функцияның f'(x),  /  (%) туындыларьш тауьш, /  (х) = 0

3 2 2
болатын нүктелерді табамыз: f ' ( x )  = (х - 1) + 3 ■ х (х -  1) = (х -  1) (4х -1);

( 1
/  (х )= 2(х-1Х 4х-1) + (х -1 )  -4=12 х  — — (х  - 1 ) ; ;  / ”(х) = 0 => Xj = —

1

х =1.
2

' “ ’I
жэне (1,оо) интервалдарда / ' "  ( х ) > 0 , демек, бұл

интервалдарда /  (х) функциясының графигі ойыс; V j интервалда

/ (2)(х ) < 0  демек функция графигі дөңес; ал Xj = — жэне х^ -  1 нүктелері
1

графиктің ирең нүктелері.
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6.4. Функция графигініц асимптоталары

Анықтама 6.7. Егер f i x )  функциясының графигінің бойындағы М{х,у) 
нүктесі 0(0; 0) бас нүктеден алыстаған сайын осы нүкте мен кейбір L түзуінің 
арасындағы ара қашықтық 5 нөлге үмтылса, онда L түзуін /  (х) функциясының 
графигінің асимптотасы деп атайды.

Асимптоталар горизонталь, вертикаль 
жэне көлбеу асимптота болып, үшке 
бөлінеді.

Анықтама 6.8. Егер lim f i x )  = Ъ немесе

1іш /(х) = 6 болса, у  = Ъ түзуін f i x )
горизонтальфункциясы графигінің 

асимптотасы деп атайды.

Мысал 6.9. у = 3 түзуі f ( x )
З х  + \

функция графигінің горизонталь асимпто- 
тикасы (ЦОдс) екені көрсетілсін.

Шешуі. ііт 3jc + 1 = lim г ,  м3 н—
V х )

= з болғандықтан, анықтама 6.8.

бойынша у = 3 (||Ох) түзуі графикке горизонталь асимптота болады (сурет
6.21).

Анықтама 6.9. Егер luny(^) — ! І Щ / М = ± Г , шектердің кемінде
і-кі+о х® а- 0

біреуі орындалса, онда х  = а түзуін (-L Ох) 
f{x^  функциясы графигінің вертикаль 
асимптотасы деп атайды.

1Мысал 6.10. f { x )  =
х  — 2

функция-

сының графигінің вертикаль асимптотасы 
х = 2 екендігі көрсетілсін.

Шешуі. Шынында да l im -------= - q o ,

х̂ 2-° х - 2

l im — -— = + оо, болғандықтан, анықтама

у, 1

. .. . - - * * % .

- 1/2 Л 2  *

х  -  2
Сурет 6.22

бойынша х  = 2 түзуі (-L Ох) вертикаль асимптота болады (сурет 6.22). 
Анықтама 6.10. Егер х -* оо болганда f i x )  функциясын

/ ( х)= кх + Ь + а(х), мұндағы lim a(x) = 0 (6.56)

200



түрінде өрнектеу мүмкін болса, онда у  = кх + b түзуін f (x )  функциясының 
графигінің көлбеу асимптотасы деп атайды.

Теорема 6.24. у  = кх + b түзуі у = f ( x )  функциясының графигінің көлбеу 
асимптотасы болуы үшін

£ = 1 і т ^ ^  = 0 жэне 6 = lim [ /(x )- fc t]  (6.57)

шектерінің бар болуы қажетті жэне жеткілікті.
Мұнда, х  -> +оо болғанда оң жақ көлбеу асимптота, х  -» —со болғанда сол 

жақ көлбеу асимптота үшін қарастырылады.
Дәлелдеуі. Қажеттілігі. Анықтық үшін f (x )  функция графигінің х -* +оо 

болғанда у  = кх + b түзуі көлбеу асимптотасы болсын, ягни f ( x )  үшін (6.56) 
түріндегі өрнектеу орынды. Онда:

■ Л ^ _ и Һс+ЬМ х)Ііпт—̂—̂ = 1іп> х = 1ІГГ =к,

Ій? [/(* ) - **]=Й? ib+a (*)]= ь-
Жеткіліктілігі. (6.57)-нің шектері бар болсын. Онда осы шектердің 

екіншісі бойынша f ( x )  -  (кх + Ь) айырым х  -» +оо болғанда ақырсыз кішкене 
функция болады деп тұжырымдауға болады. Осы ақырсыз кішкене функцияны 
а(х) десек,

f ( x ) =кх + Ъ + а(х)
болады.

Осылайша көлбеу асимптота х -* —оо болтан жағдайда да анықталады.

Мысал 6.9. / ( * )  = ■
2х  + З х - 5

2х
функция графигінің көлбеу

асимптоталары табылсын.
Шешуі. (6.57) формулалар бойынша:

lim
х->+оо 
(*-»-«)

і = Ц т 2 М
Х->+00 у.(х->—ю) Л

Ь = 1і т х̂  [/(х)-Ьс] = 1і т І
( х —>—со) ( х -> -00)

2 х 2 + З х - 5 1
2 х - х

2хг + Зх-5  
2х

Р=.»2
3 5

— lim —I 2н-------- т = 1;X X )

-1-х .. ( З х - 5  = һ т -------Х-»-ЮО *") v
3__5_

PS.^2 2 x j
= lim

3
Демек, у = х + — түзуі берілген функция графигінщ х -* +оо жэне х  -» — оо 

2
болғандағы көлбеу асимптотасы (сурет 6.23).
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X
функциясының графигінің асимптоталарыМысал 6.10. f (x )=  ___ -

УІх* -1
табылсын.

Шешуі. Бөлімін нөлге теңестірсек, екі вертикаль асимптота шығады: х = 
-1 ; х  = 1. (6.57) формулалар жәрдемімен көлбеу асимптоталарды табамыз 
(сурет 6.24).

b = 1іш (/ ( x )  -  Ax) = lim ________________v  _  ,. х2 -x-Jx2 -1— г л _ lim -----. —
W x  -1  > V 7 T I J

Демек, у  = х  түзуі оң жақ көлбеу асимптотасы. Одан эрі,

=  0 .

к=  lim - ^  = Ііш ------ * = - 1,
*—►-<» х  х->-оо i l l ,  1

Х- \ ү - х 2

ь>= ! « з ( / ( хМ -* ) )  = !“? ( / W +х) = °-
Сондықтан у  ~ — х  түзуі сол жақ көлбеу асимптотасы.

6.5. Функцияны толық зерттеу және оның графигін салу

Функцияның өзгеруін зертгеп, оның графигін салуды мына үлгі бойынша 
орындау тиімді.
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1. Функцияның анықталу аймағы мен үзіліс нүктелерін анықтап, аймақтың 
шеткі нүктелерінде қандай шекке ұмтылатынын табу;

2. Функцияның жұп-тақтылығын, периодтылығын немесе жалпы түрдегі 
функция екендігін анықтау;

3. Графиктің координаталық осьтермен қиылысу нүктелерін табу;
4. Вертикаль, горизонталь жэне көлбеу асимптоталарды табу;
5. Функцияның күдікті нүктелерін (бірінші туынды нөлге айналатын 

немесе анықталмаған) тауып, өсу және кему аралықтарын, экстремум 
нүктелерін табу;

6. Функцияның екінші текті күдікті нүктелерін (екінші туынды нөлге 
айналатын немесе анықталмаған) тауып, дөңестік жэне ойыстық аралықтарын, 
ирең нүктелерін табу.

7. Зерттеулерге негізделіп, функцияның графигін салу.
г3

Мысалб.11. f ( x )  = — — функцияны толық зерттеп, графигін салу керек. 
3

Шешуі. Көрсетілген үлгі бойынша зерттейміз.
1. Бөлшектің бөлімін нөлге айналдыратын х  — ±л/3 нүктелер, функцияның 

екінші текті үзіліс нүктелері.
О х  осінің басқа нүктелерінде функция үзіліссіз. Демек, функцияның 

анықталу аймағы:
£ > ( / ) = ( -  о о ; - 7 з ) и  ( -  V 3 ;V 3 )u  (7 3 ;+  оо)

Анықгалу аймағының шеткі нүктелеріндегі шектер:

1ІГП-
х2 — 3

= lirtl- ( \ = lim

1 2
V X J

„3

— —оо;

1ІШ-
jc2 — 3

lim

= lim
X2 1-

3
= lim- = +оо;

1-
V х  J

= -оо; lim
-л -°л:2 _ з  ’

lim —*—-  = -o o ; lim

= +oo;

= +oo.
*Уз-о д-2 _ 3 5  ̂ — 3

2. Берілген функция тақ функция, өйткені

л -* )= - / W .  *•-
( —x j  — 3 х  - 3
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3. Функция графигінің координаталық осьтермен қиылысу, нүктелерін табу 
үшін

У = ' У =х 2- 3  ү  х 2 —3 
у  = 0 . х = 0 .

жүйелерді шешу қажет.
Екі жүйе де х  = 0, у  = 0 шешімдерге ие. Демек, функция графигі 

координаталық осьтермен координата бас нүктесінде қиылысады.

4. X = S  нүктесі функцияның үзіліс нүктесі болғандықган, яғни

Ііш = -оо, Ііш = +00.
* - » V 3 - 0  ^  * х - ^ ч / з + о  ^ 2   ^

X = +S  түзуі вертикаль асимптота болады. Осылайша (симметрия
бойынша) х  = ->/з түзуі де вертикаль асимптота болады. Көлбеу асимптота 
теңдеуін табайық.

— 1 і m — ]]jy| _Х___3 — ик = lim = lim- « v L ^ r  l*m-Л/ г-н®

b = lim [/(x ) - k x \  = lim
x 2 - 3

- x

x

.3 „3

= 1;

= lim
x  - x  + 3x

x 3 - 3 x

= l im ^ ^ — = lim-
3x

x - 3 2( . 3
= 0.

1 X2 ,
Сонымен, у  = x  түзу x -» +oo болғанда көлбеу асимптота болады. Бас 

нүктеге қатысты симметрия бойынша бүл түзу х -» — оо болғанда да асимптота 
болады.

Функция графигінің горизонталь асимптотасы жоқ, өйткені
х 3

lim f i x )  = lim —;-------  +oo.
x-»+<c J  v 7 x-m« _  2

5. Функцияның өсу жэне кему интервалдарын анықтау үшін туындысы мен 
күдікті нүктелерін табайық:

/ ’(*)=
( X3 > _3х2 х2 - з ) - х3(2х - 0) х4 -  9х2 х2(>*-»)
U a - 3 j (*2"3  J  ( ^ - З )2 (х2- з ) 2

Анықталу аймағының барлық нүктелерінде берілген функцияның 
туындысы бар. Күдікті нүктелері \ *2(х2 -9 )_ п теңдеуден табылады.
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Бұл теңдеуді шешсек: = -3, = 0, = 3.

Өсу интервалдары \ *2(*2 -9 ) п теңсіздіктен табылады: \х\ > 3, яғни 
П  ) ~ [хг - з)2

— оо < х  < —3, 3 < х  < +оо болғанда функция өседі.

Кему интервалдары f '(x)=x ** ^  <0 теңсіздіктен табылады: \х\ < 3, яғни
(х - з )2

-3 < х < -3  болғанда функция кемиді. Бірақ, х = S ,  х ~ S  нүктелерде 
функция анықталмағандықтан, функцияның кему интервалдары: (-3; —л/З), (

- S ' ,  S ) ,  (л /3 ;+ 3 ).
Демек, х = -3  төңіректік минимум, х = 3 төңіректік максимум нүктесі:

„ = / ( - з ) = Ы ) 1 = _ 2 7 = _9.
+ т а х  ^  9 _ 3  g

= f ( i \=  33 _: 27 _ 9
Лтп / I '  9 - 3  6 2

6. Графиктің дөңестік, ойыстық интервалдары мен ирең нүктелерін табу 
үшін екінші ретті туындысы мен екінші текті күдікті нүктелерін табамыз:

/ " «  = ( / ' « )  =
х ' - 9 х 2 
(х2-ЗУ

6х(х2 + 9)
(*2- з у  '

6х(х2 + 9) < о ^  х е ( -  7 з ) u  (0; Т з ).
(х 3 -  З)3

Модулі бойьшша жеткілікті кішкене х  -тер үшін:
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Ойыстық аймагы:

^ > 0 ^ x 6 (- -Л ;0 )u (& ;■+ «).
(* -3 )

7. Көмекші кесте құрып, функция графигін саламыз (сурет 6.25).
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VII тарау. БІР АИНЫМАЛДЫ ФУНКЦИЯЛАРДЫҢ  
ИНТЕГРАЛДЫҚ ҚИСАБЫ

§ 1. Анықталмаған интеграл

1.1. Алгашқы функция және анықталмаган интеграл

(a, Ъ) аралығында анықталған функцияның туындысы Ғ  '(х) бойынша Ғ(х) 
функцияның өзін табу мәселесін қарастырайық.

Анықтама 1.1. / ( х )  функциясының (а, Ъ) аралықтағы алғашқы 
функциясы деп, осы аралықтың эрбір нүктесінде

F'(x) = f ( x )
теңдігі орындалатын дифференциалданатын Ғ(х) функциясын атайды.

Мысал. 1.1. Функциялардың алғашқы функциясы табылсын:
< * ) / ( * )  =  j = ? . ’ x  е  ( _ 1 ;  І ) ' - 6 ) / ( x )  =  ^ , x G ( 0 ; + o o ) ;

в) /(* )  = 2 cos 2х, х  G (—со; +оо); г) /( х )  =  х а, a  *  -1 .
Шешуі: a) Ғ(х) =  arcsinx, себебі /( х )  = Ғ ' ^  = (arcsinx)' = .-1- .

V 1 -х 2
Бұл функция (-1; 1) интервалда анықталған.
б) Ғ(х) =  Vx,x G (0; + о о )  болғанда / (х )  = Ғ '(х) = ^ = ;
в) F(x) = sin 2 х , х G (—оо; +оо) болғанда / ( х )  =  Ғ '(х) = 2 cos 2х.
г) Ғ(х) =  а  =£ —1 ,/(х )  = F 'w  =  x a.
Ғ'(х) = f { x )  теңдік орындалғанда (F(x) + С)' = / (х )  теңдік те орынды, 

бұдан / ( х )  функцияның алғашқы функцияларының саны ақырсыз көп екендігі 
шығады.

Лемма. 1.1. Кейбір X  аралықтың барлық нүктелерінде туындысы нөлге тең 
функция осы аралықта тұрақты.

Дәлелдеуі: X  аралықта f \ x )  =  0 болсын. Онда кез келген х ]( х^ G X  
нүктелері үшін Лагранж теоремасы бойынша / ( х 2) -  ( (х ^  = / '( с )  (х2 -  х^, х <
с < х  .

2
/ '( с )  = 0 болғандықтан f(x^) = /(х ^ . Бұдан х ]5 х2 нүктелер X  аралықтың

кез келген нүктелері болғандықтан /(х )  функциясы барлық нүктелерде бірдей 
мэн қабылдайтындығы шығады, яғни /(х )  = С = const, мұндағы С кез келген 
сан.

Теорема. 7.1. Егер X  аралықта F(x) функциясы / ( x )  функциясының 
алғашқы функциясы болса, онда / (х) функциясының осы аралықтағы кез 
келген Ф ( х )  алғашқы функциясы,

Ф(х) = Ғ(х) + С .
түрінде өрнектеледі.
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Дәлелдеуі. Ғ'(х) = /(х ) , Ф \х )  = f ( x )  болғандықтан 
(Ф(х) -  Ғ(х))' = Ф \х )  -  Ғ'(х) = / (х) -  f { x )  = 0 болады.

Бұдан лемма 1.1 бойынша Ф(х) -  Ғ(х) = С  , яғни Ф(х) = Ғ(х)  + С
Демек, Ғ(х)  + С функциялар жиыны f i x )  функциясының барлық 

алғашқы функцияларын қамтиды.
Анықтама.1.2. f ( x) функциясының X  аралықтағы алғашқы 

функцияларының жиыны f(x) функциясының осы аралықгағы анықталмаған

интегралы деп аталады жэне f f ( x ) d x  таңбасымен белгіленеді:

j f ( x ) d x  = F(x) + C (7.1)
Демек, Ғ \х )=  f ( х) болса, (7.1) теңдік орынды. Мұндағы f — интеграл 

таңбасы, ал f (x )dx  -  интеграл астындағы өрнек, f { x )  -  интеграл астындагы 
функция, сЬс -  интегралдау элементі деп аталады. Интеграл астындагы 
функцияның анықталмаган интегралын табу амалын осы функцияны 
интегралдау деп атайды. Анықтамадан көрінгендей интегралдау мен 
дифференциалдау амалдары бір-біріне кері амалдар. Сондықган интегралды 
дұрыс тапқандығын тексеру үшін шыққан функцияны дифференциалдап, 
интеграл астындагы өрнек шығатынына көз жеткізу керек.

Мысал. 1.2. Функциялардың анықталмаған интегралдары табылсын:

а )№ ) = л Ъ : 6)Л * ) = ^ :
в) / ( х )  =  sin 2х ; г) f { x )  = х п, п >  0
Шешуі. Мысал 1.1-дегі көрсетілген аралықтарда (7.1) формуласы 

бойынша:
a) f = arcsinx + С; б) f = yfx + С;

J f l - x 2 J 2Уж
х а+1в) f 2 cos 2x = sin 2x + С; г) /  x adx ---------Һ С, а Ф —1.

Геометриялық тұрғыдан f { x )  функциясының анықталмаган интегралы 
өзара параллель Ғ(х) + С қисықгардың үйірі.

Қандай функциялардың анықталмаған интегралы бар деген сұраққа келесі 
теорема жауап береді.

Теорема 7.2. (a, b) интервалында үзіліссіз кез келген функцияның осы
интервалда анықталмаған интегралы бар.

Дәлелдеуі теорема 7.9-да келтірілген.

1.2. Анықталмаған интегралдың негізгі қасиеттері

1. [ /  f ix )dx] '  = f i x )  немесе d[Fix)\ = f i x ) d x

2. J d F ix )  = F i x )  + C.

3. j  A- f i x )  dx = A f  f  (jc) dx , мұндаЛ -  тұрақты шама.
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4. J [ /(x )  ±  g(x)]dx = /  f i x ) dx ±  J  gix)dx.
Кез келген 3- жэне 4- теңдіктер анықталмаған интегралдың сызықтық 

қасиеттері деп аталып, тұрақты қосылғышқа дейінгі дәлдікпен анықталған 
шартты тендіктер.

5. Интегралдау формуласының инварианттығы. Егер J f(x)  dx = Ғ(х) + С 
болса, онда

\ f { u )  du = F(u) + C,  (7.2)

мұндағы U — и (х )  кез келген үзіліссіз туындысы бар функция.
1-5 қасиеттердің дәлелдеуін келтірейік:
1. Шынында да анықтама бойынша (J f ( x )d x )  = f i x )  болғандықтан 

d(J f i x ) d x )  = i f  f i x ) d x ) '  dx  = f ix )dx .
2. Бұл қасиеггің дүрыстығы dF(x)=F'(x)dx = f i x ) d x  теңдіктерден 

шығады.
3. d i f iA f i x )d x )  = ( /  A f ix )d x ) 'd x  = Af ix )dx ,  әрі d(A(j f i x ) d x )  = 

A d i f  f i x ) d x )  = Af ix )dx .  Сондыктан 3-қасиет кез келген тұрақты 
қосылғышты дәлдікпен орынды.

4. Тендіктің оң жағын дифференциалдасақ: d ( /  f i x ) d x  ±  f  g ix)dx)  = 
d(J f i x ) d x )  ±  d(J g ix )dx)  = f i x ) d x  ±  g ix )dx  = ( f i x )  ± gix))dx.  Бұдан 
f  f i x ) d x  ± f  g ix )d x  функциялардың f ( x )± g ix )  функция үшін алғашқы 
функция екендігі көрінеді. Демек 4-қасиет кез келген тұракты қосылгышты 
дэлдікпен орынды.

5. J f i x )  dx -  Ғ і х )  + С тендікте х  орнына и=и(х) үзіліссіз туындысы
бар функциясын қойсақ, Ғ(и)=Ғ[и(х)] күрделі функция үшін бірінші 
дифференциалдың инварианттығын ескерсек: dF(u)=F'iu)du = f iu)du .  Осы 
тендіктен /  f i u ) d u  = f  dFiu) = Ffu) + C.

Демек, анықталмаған интегралдыц формулалары интегралдау айнымалы 
тэуелсіз айнымал ма, элде үзіліссіз туындысы бар кез келген функция ма оган 
тәуелсіз орынды болады.

Дербес жагдайда м(х) = ах + Ъ болса, (7.2) теңдік

J  f i a x  + b)dx  = ~ F ( ax + b) + С (7.2а)

түрінде жазылады.
(7.2) формуланы интегралдау формуласыныц инварианттыгы деп атайды.

1.3. Негізгі анықталмаған интегралдар кестесі

1. J 0 dx = C. 2. j l  dx = х + С.
e+i dx

3. \ x ‘dx = ------ + С , а Ф - \ .  4. [ —  = In |x| + C,(x ^ 0).
J a  +1 x
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5. f a d x  = ---- + C ,0 < a * l .
In a

6. I  sin xdx = -  cos x + C. 

dx

5а. I  ex dx = ex + C.

7. I cos xdx = sin x + C.

8. I 

9- !

r
■ = tgx + C,

cos X 

dx

Л
x * — + kn ,k  € Z 

2

= -ctgx + C, ( x Ф кл ,  к e Z ) .
sin x

10. J dx

7
= arcsin x + C, ( M < 0 -

10aJ
- x 
dx

4
4 7 ^ :
dx

X I I
= arcsin— + C, (| x\ < a).

= arctgx + C. 11a
+ x
dx

dx
2 , 2 a + x

1 x
= — arctg — + C. 

a a
12. / ^=f== = ln\x + Vx2 + a\ + C, a =£ 0, x 2 + a > 0.

13. J

x i +a

dx
2 2 a -  x

= — In 
2 a

a + x

a -  x
+ С, x Ф a. 14. I  tgxdx In cos x\ + C.

15. I  ctgxdx = In |sin x\ + C.
Ескерту 1.1. Интегралдау формуласының инварианттығы (7.2) формулаға 

сәйкес, кестедегі формулаларда х-тің орнына и = и(х) функциясын қоюға
болады. Мысалы, J cos u(x)du(x) = J ^ (sin и(х)) = sin и(х) + С.

Интегралдаудың негізгі мақсаты: эртүрлі әдістерді қолданып, кестелік 
интегралға келтіру.

Мысал 1.3. Интегралдар табылсын:
а) / (х3 + 2х2 — 4х  + 3)dx; б) /  Зх *2х dx-,
в) /  sin2x  • cosxdx; г) f  cos3xsinxdx.
Шешуі:
a) f ( x 3 +  2x2 — 4x + 3)dx = f  x 3dx +  f  2x 2dx -  f  4xdx  +  /  3dx = 

f  x 3dx + 2 f  x 2dx  - 4  f  xdx  + 3 f  dx = ү  + ^ —  ^ -  + Зх + C;X

6) f ^ ^ - d x  = 3 f x 2dx + 2 J xdx = —  + ^  + C = x 3 + x 2 + c;

в) /  s in2x  • cosxdx = /  sin2xd(s inx ) =

r) /  cos3xsinxdx = — J cos3xd(cosx) = + C.
Мүндя 1-5 қасиеттерден және интегралдар кестесінен пайдаланылды.

з 2 
sin3x  , ^

з +L;
C O S *  X
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§ 2. Интегралдаудың негізгі әдістері

Интегралдау амалы дифференциалдау амалына кері амал. Ал кері амалды 
орындауда, жалпы, техникалық қиыншылықтар туындайды. Мысалы, 
интегралдау амалында көбейтіндіні, бөліндіні интегралдау ережелері жоқ. 

Сондықтан функцияларды интегралдауда эртүрлі әдістер қолданылады.

2.1. Тікелей интегралдау әдісі

Интеграл астындағы функцияны тепе-тең түрлендіріп, содан соң 
анықталмаған интегралдың қасиеттері мен кестесіне сүйеніп интегралдауды 
тікелей интегралдау эдісі деп атайды.

f ' (u )du  = d(f (u)) ,  и = ф(х), х е  (a ; b) (7.3)
формула интегралдарды есептеуде жиі қолданылады.

Берілген интегралды кестелік интегралға келтіруде дифференциалдың 
келесі түрлендірулері, дифференциал белгісі астына енгізу амалы деп 
аталушы, жиі қолданылады:

1
du = d(u + a),a  = const; du = —d(au),a = const;

a

du = —d(au + b);a,b -  const; и ■du = —d{u ); (7.3a)
a 2

cos и ■ du = t/(sin uy^m u-du  = -d(cos u);

1 du du
— du = d(\nu);------- = d(tgu); — — = -d(ctgu)-,e'du = d{e).
и cos’ и sin! и

Мысал 2.1. Тепе-тең түрлендіру арқылы, интегралдар кестесіне сүйеніп, 
анықталмаған интегралдар табылсын:

х 2 -  Ъх + 2
dx;

dx
2 . 2 ’ cos х  sin X

в) Jc tg 2xdx\ г) Jtg2xdx.

Шешуі. a) / ^ | ^ d x  = ! ( j = - ^  + j=)dx  =

Г 1  Г 1 Г _  1 XI  X 2 + 1  X  2
= I x 2dx -  3 I x 2dx + 2 x 2dx  = ~-------- 3^-------- 2 —z--------1- C

J J J 4+1 4+1 - 4+1
2 5 3 1

= -X2 -  2x2 + 4x2 + C;

6) f
dx

cos2 xsin2 x -I
cos2 Jt + sin2 X

cos2 xsin2 X

r dx r ax 
dx = I — —  + I ---- 7-  = -ctgx + tgx + C;

J sin X — 0 "

dx

COS X
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в) fctg'xcix = J"— Sm Xdx = \ { —i---- l \d x =  f ——----- \dx = = -c tg x -*  + C;
J sin* x * v sin2 x )  sin2 x J

r ) j t g 2xdx -  f-—C°S Xdx  = f ( —------ 1\&  = f ——----- f dx = tgx-дг + С;
1 cos x J Vcos2x J cos' x J

Мысал 2.2. (7.3) формулаға сүйеніп, дифференциалды түрлендіріп, 
анықталмаған интегралдар табылсын:

J х  + 4
г) Jcos2;cc£c; 

Шешуі.

Г УУ
6 ) J ( 3 jc +  1) dx\

д) J tgx d x ;
з) J  хе? d x .

в) j sin2 4xdx;

e) j ctgxdx  ;

dx rd (x  + 4)
a) \ ^ - = \  

J x + 4 J x + 4
= In\x + 4 +C  ;

d(3x + 2) 1 (3jc + 2)f  90  Г  9

6) J (3jc + 2) dx = J (Зд: -h 2)

в) J sin* 4xdx = — J(1 -cosSx)dx = — J dx--- J cos8;c<ix: =

3 99+1
+ C =

300
-(3jc + 2)I00+C;

2 2 J

d(8x) 1 1
cos 8 x d x ----------— x -----sin 8 дг + C;

8 2 16

r) Jcos2 xdx = — J (1 + cos 2x)afr = — J<& + —Jcos2x-
2
sin X

d(2x) 1 1
------- =—x + — sin2x + C;

2 2 4
г rs in jt raf(cosx) . I

д) I X g x d x = \ ------ d x -  -  I ----------- = - ln|cosx| + C ;;
cos*
cos*

cos*
r fcosx fJ(sin ;t) I I

e) I ctgxo!x = I ------ dx -  I ---------- = In |sin x\ + C ;

dx
sin x

- r J -

sin*

d(y/5x) 1 у/зх
arcsin----- + C ;

^ y] 4 - 3 x 2 V I J уІ22 - ( S x ) 2 ^3  2

з) J  xe dx = j  e
? d ( x )  1 ,2

----- — — € + C

212



2.2. Айнымалды ауыстыру (алмастыру) әдісі

Теорема 13. х  = ср(/) функциясы кейбір Т  аралықга анықгалған жэне 
дифференциалданатын функция болып, осы функцияның X  мэндер жиынында 
/  (х) функциясы, яғни f  [q>(/)] күрделі функция анықгалсын. Егер X  жиында 

f ( x )  = Ғ ' ( х )  болса, онда

J f (x )d x  | ^ (<) = J f[(p(t)\<p'(t)dt =FM t)]  + С (7.4)

формула орынды болады.
Дәлелдеуі./ (х) функциясы анықталған X  жиында Ғ(х) алгашқы функция 

да анықталған. Демек, /  [<р(0] күрделі функция анықгалған Т жиынында Ғ  
[фСО] күрделі функция да анықталған. F'(x)= f  (х) екендігін ескерсек

[«КО ])' =  Ғ '  [«КО], ■ «’'(О = /  [«КО] • <р Х О

теңдіктер орындалады, яғни /[^ > (/)]  •$ /(/)  функция Т  жиында Ғ  [<р(/)] 

алғашқы функцияға ие болады. Демек, J f  [^?(/)] • <р\ t )d t  = F  [^>(0] + С 

F[<p(t)]+ C = ( F ( * ) + C ) „ ,m = j  / м л  Ц , „  екендігін ескерсек, 

J / М *  | „ , (/)= |  /[«>(<)] ■*'(»>*
ізделінді теңдік шығады.

Ескерту 2.1. Т  аралык (а, b) интервал, (-оо, а) мен (а, +оо), (-оо; +<ю) болуы 
мүмкін.

(7.4.) формула анықталмаған интегралда айнымалды ауыстыру формуласы 
деп аталады. (7.4) формулада негізгі айнымал х-ке кошу үшін х  = <р(/) тендікті 
t-ra қатысты шешсек, t  =  <р- 1(х) =  гр(х) болады. (7.4) теқціктің оң бөлігіндегі 
t айнымалдың орньша ф(х) функциясын қойсақ, ізделінді анықталмаған 
интеграл шығады:

/ / ( * ) * = ( / [ « > « ] • « > ’(<)<* ц , („
Яғни (7.4) формула кері бағытта, оңнан солға қарай қолданылады. Бұл үшін 

теореманың шарттарына қосымша, х  = <р(/) функциясы бірсарынды болу керек. 
Ескерту 2.2. Көп жағдайларда t = \р(яг) алмастыруын қолдану тиімді.
Мысал 23.  Интегралдар есептелсін:

а) J y j a 2 - x 2dx  (a  > 0);
X

б) e*dx  ;

в)
dx

л [ х + \ [ х  

г) j x n-1exndx.
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x = a cos /
Шешуі.а ) j j ~ ~ dx = dx = -a  sin tdt

|x |< 0, W ^

= I  a sin t ■ ( -a sin t)dt -

l-cos2/ a sin 2/ a a‘ .
------dt = ----- (t-------- ) + C = - — t +— sin2/ + C.
2 2 2 2 4

X  X

= -a  Jsin’ tdt = -a  J

Енді бастапқы x  айнымалға оралсақ. cost = яғни t = arccosa _____ a

Демек, sin 2t  = 2 sin t ■ cos t = 2Vl — cos2 1 ■ cos t = 2 J 1  — ^  ^ =

_ 2 x  la2 + x2 _ 2 x Онда:
a a a

f Г~2 2 , a 2t a 2 . .  ^  a 1 xл]a - x  d x ~ -------- 1-— sin 2t + C =------ arccos— 1-
J 2 4 2 a

2 2
a 2x 2 ^  a * x  Г ~2 2 ^

h---------r \ a  -Jc + C = ------arccos—+—\la - x  +C;
4 a 1

x = 41
б) I  e 4dx = 

dx
B) l \ fx  + \ fx

dx = (4t) 'dt  = 4dt 
x = t ‘

dx = dt6 = 6 t5dt

2 a 2
t x_

= 4J e‘dt = 4e + C = 4e4 = C\

r 6 fd t  r t fdt r f d t
J t 2+ t2 _ 6 J ГЧ/+1) J 77T

Бөлшектің алымын бөліміне бөліп, бүтін бөлігін ажыратсақ:

б / і
J t

t3dt_ 
+ 1

=6 f * 1 =6
J t + \ j

r3 f2
-  — +Г-ІПІГ + 1І 

3 2 1 1
+ С.

Алынған өрнектен t = V X  теңдігін пайдаланып х  айнымалға өтсек:

+ С;f A  - 6 ^  in $ /7+ 1
J V 7 + V 7

1 v л ill V л 1 1
3 2

г) /  х п 1e xUd x  =
х  = V t ,  t  = х п 

d x  = d  ( tn )  =  i f n -1

n  E N
= - \ e ‘dt = -  [ e'dt = - e '  +C  = -<?** +C.

n J n J n n
Мысал 2.4. Интегралдар есептелсін:

П - 1  л 1 —П

=  Г t  n ■ e f ■ - t  n d t  =J n
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a) j
2jt

dx;
( x - \ y

ex - l
----------- c
ex +\

2x

в)
J ex +l  

Шешуі. a) J

6) jc o s "  x  s inxdx ,  n Ф —1; 

3xdx
r)l (x 2 + l)"

, ПФ 1.

-J
2 ( / - iy

-dt =
t = x - l ,  x = f + 1

-dx =
(x -1 ) dt -  dx

2 f  ( t  -  3 + j  -  dt  = 2 ( j  -  3t + 3 ln |t| + i )  + C = t 2 -  6t + 6Int + j  + C; 

x  =  t+ 1 екендігін ескеріп, x  -ке қайта оралсақ:

!
2xJ

(х -1  У
■dx=(x -  l ) 2 -  6(x — 1) + 6ln\x -  1| + + C;

t  =  cosx, n  Ф -1 

d t  = -  sin x d x

,n+1

б) I  cos" x  - sin x d x  =  

n = - 1  болғанда, J (cos x) ' sin x d x  -  -  j

П+1
COS X

= -  [ t ' d t  = --------+  C =  -  — — 1 + C;
J n + 1 n + 1

d  c o s x

cosx
= -  In |cosx| + C;

B) \
e - \
e x +  l

- d x  —

t  =  e

d t
x = In t ,  d x  -  —  

t

t -  \  d t  r 2 t - ( t  +  l)ri  — ia i  г
J 4 I 1 4 J/  +  1 t

d t  =

= f — = 21n|/ + l| -  ln|/| + C = 21n(l + e )  - x  + C;
i  t + 1 J t

d t

r ) \
3 x d x  

(x2+l)"

1

2(1- и )  (х2 + 1 Г ‘ 

n = 1 болғанда,

t  -  x  + 1

d t  -  2 x d x ,  n  Ф 1

+ C;

= 3 { X  = i \ , - a d J — +c  =
-n + \

2 -«  + 1

3 x d x  

x 2 + 1

t  -  X  + 1

d t  =  2  x d x

= —f — = — ln/ = — ln(xJ +1) + C. 
2 J t 2 2
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2.3. Бөліктеп интегралдау әдісі

Бөліктеп интегралдау әдісі екі функцияның көбейтіндісін 
дифференциалдау формуласын қолдануға негізделген.

Теорема 7.4. Егер X  аралықта U(x) пен V{x) дифференциалданатын 
функциялар болса жэне f  V(x) ■ U'(x)dx  бар болса, онда осы X  аралықта
|  U (л:) • V ' ( x ) d x  интеграл бар жэне

J U ( x )  ■ V ' (x )dx  = U ( x )  ■ V ( x ) -  J V ( x ) U ' ( x ) d x  (7.5)
теңдік орынды болады.

(7.5) тендік анықталмаған интегралдағы бөліктеп интегралдау формуласы 
деп аталады.

Дифференциалдың анықтамасынан және оның инварианттық қасиеті 
негізінде (7.5) формуланы.

J U ( x )  ■ d V ( x )  = U ( x )  ■ V ( x )  -  J V ( x ) d U ( x )  (7.6)
түрінде жазуға болады.

Дәлелдеуі. [(7(х) • Г(х)] ’ = U'(x) ■ V(x) + U(x) ■ V'(x) теңдіктен

U{x) • V'(x) = [U(x) • F(jc)] V(x) ■ U'{x) теңдік шығады.

Бұл тендіктің екі бөлігін d x -щ көбейтіп интегралдасақ:

J U(x)  ■ V'(x)dx  = J [ В Д  • V{x)]dx  -  J V (x )U ' (x )dx .

Ал \ [U(x)-V(xyidx = U{x)-V{x)  екендігін жэне теореманың шарты

бойынша ^ V ( x ) U ' ( x ) d x  бар екендігін ескерсек соңғы теңдіктен (7.5) 
формуласы шығады.

Бұл формула J U dV  интегралды есептеуді J VdU  интегралды есептеуге

келтіреді, яғни J U dV  интегралды есептеуден J VdU  интегралды есептеу
жеңілдеу болтан жағдайда қолданылады. .

Бөліктеп интегралдау арқылы табылатын интегралдардың басым бөлігі үш 
топқа бөлінедіЛ

1) ^ p { x ) 2xc t% xdx ,^p (x )axcc tgxdx ,  p { x ) \ n x d x ,

J/? (x ) arccos xdx,

Jp(x)arcsin xdx,  мұндағы p(x) -  көпмүше түріндегі интеграддар. Бұл

интегралдарда dV =  p(x)dx  деп, ал басқа функциялар U(x) арқылы 
белгіленеді;
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2) J p{x)ekxdx,^ p(x)  sinbcfibi:,J p(x) cos kxdx,, мұндағы p ( x ) -  көпмүше, 

k -  кейбір сан, түріндегі интегралдар. Бұл интегралдарда U=p(x ), ал

dV = ekxcbc, d V  = sinkxdx, dV  = cos kxdx деп белгіленеді;
3) f  e^cosbxdx ,  /  eaxsinbxdx, мұндағы а мен b кейбір сандар, түріндегі 

интегралдар. Бөліктеп интегралдау формуласын екі рет қолданып, теңдеуді 
шешу арқылы табылады.

Эрине, бұл үш топ бөліктеп интегралдау эдісімен есептелетін 
интегралдардың барлыгын қамти алмайды.

J  In xdx табылсын.Мысал 2.5.
Шешуі. (7.6) формула бойынша:

Jin xdx =
U = In x, dU = d\nx = —dx 

x
dV = dx,V = jd V  = fdx = x

Мысал 2.6. J arctgxdx табылсын.
Шешуі. (7.6) формуланы қолдансақ:

U = arctg x, dU =  d(arctg x) = -  

dV = dx,V = f dV = j dx = x

jc In jc — J jc • — dx=xlnx-Jdx = x ln x -x  + C.

J arctg xdx =

dx

d (  l + x 2)
r xdx r

= X • arctgx -  J = xarctgx -  J —
+ x

1 f d(  1+x ) 1. ,, 2\/^>
= x-arctgx— I — — - L = x - a rc tg x --ln ( l + x ) + C.

2 J l+ x  2
Мысал 2.7. j  ( 2 x - l ) e 3xdx табылсын.
Шешуі. Бұл интеграл екінші топқа кіреді. (7.6) формула бойынша: 

U = 2 x - l ;  dU  = d ( 2 x -1 )  = (2 x - \)'dx -  2dx
J  (2x -1  )e3xdx =

d V  = e3xdx; V = J e3xdx =  ̂J e3xd(3x) = ]-e

( 2 x - l b .
3

( 2 x - l ) e 3x

-Ite3x 2dx =
(2x -  \)e3-if.

3 J
d(3x)

—e3x +C. 
9

Мысал 2.8. J x 2 cos xdx табылсын.
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J x  • sin xdx =

, 2 і U = х 2,d U  -  d ( x 2) = ( x 2) 'dx  = 2xdx  
\ x  cosxdx =

d V  = cos xdx, V = J cosxdx  = sin x

= x 2 ■ sin x  -  j 2x  • sin xdx = x 2 sin x  -  2\ x  • sin xdx.
Өз кезегінде,

U = x, d U  = dx

dV  = sin xdx, V = -  cos x

- x  • cos x  + j cos xdx = - x  cos x  + sin x.
Бұл өрнекті жоғарыдағы интегралдың орнына қойсақ:

Jx  cosx<ic=jc s in x -2 (-Jc c o s x  + sinjc) + C.
Мысал 2.9. J e ' sin xdx  табылсын.
Шешуі. Бұл интеграл үшінші топқа кіреді. Оны табу үшін (7.6) формула екі 

рет қолданылады.
U = sin х, d U  = */(sin x) = cos xdx

dV  = e’dx, V = f e’dx = e

Ш ешуі. Берілген интегралды табу үшін (7.6) бөліктеп интегралдау
формуласы екі рет қолданылады:

j ex sin xdx = 

кезегінде, 

ё  cos xdx

= ё  sin x  -  J ё  cos xdx. Өз

U  = cosx, d U  - - s i n xdx  

d V  = exdx, V = ё
жоғарьщағы интегралдың орнына қойсақ:

j  ex sin xdx =  ex sin x -  (ex cos x + J ex sin xdx). Яғни,

2J ex sin xdx = ex (sin x -  cos x) + C.
Ақырында алынатыны:

j  ё  sin xdx = —ё  (sin x -  cos x) + C.

= ё  cos x  + J  ё  sin xdx. Бұл өрнекті

Мысал 2.10. п*
xdx

табылсын.
sin x

Шешуі. Берілген интеграл аталған үш топқа кірмейді. Дегенмен де (7.6) 
формула жәрдемімен табылады.

U -  х, d U  = dx

^ - , V  = f - ^ -  = -ctgx
* Clf

J Cl
xdx

sin x d V= -
sin X sin X

-  -xctgx: + 1 ctgxdx =

= -xc tgx  +
c/(sin x)

sinx
= -xctgx + In Isin x| + C.
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§ 3. Рационал функцияларды интегралдау

Екі көпмүшенің қатынасын рационал функция немесе рационал бөлшек деп

атайды. Яғни f(x) = мұндағы Рт(х), m-дэрежелі көпмүше, Qn(x)
Qn(*)

болса, n -дэрежелі көпмүше. Егер т < п болса, f  (х )  дұрыс рационал 

бөлшек, т > п  болса, f  (х )  бұрыс рационал бөлшек деп аталады. т > п
болғанда алымын бөліміне бөліп, f  (х )  -ті көпмүше мен дұрыс рационал 
бөлшектің қосындысына келтіреді:

5 М = а д + _ВД .a w  a w
Рационал функциялардың негізгі ерекшелігі олардың интегралы 

элементар функциялар арқылы өрнектеледі.

3.1. Қарапайым рационал функцияларды интегралдау

Mx + N Мк + N
түріндегі дұрыс рационал

х  - a  ( x - a ) k х  + p x  + q (x2 + p x  + q)k 
функцияларды қарапайым рационал функциялар (бөлшектер) деп атайды. 
Мұндағы k > 2  натурал сан, А,а ,р ,q,М ,N  -  нақгы сандар, ал х 2 +  р х + q

түбірлері түйіндес комплекс сандар болатын, ягни р 2 - 4 q < 0, квадрат
мүше.

Енді осы функциялардьщ интегралдарын табайық:

I
A d ( x - a )

= A In \х -  а + С.

- * + i

• / — * = /J х - a  J х - а
Мұнда кестедегі 4-формуланы қолдандық

II. f ;  = A \ { x - a ) ~ k - d ( x - a )  = A — ------—  + C.
J ( x - a ) k J - k  + 1

Мұнда кестедегі 3-формуланы қолдандық
М

HI- J = \  Mx + N- d x  = \ 2
—  (2 x+ p )  + \ N - ^ -

dx =
x + px + q 

M  r (2x + p)dx
- t !

(
+ N  

x z + p x  + q \
dx

x + px + q 
dx M  cd(x2 + px + q)

= t J2 J J x 2 + p x  + q 2 } x2+px + q
/  _  m p \  r dx  _  M r d(x2+px+q)

\ N  ~  2 /  J ( x + p y 2 J x 2+px+q
( n - ^ \  f ___d(x+^ ___=
l  ^ J ( , + !)% (,- й )
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*+?
+C.=  ү1п(ж2 +  p x  +  q) +  ^ = j j  arctg ,— -

зх«  ^  'RМысал 3.1. f —--------табылсын.
J x z +2x+ 10

Шешуі. Берілген функцияда M -  3,N=2,p = 2,q = 10. Жоғарындагы жалпы 
жағдайдағыдай түрлендірсек:

f Зх + 2 J f 2 (2* + 2) 1 З г  2х + 2 
> х 2 + 2 х  +  \ 0  J “ tJх  +2jc + 10 2 J д: + 2 jc + 10

d x - ^
dx

x +2x + 10

3 r d(x  + 2 jc + 10) 

~ 2* x 1 + 2x + 10 
Mx + N

e d(x  + 1) 3 . , , „ 1 x + \ „
-  ---------------= —ln(x + 2x  + 10) —  arctg-------+ C.

J (x + l): + 3 2 2 3 3

IV. b - d x , k >  2, q ------> 0
( x 2 + p x  + q)‘ 4

Берілген интегралды түрлендірсек:

( »«+» d x -  [ T<«+>>♦(»-*?) й  _  M f ___

' и ч - э Т  И !*н у
“(» f)

(xz+px+<j)fc +

+ (W- 2 E ) J -  
2
P p 2 2Енді x  H—  = Г алмастыру жасап, q ----- = a деп алсақ, соңгы қосынды
2 4

келесі түрге келеді:

М I td t
+  (N

dt
( t2 +  a 2)*'( t2 + a2)k

Бірінші интеграл оңай есептелінеді:

, , ,  - d ( t 2 + a2) ,
f—5----г т = \ — 2-----y j -  = - \ ( t 2 + a2y k d(t2 + a2) =+ a )k J (t2j .„2\k ? J V ’ v ’

л , 2 2 \ - +̂l1 (t +СГ)
2 - k  + 1

Екінші интегралды есептейік:

(Г2 + а2)к 2 

+ С =
1

2 ( 1 - £ ) ( /2 + я 2)2 \* -1 + с .

f dt  1 Г (t2 + а2) - 12 1 /  Г d t Г t2dt \  _
lk ~  J (t 2 + a2)k "  ^ 2 J ( t2 + a 2)k C "  a2 U Ct2 + “2)k_1 J ( t 2 + a 2)kJ ~

(77)
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f t2 ,
J (t 2 + a2)k

U = t,dU = dt, dV =

Соңғы интегралға (7.6) бөліктеп интегралдау формуласын қолдансақ:

tdt
( t2 + a2) k '

r - f v & r - k f
1 - t  I f  dt

2(1 - k ) ( t  
1

2(1

' I _______ __f
2 + a 2)k_1 2(1 - k ) J

2(1 — k ) ( t2 + а2)к~г

{t2 + a 2)k_1 2(1 -  /c)(t2 + az)fc-1

Бұл табылған интегралды (7.7) тендікке қойсақ:

J ‘ = 7 Л - , -
!•/ + ■

1

2 ( l - * X 'z + e 2)*-1 2(1 - k ) Jk~x)
яғни

у  = ±
J  к  2а

2к~Ъ
V 2 k - 2 Л-1 + ■

I t
2 ( k - l ) ( t + a * )2 \ к - 1

(7.8)

Бұл алынған теңдік рекуренттік формула деп аталып, к > \ ,к  е N  

болғанда J k интегралды J кх интеграл арқылы өрнектейді.

Мысал 3.2. /з = Г - , dx' табылсын.
J  ( х 2 + 2 2 ) 3

Шешуі. Берілген функцияда к = 3, а = 2. Сондықтан:
dx  1 х

A
1 -х

2 + 4  =  2 агс« 2  + С:
1 (L • I  ~ 3 т

= 4 V2 - 2 — 2Jl + 2(2 -  1)(х2 + 4)
1 /1  х 1 ■ х \

= -  ( -  arctg — + —г— - + С ; 
8 \2 а 2 х 2 + 4 /

\ 1 /1  1 1 ■ х \ _ 1 / 1 • х \ _
/  = 4 V2 + 2 х2 + 4/ = 8 V1 + х2 + 47 ”

1= ^  2 2 - 3  х
’ ~~ 4 І 2 - 2 - 2  2 + 2 (3 -1 )(х2 +4)2J 16^ 7 (х2+ 4 )3

1 зл + -
_1_
16

3 . X , 3 1
= —  а г а д -  + —  ~ ^  +

+-
16(* 2+ 4) :

, ^  _  3 . X 3 1 , X
2 5 6 а Г  ®  2 1 2 8  Х 2 + 4  1 6 ( х 2 + 4 ) 2

+С
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3.2. Рационал функцияларды интегралдау

Рационал функция — ----- екі көпмүшенің қатынасы. Сондықтан Q„(x)
в п( х )

нақты коэффициент™ n-дэрежелі көпмүше болғанда (1.19) формула бойынша 
көбейткіштерге жіктеп жазуға болады:

Qn(х ) = ао(х ~ a t  - ( х -  ак)‘к ( х 2 + р хх  + qx f  ...(х2 + р х  + qs )г' (7.9)

Мұндағы / , ,/2,..., Ік, натурал сандар, эрі

lx +... + Ік + 2 гх + .... +  2 rs =  п, £?(*) —тің а х түбірі /, еселі..., СІ̂  түбірі 4

еселі, С, ±  idx комплекс сан Гх еселі,... Cs ± i d s комплекс сан t"s еселі түбірлері 
-  белгілі сандар.

Р (х)Теорема 7.5. Егер нақты коэффициент™ дұрыс mK ’ рационал
QSA

функцияның бөлімі Qn (х) — көпмүше (7.9) түрінде көбейткіштерге жіктелсе, 
онда

Д, , 4  , ^ |  л  ,
Q X x ) ( х - р ) 1' ( х - а У н х - р  (х - а 2)‘2 (х - а г) /2-'■ + . . .

. .. + ' - + . . .  + -
х - а 2 (х - а к)Ік (.х - а к)

^ — ■ +  ... +  — ^ -  +  -
ВпХ + Сп

‘к - 1 х - а к (x' + p j  + q J

В х + С
22 12

(x' + p s  + q y '
- + ... + -

В х + С.И____ ‘п В х + С21 21 В х + С22 22

x 2 + p tx + q (х2 + p,x + q У (х2 + p 1x + q2)r1'

■ + . . .

- + .

, В2уХ + Сгу [ В„Х + С„ } В „Х + С „ В х  + С ,п . m - + ...+—zl-------(7.10)
х2 + р 2х  + q2 (х2 + р х  + q У (х2 + р х  + q У’"' х 2 + px  + q

түрінде қарапайым рационал функциялардың қосындысы ретінде жіктеледі. 
Мұндағы A11,A12, . . . ,A1i1, . . . ,Akik,...,Bsrs,CSrs анықталуы керек белгісіз нақты 
сандар.

Дәлелдеуі. (7.10) теңдікті дэлелдеу үшін
АХ1, А12, ... , АПі, — ,Акік, ... ,Bsrs,CSrs белгісіз сандарды бір мэнді табу мүмкін
екендігін көрсету жеткілікті. Ол үшін: (7.10) теңдіктің оң бөлігін Q„(x)  ортақ
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бөлімге келтіріп, Р т( х ) _  S ( x ) тепе-теңдік аламыз, мұнда S ( x )
Q M  Q„(x)

коэффициенттері анықталмаған көпмүше, алынған тепе-теңдікте бөлімдері 
бірдей болғандықтан, алымдары да тепе-тең болады, яғни Рт(х) = S (x ) ; х-
тің бірдей дәрежелерінің алдындағы коэффициенттерді теңестіріп, белгісіз 
коэффициенттерге байланысты сызықтық теңдеулер жүйесі алынады. Осы 
жүйені шешу арқылы А ц , А 12, ...,Alei, ...,Акек, ...,Bsrs,Csrs белгісіз 
коэффициентгер бір мэнді анықталады. Бұл эдісті анықталмаған 
коэффициенттер эдісі деп атайды.

Ескерту 3.1. Рт(х) = S(x) болғандықтан бұл тепе-тендік х-тің кез келген
мэнінде орындалады. Сондықтан х-ке әртүрлі мәндер беріп те белгісіз 
коэффициенттерді анықтауға болады. Бұл эдісті дербес мэндер эдісі деп 
атайды.

Ескерту 3.2. Егер aw рационал функция бұрыс болса, яғни т > п ,

онда алымын бөліміне бөліп, бүтін бөлігі ажыратылып, берілген бұрыс 
рационал функция көпмүше мен дұрыс рационал функцияның қосындысына

х2 +5 9келтіріледі. Мысалы,--------= х — 2 Н--------
х + 2  х + 2

Теорема 7.6. Әрқандай нақгы коэффициентті рационал функцияның 
интегралы бар жэне ол элементар функция болады.

Дәлелдеуі. Шынында да, эрқандай рационал функция (7.10) формул асы 
бойынша қарапайым рационал функциялардың қосындысы түрінде 
өрнектеледі. Ал олардыц интегралдары элементар фукциялар. Сондықтан 
ақырлы сандағы элементар функциялардың қосындысы да элементар функция 
болады.

Мысал 3.3. f ------ ---------- - табылсын.
J (х + 2)(х - 1)2

НІріпуі- Интеграл астындағы функция дұрыс рационал функция, бөлімі 

Q3(x )  = ( x  + 2 ) ( x - \ ) 2 жай Ху = - 2  түбірге жэне Х2 =1 екі еселі түбірге
ие. Сондықтан интеграл астындагы функция (7.10) формула бойынша 
қарапайым рационал функциялардың қосындысына жіктеледі:

х2 А | В  | С
(х+ 2 )(х -1 )2 х + 2  х -1  (х—I)2

Бұл теңдіктің оң бөлігін ортақ бөлімге келтіріп, алымдарын теңестіреміз: 

х  =  А(х - 1)2 +  В(х -  1)(х+ 2 )  +  С(х+ 2 ) немесе

х2 = х 2(А + В) + х ( - 2 А  + 2 В - В  + С) + ( А - 2 В  + 2С).  
х-тің бірдей дәрежелерінің аддындағы коэффициентгерді теңестірсек
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A  + В  = 1, — 2 A  + В + C  = О, A — I B  + 2C  = 0 жүйе шығады. Бұл жүйені
_  4 5 1

шешсек: А -  — , В ~  — ,С  = —

г2
Демек, ____ __

4
9

(х + 2) ( х - 1)2 
Сондықтан,

г х2<іх

- + - 2-  + -

1_
3

(х + 2) ( х - 1)2 
4 
9

х + 2 х - \  ( х - 1)2

4 f t / (x  + 2) 5 r c/(jc — 1) 1 r d ( x - l )
х + 2 + <Н jc - l  + 3J ( x - 1)2

+ C.

= - l -Q J

4, 5, , ,, 1
= — x+ 2  + —In x -1  -  nl I 9 I I 3(x -l)

Мысал 3.4. \
xdx 

x 3 +1
табылсын.

Шешуі. Берілген жағдайда (х ) = X +1 =  (х  +  1)(х — X +1) мұндағы 
квадрат үшмүшеліктің түбірлері комплекс сандар. (7.10) жіктеу бойынша

х А Вх + С
—;-----—-------- 1— т----------
X +1 X +1 х — X + 1

болып, ортақ бөлім бергеннен кейін алымдарын теңестірсек:
х =  А(х2 -  х + 1) +  (Вх +  С)(х + 1) 

болады. Дербес мэндер эдісін қолданамыз.
X =  — 1,Х =  0,Х =  1, десек, —1 = А(1—(—1)+1) немесе—1 = ЗА; 0 =

Л(0 +  1) + С. 1 немесе 0 = А  + С\

\  = А ( \ - \ + \ ) + { В + С ) - 2  , немесе

А + С  = 0, А + 2 В + 2 С = 1 жүйені шешсек

\ = A + 2 B + 2 Q  - 1  =  3 A,

A = - \ ’B = \ < C = \3 3 3

Сонымен, 1 1 x +1
X3 +1 3(x + l) 3 x 2 - x  + l

Бұл теңдіктің екі бөлігін де интегралдаймыз:

г xdx _  1 j* dx г (x +1 )dx
x3 +1 З ^ х  + 1 3 ^ x 2 - x  + \ 

Мұндағы бірінші қосылғыш:
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1 г dx  l r  d ( x  + 1) 1,  , I
—  -------= —  ------------ = —  l n x  +  1;

3 J x  + l 3 J x  + \ 3 1 1
Екінші қосылғышты қарастырайық: 

1 r x + 1 . 1 г jc +1

3 J x - x  + l 3 J | 1 1
x  - 2 x — +

2 4y

41
x -

3 J ( П
x —

2 )
3

+ —
4

x —
2 )  3W -

- I +1
4

3 
2

■dx

1 1 .x ------1-----hi
2 2

1
dx =

x - + ■

x -
2)

1 , (  0 2 3
- d x ---- + -

І г 2 1Д  2 ) 4_

+ — 
4

' n
x —

. 2 у

+

+ -

+
d \

1
x —  I + 

2

r j 5 Y + S ta

I T J
Г nx —
^ 2>

3
+ —

4

1
1 x —_____ arrtp___ — Бірінші мен

2 A  S '
' 2 4

екінші қосылғыштарды қоссақ, берілген интеграл:
Г xdx  , I , .  1 , . ,  , i  1 2x - l  _
------- d x -  — In X + 1 + —In x  - x  + 1 + —?=arctg— j=- + C.

J x 3+1 3 1 1 6 1 1 S  УІЗ

3.3. Алғашқы функциясы элементар функция болмайтын функциялар

Теорема 7.2 бойынша (а, Ъ) интервалда үзіліссіз кез келген функцияның 
алғашқы функциясы бар. Бірақ олар элементар функциялар арқылы 
өрнектелмеуі мүмкін.

Алғашқы функциясы элементар функция болмайтындығы дэлелденген 
үзіліссіз элементар функцияларға мысалдар келтірейік.

1. 0 ( x )  = j J ^ e ~ Y dx,<P(0) = 0 (7.11)

Лаплас интегралы, ықтималдықтар теориясында мацызды орны бар.
1 c o s x ^

2 G(x) = \ y f b r  sTx ’ (7.12)

limG(x) = О
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S(x) = j y f 2 ^  V I ’ (7Л2а)

limS(.x) = 0
Френель интегралдары оптикада кеңінен қолданылады.

г sin х  71
3. Si (x ) = [ -------dx -  интегралдық синус, Si{0) = ----- (7.13)

J x  2
Г  C O S  XCi (x) = — — dx -  интегралдық косинус (7.1 За)
} x
Г X

4. li(x) = -------- интегралдық логарифм, lim li(x) = 0 (7.14)
J In x

(7.11)-(7.14) бейэлементар функциялар маңызды болғандықтан терең 
зерттелген, мэндерінің кестесі жасалған жэне графиктері сызылған.

Элементар және бейэлементар ұғымдарының шартты екендігін атап өтеміз. 
Іс жүзінде интеграл астындағы функцияларды Тейлор жэне Маклорен 

формулалары бойынша жіктеп, көпмүшемен ауыстырады.

3.4. Алғашқы функциясы элементар функция болатын функциялар

Теорема 7.6 бойынша рационал функцияның алғашқы функциясы 
элементар функция болады.

Қандай функциялардың алғашқы функциялары элементар функция болады 
деген сұракка жауап беру үшін екі айнымалдың рационал функциясы деген 
ұғымды енгіземіз.

х  пен у  айнымалдардың m-дэрежелі көпмүшесі деп

1 sin*

Рт(х,у) = а00 + а10х  + аоху + а20х 2 + аххху  + +а02у 2 + — + а ^ х ”1 +
а0тУт

(7.15)
түріндегі өрнекті айтады. Мұндағы а00, а01, ..., а0п, бәрі бірдей нөлге тең емес,

р ... у )

нақты сандар. R(x, у) = т ’ түріндегі функция, яғни т-дәрежелі Рщ(Х'У)
чп \х>У)

көпмүшенің n -дэрежелі Qn(x> У) көпмүшеге қатынасы, х жэне 
у айнымалдардың рационал функциясы деп аталады.

Егер х = Rx( t ) ,y  = R2(t) болса, ягни x  пен у айнымал t -ның рационал 
функциялары болса, онда (t), Л2 (с)] өрнек те айнымал t -ның рационал 
функциясы болады. Рационал функциялардың көбейтіндісі

R[Rx(.t),R2(t)] R3(t) (7.15а)

өрнек те рационал функция болады.
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§ 4. Тригонометриялық функцияларды интегралдау

/  Д (sinx , cos x)dx (7.16)
түріндегі интегралды табу керек болсын. Мұндағы /?(sinx,cosx) өрнек sinx 
пен cosx функцияларының рационал функциясы.

4.1. Универсал ауыстыру әдісі

t = tg^ ауыстырумен (7.16) интеграл /-ның рационал функциясына 
келтіріледі.

Шынында да

sinx
х х 

2 sin — cos — 2tg ■ 21
sin x = ■

cos — + sin — 1 + tg —
2 2 2

X 1 + t

Демек,

2 X 2 X 2 X

COS---- sin — 1 -  tg — 2
о т  0 1- t

cosx
c o s  — + sin — 1 + tg

2 2 2
* 1 + t

2 dt
-  = arctgt -* x  = 2arctgt -* dx = -  — ^2.

f г j 2 t 1 — t
7?(sinx, cosx)dx = ------ , ------—

J J l l  + (! l + /! j

1 + 12'

2 > 2Л
2 1 + t2

(7-17)

(7.16a)

Интеграл астында (7.15a) түріндегі функция, ягни рационал функция. 
Сондықтан (7.16а) интеграл элементар функцияларда интегралданады.

Мысал 4.1. Г — :---------- табылсын.
1 3 + s m x + c o s x

ТІІрщуі. t = tg -  ауыстыруды қолдансақ (7.17) тендіктер бойынша

1 1 + t 2

3 + s inх + cosx о | 21 t 1 ~ t 2 2 ( t 2 + t + 2)
, онда

1 + t 2 1 + t 2
dx dt

3 + sinx + cosx t 2 + t + 2
Демек,
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f dx f dt f) 3 + sin x + cos X j1 t 2 + t + 2 J
dt

- s
«(«♦a

t" + 2 - f i  +  i - i + 2

( t  + | )  + ( ' + x )

1 t  +  j  2  2 t  + 1
2 = arctg— + C = - 7= arctg----;=---1- C =

V?
2

V7
2

V 7 V?

2 2t g | + l

“ V7arctg V? +C-
Универсал ауыстыру көп жағдайларда күрделі жэне көп есептеуді қажет 

етеді. Сондықган кейбір жағдайларға басқа ауыстырулар ұтымды болады.
4.2. Я (sinx , cosx) =  Я ( - s in x ;-c o sx ) , яғни sinx жэне cosx 

функциялардың жұп функциясы. 
t = tgx ауыстыру ұтымды, мұнда

1 1  dt
sinx =

Мысал 4.2. J
V l + 12dx

, COS X =
V T T F

табылсын.

, x =  arctg t, dx  =
1 + t 2

5 cos2 x+9 sin2 x
Шешуі. Берілген функция sinx жэне cosx функцияларының жұп дэрежесі. 

t = tgx ауыстыру енгізіп, sin х , cos х функциялардың t арқылы өрнектесек,
____ і____ _______ і_______ i+t2

5+9t2'5 cos2 x+9 sin2 x
5 Ш  * і т һ )

Онда,

■ /

f  dx m  + t)2 dt f dt
) 5 cos2 x + 9 sin2 x jI 5 + 9 t2 1 + t 2 _  J1 5 + 9 t2

|d ( 3 0 1 1 3t
? = --= :a rc tg -=  + C = _

(V5) 2 + (3t)2 3 V5 V5 3V5
1  ̂ 3t g x j . rarctg—=- + C.

V5
4.3. Я ( - s in x ,co sx ) = -f l(s in x ,c o sx )  болғанда t = s in x  ауыстыруы, 

Я (sin x , -  cos x) = -  Я (sin x , cos x) болғанда t  = cos x ауыстырыуы енгізіледі. 
Мысал 4.3. /  sin3x cos xdx  табылсын.
Шешуі. (—sin x )3cosx = - sin3xco sx  болғандықтан t  = sinx ауыстыруы 

енгізіледі.

I  sisin3xcos xdx = H t 3dt = — + C = + C;
It = sinx I I s .  f  - sin4x 
ldt = cosxdxl

Мысал 4.4. /  cos5x sin xdx табылсын.
Шешуі. (— cos x )5sin x = -  cos5 x sin x болғандықган t = cos x ауыстыруы 

енгізіледі.

/ cos5xsinxdx  =
: h - f

11 = COS X
Idt = — sin xdx 

4.4. Я (sin x , cos x) = sinm x • cos" x болғанда: 
a) erep m  мен n  оң жұп сандар болса, онда

t 5dt = — + С = -■
cos6x

+ C.
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1 -  cos 2* 1 + cos 2 x
s ir rx  = -------------, cos^* =

sin 2 x
,s in*  • cos* =2 2 

түріндегі дэрежелерін төмендету формулары қолданылады;
б) егер т  мен п тақ оң сандар болса, онда тақ дәрежеден бірінші дәрежелі 

көбейткішті ажыратып алып, дифференциал астына енгізіліп интеграл 
табылады.

Мысал 4.5. /  sin4* dx табылсын.
Шешуі. Берілген функцияда т  = 4, п = 0. Бұл а) жағдай, оны дәрежелерін 

төмендету формулаларын қолданып интегралдаймыз:
Г * , f , . ,  j Г /1 + cos 2*\I sin4* dx = I (sm^*)"1 dx  = I I -------------J

-kb-
dx

2 cos 2* + cos2 2 x) dx =

' k h - k l  

-k>-\l
cos 2xdx  +

cos 2*
d (2*)

kf 
kh+kf

1 + cos 4*

cos 4*

dx = 
d(4*)

1 1  1 1  3 1 1
= -  * —  sin 2* + -  * + —  sin 4* + C = -  x  — — sin 2* + —  sin 4* + C.

4 4 8 32 8 4 32
Мысал 4.6. /  cos3* <2* табылсын.
Шешуі. Берілген функцияда т  = 0, п = 3. Бұл б) жағдай, тақ дэрежеден 

бірінші дәрежелі көбейткішті ажыратып интегралдаймыз:
sin3*

f  cos3xdx = /  COS2X COS xdx =  / ( 1  -  sin2 X) d(si„ X) = sin x -
4.5. /?(sin * , cos *) = sin m* • sin n x , Я(sin * , cos *) = sin m* ■ cos nx, 

R(sin *, cos *) =  sin m* • cos nx  болғанда,
sin a • cos p  = 0 ,5[sm (a-/?) + sin(a  + /?)], 
sin a  • sin p = 0,5 [cos(a- p ) -  cos(a + /?)], 

co sa - cosy? = 0 ,5[cos(a-^) + cos(a + y?)] 
формулалар қолданылады.

Мысал 4.7. /  sin 7* sin 3*d* табылсын.

Шешуі. Берілген интеграл (4.5) жағдайға келеді.

j sin 7* sin 3*d* = -  j [cos(7 -  3)* -  cos(7 + 3)*] dx  =

= \ \ ( cos4;c “  co s10*)d* = ^ J c o s 4 * d * - ^ J  cos 10*d* =
d(4*) 1 Г d(10x) 1 1 . _

4 * ——----- - J  cos 10* — — = - s i n 4* — 2 0 sin 10* + C.

Мысал 4.8. J  sin 5* cos 3*d* табылсын.
Шешуі. Мұнда да 4.5 жағдайга келеді.

J sin 5* cos 3*d* = -  J (sin 8* + sin 2*)d* =

+ C.

AS
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=if s in 8x
d( 8x)

+ i / s i ,
d (2x) 1 , 1 ,  „ л , „

sin 2x — -— = —  ( -  cos 8x) +  - ( — cos 2x) + C
cos 8x cos 2x

— — + C.16

§ 5. Иррационал және көрсеткішті функцияларды интегралдау 

5.1. Квадраттық иррационалдықтарды интегралдау

dx r I ; ; , r Mx + Nf , , [ylax2 +bx + cdx, [—rV ax2 +bx + C  V ■dx
ax +bx + c

(7.18)

түріндегі интегралдарды квадраттық иррационалдықтар деп атаиды.
Бұл интегралдарды табу үшін алдымен түбір астындағы квадрат 

үшмүшеден толық квадрат ажыратылады:

а* 2 + Ьх + с =  а  (* ’ +  І  * + 1) =  а  [(* +  £ ) *  +  (§ -  £ ) ]  =  а  [(* +  £ ) 2 +
4 а с - Ь 2!

4 а 2 -]•
Содан соң, t  = х  + — ауыстыру жасалады. Нэтижеде алдыңғы екі интеграл 
кестелік интегралға келеді, екінші интеграл түрлендіру арқылы рационал 
функцияның интегралдауға келтіріледі, ал үшінші интеграл екі кестелік 
интегралдың қосындысы болады.

Мысал 5.1. /  = Г , dx табылсын.
л/4х2+ 2х+ 3

.2

болғандықган,

■ /

1
= 2 1П

Шешуі. 4 х 2 +  2х  +  3 =  4 ( х 2 +  ^ х  +  0  =  4 [(х  +  +  ^

и  <*(*+?) _dx
,  2 J

л \ (  1 \ 2 1 1 1 Г/  1 \ 2 1 1 1

4 [ ( X  +  V  + T 6 +  4)  +  Т б ]
L J >

l /  1 \ 2 11
x  +  — + x  +  -  +  —

4  > V 4 /  16
f  x + 2  ,

+ С.

Шешуі. 6 — 2х — х 2 = — (х2 + 2х — 6) =  —[(х + I )2 — 7] = 7 — (х + I)2 
болғандықтан, t  = х +  1 деп ауыстырсақ, х =  t -  1, dx  = d t болады. Сонда

f t - 1 +  2 Г td t  Г d t  - 1  Г , . Л . „  , ч 
/  =  , dt = . + . - =  = —  (7 - 12) 2d(7 - 12) +

j V 7 - t 2 J V 7 - t 2 J 2 j
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+ I dt
= - \ / 7  — t 2 + arcsin —  + C =

V7

x + 1 I----------- -
= arcsin ———  V 6-  2 x -  x 2 + C.

V7

5.2. Бөлшекті-сызықтық иррационалдықтарды интегралдау

бөлшекті-сызықтық иррационалдықтың рационал функциясы(  n llax+b \
cx+d JR

болсын, яғни R(x ,y ) ,y  = ax+b
cx+d — екі айнымалдың рационал функциясы

болсын. Мұнда a,b,c ,d  тұрақты нақты сандар, ad -Ьс ^  0,п кез келген оң 
бүтін сан
ах+Ь
cx+d = t n ауыстыру енгіземіз. Онда

х =
d t n — b 
a — c tn ‘

(ad — bc)n ■ t n 1
dx  = ---- 7------- --------- dt  болып,

(a — ctn) 2

(ad -  bc)nt"

( a - c f )2
(7.19)

түріне келіп, элементар функцияларда өрнектелетін рационал функцияның 
интегралы болады.

ах+Ь(7.19) тектес теңдік, тендіктің сол бөлігіндеv '  сх+а
дэрежелері болғанда да орындалады. Яғни,

өрнектің эртүрлі

/ R

түріндегі интегралда

Рі Рг
/ ах + Ь ү і tax  + Ьүг tax  + b\ 

C’\cx  + d )  \  cx + d )  ’ " ’ \cx  + d )

Ps] 
ax + b\qs

dx

p.

t k =
ax + b

(7.20)

, i » (7.21)cx + d
мұндағы к  саны q1,q2, - , 4 s  сандарының ең кіші ортақ еселігі, ауыстыру 
арқылы рационал функцияны интегралдауға келтіріледі.

1
Мысал 5 ■dx табылсын.

2  + х  (2 - х )
Шешуі. Берілген интеграл (7.19) тендіктің сол бөлігіндегі интеграл, мұнда

ах+Ъ 2 -х ; п  = 3; —  = t 3 жаңа айнымал енгізіп, x ,dx  шамаларды t ,d t
cx+d 2+х 2+х
арқылы өрнектеиміз:

2 -  213
2 - х  = t 3(2 + х)  => 2 -  2t 3 = x + x t 3 => 2 -  2t 3 =  x ( l  + t 3) => s  = t  3 ;
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12- х  = 2 —
2 - 2 t 3 4 t3

1

1 +  t 3 1 +  t 3 2 
_  (1 + 13)2 

1 6 t 6

1 1 + t3 /1  42_/l + t3V
^ x  ~  413 ^  V 2 - x /  “  V 4 t3 /

(1 +  t 3)2 —6t 2( l  + t 3) — 312 (2 — 2t 3) —12t 2
; dx  = ---------------  --------------- a t  =  TT— ^ d t .

(1 +  t 3) 2(2 -  x ) 2 1 6 t 6 ' (1 + 13) 2
Осы табылған өрнектерді берілген интегралға қойсақ:

(і + ^ ) 1 . ( - ^ 2),А д _ З г^ = _э_
(1 + /3)2 4 ч ! 8t2 + LJlf2 -  х 1

2 + х ( 2 - х ) '
-<& = J/

16/е

З 3
8 л

Мысал 5.4. / х+У^+у;
x ( l + 3Vx)

(— )\2  +  х /
+ С.

dx  табылсын.

Шешуі. Берілген интеграл (7.20) түріндегі интеграл. Мұнда ах+Ь
cx+d. =  X,  ЯГНИ

Р 1 Р 2 Р 1a =  1, b = 0, с = 0, d =  1,— = -  барлығының ортақ бөлімі 6,Чі 3 <j2 3 q3 6 g
сондықтан х =  t 6 ауыстыруды енгіземіз. Сонда dx  =  6 t  dt ,  \[х  =  t 2, V x2 =  t4 
болады. Демек,

x  +  V x 2 +  %[x . f t 6 +  t 4 +  t . r . г t 5 +  t 3 +  1f x + Vx2 + V* f t *  + r  +  t  _ f t  M
-------------з ^ —  dx  =  — ------—  6t 5d t =  6 —

J x ( l  +  V x) J t 6( l  +  t 2) J 1 +  t 2
■dt =

f t 3( t 2 +  l )  +  l  , f  .  , f  d t  
=  6 I ------ ------- =------ d t  =  6 I t 3 d t  +  6 ------- г =

J 1 +  t 2 J J 1 +  t 2

2 3
= - 14 + 6arctg +  C = -  \[x2 + 6arctgVx + C.

5.3. / Я(х,л/ах2"ТЬх"+"с) dx (7.22)
түріндегі интегралдарды есептеу.

Белгілі бір шарттар орындалғанда (7.22) интеграл тиімді ауыстырулар 
арқылы рационал функцияны интегралдауға келтіріледі.

а) а > 0 жэне Ь2 -  4ас  < 0 болғанда.
V a x 2 + bx +  с = t  — V ax (7.23)

Эйлердің бірінші ауыстыруы арқылы интегралданады. Шынында да (7.23) 
теңдіктің екі бөлігін квадраттасақ a x 2 + bx +  с = а х 2 — 2 V a x t + t 2 болып, 
бұдан

t 2 — с
x ( b  +  2 Va t )  =  t 2 — с, x  =  -— —7=— • 

v '  b +  2 Va t
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dx  =
t 2 - c

b + 2 Va - J -

_ 2t(b  + 2Va t)  — ( t2 — с)(2 л/а)

(b + 2Va t)
d t

V at2 + bt  + cyfa
= 2 ------------------ j - d t

(2Va t  + b)
болады. Бұл өрнектерді (7.22) интегралға қойсақ,

I R  (х, Va x 2 + bx + cj  dx =

- Ж
— с л/ a t 2 + bt + cVal Vat2 + bt + cyfa

+ 2 л/ a t ’ 2 Va
bt + cVal 
t + b ]

« i( t)  =
t 2 — c

(2Va t +  b) 2
dt.

2 Va t +  b 
деп белгілесек,

, . V at2 + bt  + сл/а , ч 2-Vat2 + bt +  cVa
,/?2(t) =  — — , д3( 0  =

2Va t  + b (2-y/a t  + b)2

J R {x, V ax2 +  bx +  c) dx =  J  K[fli(t),/?2(t)] K3(t)d t
теңдіктің оң бөлігі интегралданатын рационал функция.

б) ax2 + bx +  с квадрат үшмүше a  >  0, хг + х2 нақты түбірлері бар, яғни 
ax2 + bx +  с =  a (x - X i)(x-x2). Бұл жағдайда Эйлердің екінші ауыстыруы

Vax2 +  bx +  с (  Vax2 + bx +  c \
-,(HeMecet = ------ — -------- I (7.24)t =

X- Xi x -x 2
арқылы (7.22) интеграл рационал функцияны интегралдауға келтіреледі.

Шынында да, Vax2 + bx +  с = t(x -  xx) теңдікті квадарттаса, a (x - x2) = 
t 2(x- xx) болып, бұдан

—ax2 +  xxt 2 у— — ;— —  a ( x 1- x 2) ж 2a(xz -  Xj)t
= ------=---------- . J a x 2 + bx + c = — =----------t, dx =  — ------ 7:— dtt 2 — n t 2 -  a  ( t2 — a)a

өрнектер шығады. Яғни, (7.22) интеграл келесі түрге келеді:
ах2 +  X it2 a ( X i - x 2) t \  2 a (x 2 -  х г)J R (x, у/a x 2 + bx +  c) dx =  J  Д dt.

2 -  a  ' t 2 — a /  ( t2 — a ) 2
Бул рационал функция, оньщ интегралы элементар функция болады. 
в) a  <  0, с >  0 болганда

Vax2 + bx +  с = x t  + л/с (7.25)
ауыстыруымен (7.22) интеграл рационал функцияны интегралдауга 
келтіріледі. Ол үшін (7.25) теңдіктің екі бөлігінде квадратқа көтеріп, х-ті t-ның 
рационал функциясы ретінде анықтаймыз:

2л/c t  -  Ъ
a x 2 +  Ьх +  с =  x 2t 2 +  Vc2x t + с, бұдан х = ------- -т-.Я t

х, dx жэне ax 2 +  bx + с өрнектері t айнымалдың рационал функциялары 
болғандықган ізделінді. (7.22) интегралыда +ның рационал функциясын 
интегралдауга келтіріледі.
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r)J: QnOO :dx______________ (7.22a)
Vax2 + bx + c

интегралын қарастырайық, мұнда Qn(x) n-дәрежелі көпмүше, a x 2 + bx + с > 
0 болғанда интегралды табу үшін, оны былайша жіктейміз:

dx
/  V a x ^ b x  + c d = Qn-i(.x)ylax2 + bx + с + Я j Vax2 + bx + c

(7.226)

Мұндағы Qn~1 (x) коэффициенттері белгісіз (n - 1) — дәрежелі көпмүше, Я 
-  белгісіз коэффициент.

Белгісіз Qn_i(x) көпмүше мен Я коэффициента табу үшін (7.226) теңдіктің 
екі бөлігін де дифференциалдайық:

QnW - , - і— -— :— — _ , . 2ax + bUniX) I-----------------------  ZCJ
і - . = = Qn- 2(x)yjax2 + Ьх + с + <?„_!(*)—=

\ а х г + Ьх + с 2 vax2с2 + Ьх + с Vax2 + Ьх + с 
Бұл теңдіктің екі бөлігін де Vax2 + Ьх + с өрнекке көбейтсек,

Qn(x) = Qn- 2(.x)(ax2 + bx + с) + <?„_!(*) (ax +  b) + Я .
Енді белгісіз коэффициенттер эдісін пайдаланып, яғни х-тің бірдей 

дәрежелерінің алдындағы коэффициенттерді теңестіріп, белгісіз шамаларды 
табамыз.

Ескерту 5.1. /  /?(х, Vax2 + bx + С) dx  түріндегі интегралдарды басқа да 
ауыстырулар арқылы рационалдауға болады. Түбір астындағы өрнектен 
толық квадрат ажыратып (5.1-ге қараңыз) х +  ^  = t ауыстыруын енгізсек,
онда берілген интеграл /  R(t,y/l2 — t 2) d t , f  R(t, V /2 + t 2)dt,  /  R(t,y/t2 -  l2)dt 
түріндегі интегралдардың біреуіне келтіріледі. Бүл интегралдар көрсетілген 
ауыстырулар арқылы:

а) /  R(t, V /2 — t 2)dt, t  = Isin z  немесе t =  Icos z , (7.26)

б) /  R(t, yjl2 + t 2)dt, t =  Itg z  немесе t  =  Ictg z , (7.27)

в) f  R(t,yJt2 — l2)dt, t  = немесе t = (7.28)

жаңа z  айнымалдың рационал функцияларын интегралдауға келтіріледі.

г dx
Мысал 5.5. , табылсын.

J Vx2 + 4
Шешуі. Берілген функцияда a  =  1 >  0, Ь2- 4ac = —16 < 0 болғандықтан,

(7.23) Эйлердің бірінші ауыстыруып қолданамыз: Vx2 + 4 — t -  х.

Сонда, х 2 +  4 = х 2-  2xt + t 2 Осыдан, х = dx  =

/--------  t 2 -  4 t 2 + 4
V F T 4  =  - *  +  t  =  - - ^  +  І ----2 Г

Осы өрнектерді берілген интегралга қойсақ:
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t 2 + 4
Г dx f  t72 dt f d t  I ,-------- 1

J V ^ + 1 ~  I ~ t T + T ~  -  J у  -  ln |t| + C -  In |x + V^ 2 + 4| + C.
2 t

Бұл нэтижені кестенің 
dx

[ = In \x + tJ x 2 + a\ + С, а Ф 0
J V x ^ T a  1 1Vx2 + a

12-формуласынан тікелей алуға да болады.

Мысал 5.6• J
(1- V l  + x + x 2)2 

2x 2Vl + x + x 2
-t/x: табылсын.

Шешуі. с = 1 > 0 болғандықтан, (7.25) ауыстыруын қолданамыз,
Vl + х + х 2 = x t  + 1. Сонда: 1 + x + x 2 = x 2t 2 + 2xt + l ;x  =  dx =
2t z - 2 t + 2 at',(i- t2)2

I-------------- t 2 - t  + l  ,------------ - - 2 t 2 + t
Vl  + x + x 2 = x t  + l =  — ---- 5— ; 1 -  VI  + x  + x 2 =

1 - t 2
Алынған өрнектерді берілген интегралға қойсақ:

1 - t 2

J
( l  — V l + X + X2) ^ 1 Г ( і  — V1 + X + X2)

2x 2V l + х + х 2 2 J x 2Vl + х + х 2

1 Г (—212 + t )2( 1 -  t 2)2( l  -  t 2)(2 t2 -  2t + 2)

■dx =

- I I -dt
l f t 2

(1 -  t 2)2(2t -  l ) 2( t2 -  t + 1)(1 -  t 2) 2 
f t 2 - 1+  1 Г /  1 \  1, |1 + t |

= j - 1— * = j  (-1+Ті?)* - - ‘ + 2іпІТ37і +c-

dt  =

V l + x + x 2 — 1 1
---------------------- + - In

x 2
+ V T T x T x 2 - 1

,x -  V l + X  +  X 2  +  1
+ c  =

= - ^ 1 +  X +  ~ — -  + - l n |2 x  + 2Vl + X + X2 + l |  + C. 
x 2 I 1

r dx
Мысал 5.7. I =  табылсын.

V x2 + 5x + 6
Шешуі. b2-4 a c  = (—5)2- 4 • 1 ■ 6 = 1 > 0 болғандықтан (7.24) Эйлердің 

екінші алмастыруы бойынша, Vx2 + 5х + 6 = у/(х — 3)(х — 2) = t(x  — 2) 
ауыстыруын қолданамыз. Сонда, (х — 3)(х — 2) = t 2(x — 2)2,х  — 3 = 
t 2(x — 2) ,х (1 -  t 2) =  3 — 2t 2,

3 — 2 t2 2 t2 -  3
* “  1 - t 2 “  t 2 -  1 :

235



,  ( - 3  + 2t 2) '( t 2 -  1) -  (21 2 -  3) ( t 2 -  1)' ^
ax = — ----------------- —----- —--------------------- at =

dt =

x  — 3

( t2 -  l )2
4 t ( t 2 -  1) -  2 t(2 t2 -  3)

( t2 -  l ) 2
_ 4 t3 - A t -  413 + 6t ^  2tdt
~  ( t2 -  l ) 2 dt ~  ( t 2 - l ) 2 , t  ~  J x - 2 ’

/——  -------  ( 2 t 2 -  3 \  - t
y]x + S x  + 6 - t \^ t2 _ 1  - 2 j

Осы өрнектерді берілген интегралға қойсақ:
21

dx Г (t2 -  Г>2 ./Vx2 + 5x + 6

= 2 -In
1 + t
1 -  t + C = In

t 2 -  1 

1 + t
1 - t + C = In

dt
- 1 1

1 + lx - 3
\|х — 2

1 l x -  3
\Jx — 2

+ C =

Vx — 2 + Vx -  3
+ C = In

x -  2 + 2Vx2 + 5x + 6 + x -  3
Vx — 2 -  Vx -  3 (x -  2) -  (x -  3)

= In І2х — 5 + 2Vx2 + 5x + 6І + C.

T r 2(x2 + \)dx
Мысал 5.8. J  =  , табылсын.

\  x2 + 2x + 4
Шешуі. Берілген интеграл (-oo; +qo) аймақта (7.226) түріндегі интеграл, 

тұрақты көбейткіш 2-ні интеграл алдына шығарып, интегралды (7.22) түрінде 
жіктейміз:

/ (х2 + 1)dx
= (Ах + В)л]х2 + 2х + 4 +  Л j

dx
Vx2 + 2x + 4

Бұл теңдіктің екі бөлігін де дифференциалдасақ,
(*2 + 1) , г , ..г-— ; т  . С4х + Я)(х + 1) ,, —  = A Jx 2 +  2х +  4 + — 7= = = -  + ---------------- -

Vx2 +  2х + 4 _____ Ух2 + 2х + 4 Vx2 + 2х + 4

Vx2 + 2х + 4 

Я

эрі соңғы тендіктің екі бөлігін де Vx2 + 2х + 4 өрнекке көбейтсек:
х 2 + 1 =  4 (х 2 + 2х +  4) +  (Лх +  В)(х +  1) 4- Я.

Енді белгісіз А, В, X коэффициенттерін табу үшін х -тің бірдей 
дәрежелерінің коэффициенттерін теңестіреміз 

х 2 : 1 = А + А  
х 1 : 0 = 2 А + В + А 
х° : 1 = АА + В+Л.
Бұл сызықтық жүйені шешсек: Л =  - ,Я  =  -,Я  =  -.
Сонда, берілген интеграл
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= 2 /
(x2 + 1)dx

v_r _ _  = 2 ( i * - 1) + 2 І  /

=  (x  -  3>y/x2 +  2x + 4  +  f  +  ^  _  .
J V(* + l ) 2 + 3

dx
Vx2 + 2x +  4

=  (x  -  3)Jx2 + 2x + 4 + In x  +  1 +  -у/ (jc +  l ) 2 +  ЗІ +  C.

Мысал 5.9. r _
J =!

20dx
(x2+ 1 6 )V ^

табылсын.

Шешуі. Берілген интеграл f  R.(x,\la2 — x 2)dx түріндегі интеграл. 
Сондықган (7.26) түріндегі х = 3 sin t ауыстырын қолданамыз.

Тұрақгы көбейткіш 20-ны интеграл белгісі алдына шығарып, интегралды 
түрлендіреміз:

/ dx х =
( х 2 +  16)V 9  -  х2 'dx 

dt

= 3 sin  t  I — Г ______
=  3 c o s t d t l  j (9  s in 2 t

3 cos t dt

4 9 s in 2 t +  1 6 (c o s21 +  s in 2 t) ■ /

+  1 6 )3  cos t 

dt

- I
dt

(2 5  s in 2 t + 16  co s2 t)  

d ( t g t )

co s2 t  (2 5  tg 2t + 16 )

Енді x  айнымалга ораламыз:

sin t  sin t

f  d ( t g t )  1 f d(tgt) 1 / 5   ̂ „

=  j 2 5  tg z t +  1 6  =  25  J = 2 0 arCtg ( i*  ')  + C'
«■‘ + 0

t g t  =

X
3

cost V l — sin2 1 V 9 — x 2

Сондықтан,

/ = 20/
dx 20

,_____ = —  arctg— .
(x2 +  Щ уіЗ ^ х 2 20 4V9 -  x 2

лМ?
+ С = arctg

5x 5x
4V9 — x 2

+ C ;

Мысал 5.10. J = j  2{x x+r  dx  табылсын.
3(X2 + 1)Z

Шешуі. Берілген интеграл f  R(x, Vx2+ a 2)dx түріндегі интеграл. 
Сондықтан, (7.27) x =  ctg t  ауыстыруын қолданамыз.

Тұрақгы 2/3 көбейткішті интеграл белгісі алдына шығарып, интегралды 
түрлендіреміз:

/х2 -  X + 1-dx =
( х 2 +  1 ) 2

X =  ctgt
t

dx =  — :
dt

sin21 - I
ctg2t -  c tg t  +  1 

(ctg  4  + 1 ) 2

( — — ) =  
\  s in 2 1)

=  J  (c tg21 -  ctg t  +  1 ) ( -  sin  t ) d t  =  I  (c o s  t  -  dt =
( f dt 11 I t |

=  cos t  dt  -  ------ =  sin  t  -  In tg —I +  C =  sin  t +  In c t g -  +  CJ J s in t  21 I £-\
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х  аргументіне өту үшін тригонометрияның формулаларын пайдаланамыз:
1 I t  cos t + 1 1 , / , , „sint = =-■  . ctg— = — :------= ctg t + —-  = x + V* + 1.

Vctg2t +1 V FTT 2 sint 6 sint
Сондықтан,

(X2 + 1)2 3Vx2 +
= + In (x + V ^ T l ) 3 + c.

Мысал 5.11. J = j- yfbdx табылсын.
( x 2 +  2 ) ( V x 2 - l )

Шешуі. Берілген интеграл /  R(x,  V x 2—a 2)d x  түріндегі интеграл. 
Сондықган, (7.28) x = ауыстыруын енгіземіз. Тұрақгы л/б көбейткішті,
интеграл алдына шығарып, интегралды түрлендіреміз.

1
dxI(х2 + 2)(Vx2^ l )

х = cost 
sintdx = — — dt cosz t

= f —J 1 +
cos t dt

f cos tdt f dsint I fJ 3 — 2sin2 t J 3 — 2sin2 t 2 J

Jl

2cos21 

dsint

I -

+  Ci =
2V6

(t ) _sin2f
V3 + V2 sin t
V3 — V2 sin t

+ c,.

Енді x аргументке өтеміз:

sin t = >/l — cos21 = cos t 

екендігін ескерсек.

cos21-  1 = cos2 t - 1

/ dx
(x2 + 2)(V P =1) 2V6

In

cost

xV3 + V2Vx2 — 1
xV3 -  V2Vx2 -  1

Vx2 -  1

+ cx.

Сондықтан
■ ' = /

yf6dx

( x 2 +  2 ) (V x 2^ l )
= In

xV 3 +  V 2V x2 -  1

xV 3 — V 2V x2 — 1
+  c.

5.4. Дифференциалдық биномды интегралдау

Дифференциалдық бином деп xm(a + bxn)p функциясын атайды. 
Мұндағы а Ф 0,b ^  0 нақты сандар, ал т,п ,р  -рационал сандар.
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(7.29)/ x m (a + bxn)pdx
дифференциалдық биномның интегралын қарастырайық.

Теорема 7.6. (Чебышев П. А.)
Дифференциалдық биномньщ интегралы келесі үш жағдайда ғана рационал 

функцияны интегралдауға келтіріледі:
1. р бүтін сан; х  = t k ауыстыруы қолданылады, мұндағы к саны m жэне n 

бөлшектерінің ең кіші ортақ еселігі;
2. —— бүтін сан; a + bxn = t s ауыстыруы қолданылады, мұндағы s саны 

р бөлшектің бөлімі;
3. + р бүтін сан; ах~п + b = t s ауыстыруы қолданылады, мұндағы s 

саны р бөлшектің бөлімі.
I  і  І - іДәлелдеуі. (7.29) интегралды х = tn, dx = - tn dt  ауыстыруы арқылы 

түрлендірсек:
Г 1 Г т + і  , 1 Г
I х т (a + bxnY d x  = -  I (a + b t)p t n  1 d = -  I (a  + b t)p t qdt  (7.29a)

m+l .мұндағы q —------- 1 рационал сан.
1. p  -  бүтін сан болсын. Сонда q рационал сан болғандықтан, оны қысқаша 

- деп белгілесек, соңғы интеграл иррационал функцияныц интегралына
S

келтіріледі:

I (а + bt)p t qdt -  J R (t, ts'j dt.
Ал бұл интеграл t — z s ауыстыруымен рационалданады.
2. бүтін сан болсын. Онда q = -  1 саны да бүтін сан болады. р = ^

рационал сан болсын, мундагы г мен s > 0 бүтін сандар.
Бұл жағдайда (а + b tn)pt q дифференциалдық бином R [t, (a + bt)sj

иррационал функциясына келтіріледі: (a + b tn)pt q = R 11, (a + bt)sj 
Демек,

t =
z s —a ( z s -  a\n

~ , x  = i — - — J , z s = a + bt = a + bxn
ауыстыруы жэрдемімен (7.29) интеграл рационалданады.

3. —  + р бүтін сан болсын. Онда —  + 1  + р = q + p бүтін сан болады,
п  г  1  п

р = -  рационал сан, мұнда г мен s > 0 бүтін сандар. Бұл жагдайда
дифференциалдық биномды түрлендіріп,

„ /а  + b t \ p PJ_n ( а + b t y  
(а + b t n)pt q = ^— -— j - t p+q = R ( t , — j — )

тендігін аламыз. Демек z s = — ауыстыруын қолдансақ, (7.29) 
интеграл рационалданады.
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—t  tМысал 5.11. J x  з ( і + хз) -1 гіхтабылсын.
Шешуі. Интеграл астындагы функция дифференциалдық бином, мұнда

2 2
т = - - , а  = 1 ,Ь = 1 ,п  = - , р  = - 1 . р =-  1 бүтін сан, яғни бірінші жагдай.

2

£ = х п = хз ауыстыруын енгізіп, иррационал функцияны интегралдауга 
келтіреміз:

Г 2 / 2 \-1
2 2 1 

t = хз, dt = —x  3dx
I x з ( l  + хз ) dx = 3

3 3 iJ V / x = £2 , dx = - £2d£
3 і

= J  t _1( l  + t)~x - t 2dt 3 Г -±
= 2 Г  2

(1 + £)_1 dt;

Яғни q = y .  Енді £ = z 2,d t  =  2zdz  ауыстыруын енгізсек,
3

-  J  t 2(1 + t) 1 dt  =  -  J  z  X(1 + z2) 12zdz = 3 J  -
dz
+ z2

= 3 arctg z + C = 3arctg Vt + C = 3arctg хз + C

Демек, J x  з И + хз j dx = 3arctgxз + C.

Мысал 5.12. Г x *a_ табылсын.
J

_1
Шешуі. Интеграл астындагы функция х 3(1 —х 2) г дифференциалдық 

бином. Мунда т = 3,п = 2,р = 2 бүтін сан, ал q = 1 = 1 бүтін
сан болгандықтан, берілген интегралға екінші жағдайдагы ауыстыру 
формуласын қолданамыз:

і г _ і
х 2 = t десек, онда х = t*,dx = -£  *dt болып,

Г 1 Г з i l l  1  Г 1
I х3 (1 — х 2) 2 dx = I £2(1 — t) 2 ■ - £  2dt = — I t ( l  — t) 2 dt.

Соңғы интегралды рационалдыру үшін 1 - t  = z 2 ауыстыруын енгіземіз. 
Сонда t = 1 -  z 2, dt  =-  2zdz  болады. Демек,

J  ^ І  J  £(1 -  t )"2 dt = - І  J (1 -  z 2)z -1 2zdz = -  J ( l - z 2) d z  =

Z3 Z Vl — t
=  y -  z +  C =  - ( z 2 - 3 )  +  C =  - y —  ( - t  -  2) +  C =

V1 — X2
(—x 2 -  2) + C.

Мысал 5.13. J  y = =  табылсын
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• d xШешуі. Интеграл астындағы функция дифференциалдық бином: Г 4,---- =
г Vi+*4

Гх°(1 -  x 4y*dx ,  мұнда т  = 0,п = 4,р + р = - - -  = О
_. 4 71 4 4

болғандықтан, үшінші жағдайдағы х -4 + 1 = t 4 ауыстыруын енгіземіз:
х = ( t4 -  l ) - 4, dx = t~3( t4 -  l ) - 4dt, V l + x4 = tx = t ( t 4 -  1)~4. 

Сондықтан,
5

f  dx r - t 3(t4 - 1) 4dt _ f t 2dt 1 Гг 1 1
i  V T + ? ' "  I 4 -n-i t 4 — 1 ~ ~ 2 J It2 + 1 + t2 -  1

= — -  arctg t + -  In

t(t4 -  1)~4 
it + 1
t -  1 +  C =  — -  arctg V x -4  +  1 +  -  In 

2 4

1 |V x -4 +  1 +  1

|Vx~4 + 1 — 1

dt -

+ C.

5.5. f R ( e x) d x  (7.30)
түріндегі көрсеткішті функцияларды интегралдау.

(7.30) түріндегі интегралдар t = ех ауыстыруы арқылы рационал функция­
ларды интегралдауға келтіріледі. Шынында да, t = е х десек, х = lnt, dx = у

болып, (7.30) интеграл J — ^dt түрге келеді.

Мысал 5.14. I —-—  табылсын.J ex +4
Шешуі. Бұл (7.30) түріндегі интеграл, t = ех ауыстыруын енгізсек, 

рационал функция шыгады. Осы айнымалы t —га байланысты функцияны 
интегралдап, қайтадан х айнымалыга ораламыз:

/
, 2 х dx

ех + 4

t = ех,х  =  In t 
1

dx = -  dt  
t

f  t 2dt _  C tdt  
~ J t ( t  + 4) _  J t  + 4+ 4

d (t + 4)
+ 4

= t -  4 \n \ t  + 4\ + C = ex-  4 ln(e* + 4) + C.

§ 6. Анықталған интеграл және оны есептеу

6.1. Анықталған интеграл және оның негізгі қасиеттері

f(pc) функциясы [a; b] кесіндісінде анықталған жэне шенелген болсын. 
[a; b] кесіндісін еркін түрде a = х0 < хг <  х2 < ... <  xn_! < хп = b шарттын 
қанағаттандырушы х0, х 1 , х 2, . . . , х п^ 1, х п нүктелермен п бөлікше кесінділерге 
бөлеміз. Әрбір [xk_11xfe],/c = 1 ,... ,п  бөлікше кесіндіде еркімізше бір ск 
нүктесін алып, бұл бөлікшенің ұзындығын Ахк = хк -  xfc_x деп белгілеп,

П
ап = оп(хк,ск) = V / ( с к) • Дхк = / ( c j  • Дха + /(с 2) • Дх2 + f ( c k) ■ Дхк (7.31)
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түріндегі қосынды құрамыз. Бұл қосынды / ( х ) функциясының [a;b] 
кесіндісіндегі хк, ск нүктелерге сэйкес интегралдық қосындысы (Риман 
мағынасында) деп аталады. (сурет 7.1).

Анықтама 6.1. (7.31.) интеграл қосындының d = тахДхк -* 0(п -* оо) 
болғандағы /  ақырлы шегі бар болса жэне ол шек {xk}, {ск} нүктелерін 
тандауға тэуелсіз болса, онда /  саны / (х )  функциясының [a; b] кесіндісі

Ь

бойынша анықталған интегралы деп аталады жэне J / (x)dx таңбамен
a

белгіленеді.
ь

Демек, J  = \ f { x ) d x -  lim / ( с . ) -Ах, (7.32)J шахДх̂ —>0
(л-> оо)

Мүндағы а жэне b сандары интегралдың сэйкес төменгі жэне жоғарғы 
шектері, х -  интегралдау айнымалы, f  ix')- интеграл астындағы функция деп 
аталады.

“е- 5" тілінде де аныкталған интегралды анықтауға болады.
Анықтама 6.2. Егер кез келген £ > 0 саны үшін S = 6 (e) > 0 саны 

табылып, d < 8 болғанда, ск нүктелерді таңдауға тәуелсіз,

Ү / ( с к)-Ахк - J
к=1

< £ теңсіздігі орындалса, онда /  саны f i x )  функциясының

a; b] кесіндісі бойынша аныкталған интегралы деп аталады. 
Бұл екі анықтама өзара эквивалент анықтамалар.

f  функциясының интегралдық қосындысы <Т = І / ( с ,  )-Ах^ түрінде
*=і

жазылғандықтан интегралдау айнымалын кез келген эріппен белгілеуге 
болады:
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b b bj f ( x ) d x  = J f ( t ) d t  = I f ( u ) d u  = •••
a a a

b

Мысал 6.1. Анықтамаға сүйеніп \cdx, с = const,a < b , есептелсін.

Шешуі. [a; b] кесіндіні a  =  x 0 < xx < x 2 < ... < xn_x, xn = b нүктелермен 
еркімізше пбөлікке бөліп, (7.31) интегралдық қосынды кұраймыз. f(pc) = с 
болғандықтан, эрбір бөлікшеде ск нүктелерді кез келген таңдауда 
интегралдық қосынды

°п = ctxxx + сАх2 Н----- 1- сАхп =
П

^  сАхк =
к=1

= с[(хх -  a) +  (х 2 -  х х) + -  + (Ь -  *„)] = с(Ь -  a)

болады. Яғни, интегралдық қосынды қалайша бөлуге жэне эрбір бөлікшеде ск 
нүктелерді алуға байланысты емес. Демек, d = тахДхк -> 0 болғанда да сол 
шамаға тең болады.

Сондықтан, анықгама бойынша 
ь

/
П

cdx — lim > сАхк — c(b -  a)d-»0(n->oo) /  і 
к=1

о
Мысал 6.2. Анықтамаға сүйеніп ^ехdx  есептелсін.

a
Шешуі. [a; b] кесіндіні өзара тең п  бөлікке бөлеміз:

х 0 = a, х х =  a  +  Ax, х 2 = a  +  2 Ах, , xn = a  + пДх, Дх =
b — a

п
Әр бөлікшеде ск нүкте ретінде сол шеткі нүктені алып, (7.31) интегралдық 

қосындыны құрамыз:
оп =  еа ■ Ax + еа+Ах • Ax Н----- h еа+(п_1)Дх Дх
= еа( і  + е*х +  -  +  е ("-і)Д*) ■ Дх.

Мұндағы жақша ішіндегі өрнек еселігі еАх болған геометриялық 
прогрессия, оның бірінші мүшесі бірге тең, демек,

еаДх - 1  . Ах_  ла . ___■̂п = еа • — — • Ах = еа(епАх -  1)
еА х - 1

п • Ах = Ь- а, Лопиталь ережесі бойынша 
Ах /0

пДдг 1 '

lim = -  = lim
(ЛхУ 1

7 = lim - г -  = 1
д*->о еЛх -  1 \ 0/  дх-*о (еДл: — і у  дх->оеАх
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болғандықтан, немесеlim n-.oo ап — еа ■ (eb-a -  1) • 1 = еь -  еа(Дх-*0

j e xdx  = еь — еа болады.

Анықталған интегралдың негізгі қасиеттері: 
1 °. Егер a = b болса, келісім бойынша:

I  f (x )d x  = о.
а

2°. Егер а > b болса, анықтама бойынша
Ь а
\ f (x )d x  = - \ f (x )d x .
а b

Келесі теңдіктердегі жэне теңсіздіктердегі интегралдар бар болсын. 
3° а, Ь, с нүктелері қандай ретте орналасса да,

\ f {x )d x  = \ f (x )d x  + \ f (x)dx .

(7.33)

(7.34)

(7.35)
а а с

Дәлелдеуі. 1) а < с < b болсын. (7.31) интегралдық қосындының шегі 
бөліктеу нүктелеріне тэуелсіз болғандықтан, с нүктесін кез келген бөліктеудің 
бір нүктесі, мысалы с — хт , деп аламыз. Сонда интегралдық қосындыны екі 
қосылғышқа бөлеміз:

п т п

к=1 к=1 к=т+1
Соңғы теқдікте d -* 0 деп шекке көшсек, (7.33) теңдік шығады. 
2) a < b < с болсын. Онда 1) жағдай

f ( c k) Ахк + У  f ( c k) ■ Ахк.

бойынша

j f ( x ) d x  = \ f ( x ) d x  + j f ( x ) d x  боладь1- (7-34) Tei« iK бойынша f ( x )d x  =
a  a b

— f  f ( x ) d x  болады да, соңғы теңдіктен (7.35) теңдік алынады.
Басқа жағдайлар да осы сияқты дэлелденеді.
4° Тұрақты көбейткішті анықталған интеграл белгісінің алдына шыгаруга 

болады:
О О

J A f ( x ) d x  = A ^ f ( x ) d x ,  A = const. (7.36)

Дәлелдеуі. Шынында да, анықгалған интегралдың анықтамасы бойынша 
Ь п п ЪI A f ( x ) d x  = Иш^ A f (c k)Axk = A \ \ m ^ f ( c k)Axk = A j f ( x ) d x .

a k=1 к- 1 a
5°. Функциялардың алгебралық қосьшдысының анықталған интегралы 

қосылғыштардың анықталған интегралдарының алгебралық қосындысына тең:
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и и о

J  [ / ( * )  ± g(*)] dx = \ f  (x)dx ± \g{x)dx
а  а  и

Дәлелдеуі. Анықталған интегралдың анықтамасы бойынша:
ь пj [ f ix )  ±  g{x)]dx  = Иш ^ [f  (ск) ±  діск)]Ахк =

(7.37)

a

п

к=1

= ]} ™ ^ і ск)АХк ±  H m ^ 5 (ck)Axfe = (  f  (x)dx  ±  J g ( x ) d x .
k —1 k=1 d д

Ескерту 6.1. 5° қасиет ақырлы санды функциялардың алгебралық 
қосындысы үшін де орындалады.
b b b ь

j  [AW  ± A W  ± ••• ±  fnix)}dx = J Д W d* + J  f 2ix)dx ± ••• ± J  fn(x)dx (7.37a)
и  а  а  а

4° мен 5° қасиеттер анықталган интегралдың сызықтық қасиеті деп 
аталады.

6°. Егер [а; Ь\ кесіндінің барлық нүктелерінде f i x )  > 0 болса, онда 
ь
J / ix)dx > 0 болады.
a

Дәлелдеуі. Шынында да / ( c k) >  0, Ахк =  xk -  xk_1( к = 1, n болғандықтан 
f  (x) функциясы үшін [a; b\ кесіндіде кез келген интегралдық қосынды теріс

п  Ъ

болмайды. Сонда, l i m l / f e  )Ахк > 0 , демек \ f i x ) d x  > 0 .
к=\

7°. Егер [a ; b] кесіндінің барлық нүктелерінде /  (х) < g(x) болса, онда
ь ь

\ f ix ) d x  < jgix)dx.
a  a

Дәлелдеуі. g(x) - f ( x ) > 0  функцияға 6° бағалауды қолдансақ: 
ь ь b

J [ s ( * ) -  f i x ) \ d x >  0  , ЯҒНИ J g (x )J x > \ f ix ) d x .
и  a  a

8°. [a; b\ кесіндіде интегралданушы f  (x) функциясы үшін
b b
\ f i x ) d x  < \ \ f ix ) \dx .

(7.38)

(7.39)

теңсіздігі орынды.
Дәлелдеуь -  |/ (x ) | < f { x )  < |/ (x ) | айқын теңсіздіктерді мүшелеп 

интегралдасақ, 7° қасиет бойынша

245



- 1 |/(x)|cfc < } / (x)dx < j  I f{x)\Jx

Осы қос теңсіздік (7.39) теңсіздікке пара-пар.
Салдар 1.1. [а; Ь\, а<Ь,  кесіндіде | /  (х)| < с болса, онда

6
j f ( x ) d x < c ( b - a ) .  (7.40)
а

Дәлелдеуі. Шынында да, | /  (лг)| < с жэне (7.38) (7.39) теңсіздіктерден:
ь ь ь ьJ f { x ) d x  < |  \ f  (jc)| dx  < jcdx  = с Jcft: = c(b -  а)

Ескерту 6.2. Егер /  функциясы [а; Ь] кесіндіде интегралданса, онда |/1 
функциясы да осы кесіндіде интегралданады ([1], 334 б.). Керісінше, | / |  
функциясы [а; Ъ\ кесіндіде интегралданса, /  функциясы осы кесіндіде

интегралданбауы мүмкін. Мысалы, /  (х)=|^ ^  ^иррационал Функциясы кез
келген [а; Ь] кесіндіде интегралданбайды, ал | / 1 = 1 функциясы [а; Ь\ 
кесіндіде интегралданады.

9°. Егер [а; Ъ] кесіндісінде f  (х) функциясының ең кіші мэні т  жэне ең 
үлкен мэні М  болса, онда:

ъ
т(Ь- а) < | / ( x )d x  < М{Ъ -  а). (7.41)

Дәлелдеуі. Шарт бойынша, кез келген х € [a; b] үшін т  < / ( х) < М 
теңсіздіктері орынды. Бұл теңсіздіктерді мүшелеп интегралдасақ, (7.38) 
теңсіздік бойынша:

ь ь ь
m J  dx < J  / ( x )d x  < j  M d x ,

a  a  a

b b

m  | c/jc = m(b -  a), M  ^dx  = M(b -  a)
a  a

екенін ескерсек, соңғы теңсіздіктерден
(7.41) теңсіздік шығады.

10°. Теорема 7.7. (орта мэн туралы). 
Егер /  (х) функциясы [a; b] кесіндіде 
үзіліссіз болса, онда осы кесіндіде с нүкте 
табылып, мына теңдік орындалады: 

ь
\ f ( x ) d x = f { c ) ( b - a )  (7.42)
а

Дәлелдеуі. Шарт бойынша f (x )  
функциясы [а; Ь\ кесіндіде үзіліссіз
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болғандыкган, Вейерштрастьщ екінші теоремасы бойынша т = min f i x ) ,
M]

М  = max / (х)  сандары табылып т < f ( x )  < М теңсіздіктері орынды болады.
M ]

Онда (7.41) теңсіздіктер орындалады,
ь

m(b -  a) < j f  (x )dx  < M(b -  a).
a

b

I  f ( x ) d x
Демек, m < я-----------< д /

b -  a
Үзіліссіз функцияның (Теорема 5.29) аралық мэн туралы тұжырымына

ь
I  /  (x)dx

сәйкес с е [a; b] нүкте табылып, бұл нүктеде л----------= болады.
Ъ - а

Ескерту 6.3. Орта мэн туралы теорема, [a; b] кесіндіде f(x~) > 0 болса, 
қарапайым геометриялық мағынаға ие: анықталған интегралдың шамасы 
табаны b -  а, биіктігі / ( с )  болатын тіктөртбұрыштың ауданына тең (сурет 
7.2).

6.2. Анықталған интегралды есептеу 

( - 1 , х  -  рационалf ( x )  = шенелген функция болса да кез келгенJ (1,х  -  иррационал ^ J
кесіндіде интегралданбайды.

Демек, f { x )  функциясының шенелгендігі оның интегралдануын 
қамтамасыз етпейді. Сондықтан функция интегралдануы үшін қосымша 
қасиеттерге ие болуы керек.

1. Үзіліссіз функциялардың интегралынын бар болуы 
Теорема 7.8. (функция интегралдануының жеткілікті шарты).
Егер /  (х) функциясы [a; b] кесіндіде үзіліссіз болса, онда ол осы кесіндіде 

интегралданады.
Дәлелдеуі. Шарт бойынша f  (х) функциясы [a; b\ кесіндіде үзіліссіз. 

Демек, ол Кантор теоремасы бойынша осы кесіндіде бірқалыпты үзіліссіз.
Яғни, кез келген е > 0 үшін 8 = 8(e) > 0 саны табылып, \х" -  х ' | < 8 шартын 

қанағаттандырушы кез келген х \ х" Е [a; b] нүктелер үшін

теңсіздігі орындалады. 
Осы 8 > 0 саны

I/( * " ) - / ( * ') ! <
е

b -a

п ^

^ f ( ck)Axk - J f(x)d>
k=l a

< E

(7.43)
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теңсіздіктің орындалуын қамтамасыз ететіндігін көрсетеміз.
т бөлікгеу [a; b] кесіндіні ұзындыгы Ахк < d < 5 теңсіздігі орындалатын 

[xk_1(xk] бөлікшелерге бөлсін. Әрбір x:fc] бөлікшеге орта мэн туралы
теорема (7.7)-ні қолдансақ,

**
J  f ( x ) d x  = f { c k) Ахк , *k_x <ск < хк, к = 1, 2, . . . ,  n

**-i
Барлық бөлікшелер үшін бұл теңдіктерді қоссақ:

X 1 /(* )< &  =  \ f ( x ) d x  = t f ( c k) A x k = Gn .
^=1 a к=1

Енді әрбір [xk_1(xk] бөлікшеде кезкелген ск нүктесін аламыз.
Сонда

^  - \ f ( * ) d x  = ( 7 „ - а п = £ / ( . ск) А х к - ±  f ( cl )А **
П к =1 к - 1

/Ы
|ck — ck| < Дхк < d < 6  болғандықтан, (7.43) теңсіздікті ескерсек,

X / ( c k)Ax* -} /(* )< &
І = 1 a

<
b - a t l

Z A ** = b -  a
( b ~  a) -  £

теңсіздігі шығады.
Теорема 7.8а. [a; b] кесіндіде бірсарынды функциялар мен бөлікті- 

үзіліссіз, яғни бірінші текті үзіліс нүктелері ақырлы, функциялар да 
интегралданушы функциялар болады.

([1], ГЛ. 13, §2)

2. Кезкелген үзіліссіз 
функцияның алғашқы 
функциясының бар болуы

f ( x )  функциясы [a; Ъ] кесіндіде 
интегралданатын болсьш. Онда ол кез 
келген х  G [a; b] нүктесі үшін [a; x] 
кесіндіде интегралданады.

Әрбір х  € [a; b] санына \ f № мэні
a

сэйкес келетіндіктен

Ф(*) = \ f ( t ) d t (7.44)
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интегралдың жоғарғы айнымал шегіне тэуелді функция (сурет 7.3).
Теорема 7.9. Егер f{x)  функциясы [а; 6] кесіндіде үзіліссіз болса, онда 

Ф\х )  = П х) .

Дәлелдеуі. Ф'(дг) = ^  f ( t ) d t = /  (х) екенін көрсетеміз. Кез келген х  G

[а; Ъ] айнымалды белгілеп, х + Ax 6 [a; b] болатындай Ах өсімше береміз, 
яғни,
a < х  + Ах < b Онда Ф(х) функция жаңа мэн қабылдайды: Ф(х+Ах) =
х + Д х  х  х + Д д гI  f ( t ) d t  (7.35) теңдікке сәйкес Ф(х + Ax) = ^ f ( t ) d t  + J f ( t ) d t  болады.

a a x
Орта мэн туралы (7.42) формула бойынша:

х + А х

Ф(х + Ах) -  Ф(х) = J  / ( t )d t  = f ( c ) Ах.

Теореманыц шарты бойынша/ (х) үзіліссіз.
Сондықтан,

Ф'(*) = І і ш ^ -  = lim -  lim / ( c )  = f(x) ,Ax̂ o Дх Дх-̂ ) Дх AxW
өйткені c нүктесі х  пен х + Ах арасында жатады.

Демек (7.44) тендікпен анықталған Ф(х) функция f ( x )  функциясыныц [а; 
b] кесіндідегі алғашқы функциясы болады екен.

3. Ньютон-Лейбниц формуласы
Теорема 7.10. Егер f ( x )  фукнциясы [а; Ъ] кесіндіде үзіліссіз, ал Ғ(х) 

функциясы осы кесіндіде оның қандайда бір алғашқы функциясы, яғни Ғ  ‘(х) 
= f {x )  болса, онда

и

\ f ( x ) d x  = F(b) -  F{a) (7.45)

формула орынды.
(7.45) формула Ньютон-Лейбниц формуласы деп аталады.
Дәлелдеуі. Ғ  (х) функциясы f ( x )  функциясыныц [а; Ь] кесіндіде алғашқы 

функциясы болсын.
X

Теорема 7.9 бойынша Ф(х) = J / ( t )d t  функциясы да алгашкы функция.
а

Екі алғашқы функцияның айырымы тұрақты сан. Сондықтан,
X
j f ( t ) d t  = F(x) + c.
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о

Бұл теңдікте х = а десек, Ғ  (а) + с  = 0, с = - Ғ  (а); х = b десек, J f { t ) d t  =Ғ(Ь) 

-Ғ(а).
Мұндағы /-ның орнына х-ты қойсақ (7.45) формула шығады.

Шартты түрде Ғ  (b) -  Ғ  (а) = Ғ ( х )  \Ьа немесе Ғ  (b) -  Ғ  (a) = [F ( jc)]* 
түрінде жазады.

Сонымен (7.45) Ньютон-Лейбниц формуласы:
а) анықталған интеграл мен анықталмаған интегралдың арасында байланыс 

орнатты;
б) үзіліссіз функциялар үшін анықталған интегралды есептеудің қарапайым 

тэсілін көрсетті.
Мысал 6.3. Ньютон-Лейбниц формуласын қолданып анықталган 

интегралдар есептелсін:

а) |З х 2йЬс; б) J -------- ; в) J cos lxdx .
2 + х  л /п  з

Шешуі. а)/ (х) = Зх функциясының алғашқы функцияларының бірі Ғ(х) = х
функциясы. (7.45) Ньютон-Лейбниц формуласы бойынша:

3 з 3
а) ^Ъх2сІх = ъ\х1(іх = Ъ— \\=хі І2 = З3- 23 = 2 7 -8  = 19;

_  г dx  , , , ч п  (  7І\ п
б) ------- = arctgx = arctgl -  arctg( -1 )  = —----- — = —;

1 + л: 4 U M

4

в) J c o s lx d x  =
sin2;c 1 ( . пИ я

2 -  2 ^12 ^ 4

= — sin -----sin — I = —
1

1 —
2 \  2/ 4

12
Теорема 7.11. Егер f(x)  функциясы [а; Ь] кесіндіде үзіліссіз болса, ал х = 

ф(0 функциясы [а; 0] кесіндіде үзіліссіз жэне tp'(0 туындысы бар болып, ср(а) 
= а, ф(Р) = Ъ шарттарын қанағаттандырса, онда

ь Р
\ f ( x ) d x  = \f [ (p{ t ) \ (p '( t )d t  (7.46)
а  а

айнымалды ауыстыру формуласы орынды болады.
ь

Дәлелдеуі. (7.45) Ньютон-Лейбниц формуласы бойына J / (x)dx = F(b) -
а

Ғ{а), мұндағы Ғ(х) функциясы [a; b] кесіндіде үзіліссіз жэне f{x)  
функциясының кейбір алгашқы функциясы. Енді Ф(?) = Ғ  [ф(/)] күрделі 
функцияны қарастырайық. Күрделі функцияны дифференциалдау ережесі 
бойынша
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Ф'(0 = Ғ'  [ср(0] ф'(0 = /  [ф(01 ф'(0»
яғни Ф(0 функциясы [а; 0] кесіндіде /[ф(/)1 ф'(0 функциясы үшін алғашқы
функция. Сондықтан (7.45) формула бойынша

\ f [ m ]  <Р'№  = Ф09) -  Ф(a )  = F[<p(j3)] -Ғ[<р(а)] = F ( b ) -F (a )  = \ f(x)dx.

a

Мысал 6.4. I х 2yja2 —х 2dx  есептелсін.
о

Шешуі. х  = asin/, 0 < t < -  ауыстыруын енгіземіз. Бұл ауыстыру теорема 
7.11-дің барлық шарттарын қанағаттандырады. Біріншіден, f ( x )  = x 2d a 2 — х 2 

функциясы [0; a] кесіндіде үзіліссіз, екіншіден, х  = asint функциясы |̂ 0, | j  
кесіндіде үзіліссіз жэне х — acost туындыға ие, эрі t айнымал 0-ден --ге  дейін

өзгергенде 0-ден a -ға дейін өседі де, ф(0) = 0 жэне <р ^  = a. dx -  (asin/)'<7/ 
= acosdt болғандьщтан (7.46) формуланы қолдансақ:
а 71
[ х 2л]а2 — x 2dx  = х = a sin t, 0 < t < —

J dx  =  a cos td t
72 72

= a4 J sisin2t  ■ cos2td t 4 /
0
72

sin22 td t  =

n /2a4 f  a4 1
= y j  (1 - c o s 4 t ) d t  =  — ( t - - s i n 4 t )

n a 4

Т е
Ескерту 6.4. (7.46) формуланы қолданғанда теорема 7.11 шарттарының 

орындалуын мұқият тексеру керек
Я

Мысал 6.5. есептелсін. 
о

Шешуі. Бұл интегралды тікелей есептеуге болады:
п

\dx =
П

= 7Г~0 = П .
0

Басқаша (7.46) формуланы қолданып есептесек:

П

һ dx
sin2jc + cos2jc

t = tgx,tg0 = 0, tg7r = 0 

dt
x  = arctg?, dx -

1 + t2

r dt
= ------r  -  0 Бұл дұрыс

{ l  + t

нэтиже емес, себебі я Ф 0, қатенің себебі tgx функциясы х -  -  нүктеде 
үзілісті.
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Теорема 7.12. Егер U(x), V(x) функциялар мен олардың туындылары U'(x), 
V'(x) функциялары [а; b\ кесіндісінде үзіліссіз болса, онда

Ь г ь
\U{x)dV(x) = U{x)-V(x) - \v (x )d U (x ) (7.47)

формула орынды болады.
(7.47) формула анықталған интегралда бөліктеп интегралдау формуласы 

деп аталады.
Дәлелдеуі. Шарт бойынша Щх), V(x) функциялары [а; Ь\ кесіндіде үзіліссіз 

дифференциалданушы, сондықтан
[В Д  V(x)]' = U(x) V\x)  + U\x) ■ V(x).

Бұл теңдіктен [a; b] кесіндіде U(x) (x) функциясы үшін үзіліссіз U(x) 
\x )  + U'(x) (x) функциясы алғашқы фукнция. Демек, теңдіктің екі бөлігі де
үзіліссіз функциялар, яғни олар интегралданушы функциялар. Соңғы теңдіктің 
екі бөлігін де интегралдасақ

J [£/(*) • V(x)\ 'dx = \  [t/(x) • V(x)  + U'(x) ■ F(x)]' dx

Интегралдың анықтамасын, оның негізгі қасиеттерін жэне dU(x) =U\x)dx,

dV(x) = V(x)dx екенін ескерсек U(x) ■ V(x)

болып, бүдан (7.47) формула шығады.
2

Мысал 6.6. j* ln (l + x)dx есептелсін.
о

Шешуі. (7.47) формула бойынша:

о о

= JU(x)dV(x)  + jr(x)dU(x)

J  ln(l + x)dx =
U = ln(l + x), dV = dx 

1
dU = ------dx,V = \dV = \dx = x

\ + x J J

=  X In |l + X

= ln* - \ h

2 } xdx p 1 + x -1
-  ------ = 2 In 3 -  I ----------- dx =

л * \+ X  ’ 1+ x0 0

l _ \

+  X J
dx = l n 9 - +

Л Л )

d(\  + x)

+ x

= ln 9 -x + ln ( l+ x) =ln9 -  2 + ln3 = 31n3 -  2.
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§ 7. Анықталған интегралдың кейбір қолданулары

Анықталу аймағы [а; Ь\ кесіндісінде болған тэуелсіз айнымал х-ке байла- 
нысты адцитивті А шаманың мэнін табу керек болсын. Яғни А шаманың [a; b] 
кесіндісіндегі барлық мәні бөлікшелердегі мэндерінің қосындысына тең.

Аддитивті А шама негізінен екі тэсілмен табылады.
Бірінші тәсіл -  интегралдық қосындылар тэсілі. Мұнда:
1. [а; 6] кесінді a =  х0 < х 1 < х 2 < ... < хп =  b нүктелерімен п бөлікке 

бөлінеді. Осыған байланысты А шама Ах бөлікшелерге сәйкес ДA (k = 1, 2,...
к  к

, гі) элементар қосылғыштарға бөлінеді, А = АА+ ЛА^+ ... + ААп.
2. Әрбір элементар қосылғышты сәйкес бөлікшенің ұзындығы мен есептің 

шартымен анықталған кейбір функцияның осы бөлікшедегі кез келген 
нүктесіндегі мэнінің көбейтіндісі түрінде жазылады, яғни ЛА^ ~ f  (с^Алг .̂

ААк -ның жуық мэнін тапқанда эртүрлі ықшамдаулар жасалады. Нәтижеде 
Л-ның жуық мәні интегралдық қосынды түрінде алынады:

П
А ~  f  (с ) Ах + f  (с2)Ах 2 + . . . + /  (сп)Лхп = 2 У ( с к)- Ахк

к=1
3. А шаманың дэл мэні интегралдық қосындының шегіне тең:

А = ^ f ( c k) - A x k = I  / (x)dx
(п-»оо) *=1 a

Екінші тэсіл -  “дифференциал тәсілі” Бұл “интегралдық қосындылар 
тәсілінің” ықшамдалған түрі. Мұнда жоғарғы ретті ақырсыз кішкене шамалар 
есепке алынбайды:

1) [a; Ъ] кесіндіде кез келген х  нүктені алып, [а, х] айнымал кесіндіні 
қараймыз. Бұл кесіндіде А шама х-тің функциясы болады, яғни А = А ( х ) .

2) х  айнымалға Ах өсімше беріп, х + Ax €[а; b\, АА өсімшенің бас бөлігі dA 
дифференциалды табамыз. dA = f  (x)dx, dx = Ax, мұндағы /  (x) есептің шарты 
бойынша аньщталған функция.

3) Ах—► 0 болғанда dA ~ АА деп есептеп, А = А(Ъ) шаманы табамыз:
ь

A =A(b) = ^ f ( x ) d x

7.1. Жазық фигуралардың ауданын табу

1. Тікбұрышты координаталарда фигураның ауданын табу 
Анықтама 7.1. Тікбұрышты декарт координаталар жүйесінде үзіліссіз у  = 

/  (х) > 0 фукнцияның графигі жэне у  = 0, х = а, х  = b түзулермен шенелген 
фигураны қисықсызықты трапеция деп атайды.

Осы қисықсызықты трапецияныц S  ауданын есептейік.
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S ауданды дифференциал тәсілін 
қолданып табайық: кез келген х  G [а;
Ъ] нүктені алып, S  = S(x) деп 
есептейміз; х  айнымалға Ax = dx, х  + 
Ax G [a; b] өсімше берсек, S = S(х) 
функция AS өсімше алады, бұл табаны 
[х, х  + Ax] болатын қисықсызықты 
трапеция болып, Ах —► 0 болғанда dS = 
f  (x)dx болады. Яғни табаны dx, 
биіктігі f  (х) болтан тіктөртбұрыштың 
ауданына жуықгап тең болады. Сонда 
қисықсызықты трапецияның ауданы
(сурет 7.4) келесі теңдікпен анықталады:

о
S  = \ f ( x ) d x .  (7.48)

a

Егер [а, b] кесіндіде f  (х)< 0 болса, онда 
(сурет 7.5)

ь
S  -  ~ ^ f { x ) d x .  (7.48а)

(7.48),
біріктірсек:

(7.48а) формулаларды

S  =
о

\ f ( x ) d x

Егер /  (х) функция [а, b] кесіндіде оң да, теріс те мәндерді қабылдаса, онда 
үзіліссіз f  {x) қисық y = 0, x  = a, x  = b түзулермен шенелген фигураның 
ауданы. (7.48), (7.48а) формулаларды ескерсек:

ь
jV o o l^ * -  (7-49)

формуламен есептеледі.
Мысал 7.1. у  = sinx, 0 < х< 2п, синусоида жэне Ох осімен шенелген 

фигураның ауданы табылсын.
Шешуі. О < х < п болганда sinx > 0, ал л < х< 2л болганда sinx< 0 екендігін 

ескерсек, (7.48), (7.48а), (7.49) формулалары бойынша
Л  2 Л  2 Л

S  = |  sin xdx  + J  sin xdx  = J  |sin x \dx

П

Isin x d x  =  — cos x  =  —(cos л  — cos 0) =  —(—1 — 1) = 2.
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JQ27rsin xdx = —c o s x =  —(cos2 n — cosn) = —(—1 + 1) = —2.

Демек, 5 = 2 + |-2| = 4.
Егер фигура у =  f  pc), у = f  pc), мұнда f  2(x) > f  ^х), үзіліссіз

функдиялардың графигімен жэне х =  a, х = b, түзулермен шенелген болса, 
онда фигураның ауданы

ь ь ъ

s  = I \ / г  -  j  | / і  (*)|<& = \  [ f i  W  -  / і  (*)}& (7-5°)

формуламен есептеледі.
Дәлелдеуі. Шынында да [a; b\ кесіндіде f  рх)  > 0, f  (x) > 0 үзіліссіз 

функциялар үшін (7.50) формуланың орындалуы айқын. Ал, егер f  (х), f  рх)  
үзіліссіз функциялар оң да, теріс те мәндерді қабылдап, /  (х) < /  (х) шартын 
қанағатгандырса, онда f  (х) + С>  0, f  (х) + С> 0 болатындай етіп С тұрақты 
санын қоссақ (сурет 7.6), бүл функциялар үшін (7.50) теңдігі орындалады. Ал 
f  (х) + С, f  (х) + С функциялардың графиктерімен (сурет 7.7) жэне х = а, х  =
b түзулермен шенелген фигураның ауданы өзгермейді, яғни 5-ке тең, себебі 
екі функцияның графиктері де бірдей С шамага параллель көшірілді.

Сурет 7.7

(7.50) формула бойынша:
ь ь

S  =  J [ М х )  +  C ] d x - \ [ f x{ x )  +  C ] d x  =
a a

b  b

= J [ ( / 2(X) + C) -  ( / , ( x )  + C ) ] d x  =  J [ / 2(x )  -  f x(* ) ] d x
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Мысал 7.2. у  = f ^ x )  = x  жэне у = f 2(x)  = 2 -  x  функцияларының 
графиктерімен шенелген фигураның ауданы табылсын (сурет 7.8).

Шешуі. Интегралдау шектерін табу үшін екі сызықтың қиылысу 
нүктелерін табамыз:

У = х

у  =  2 — х 2
Бұл жүйенің шешімдері а = х = -2,  b = х = 1. Енді (7.50) формуланы 

қолданып ізделінді ауданды табамыз:

2

S = J [(2 - л:2) - x] dx = \^2х- у - yj
-2

Ескерту 7.1. Егер 
қисықсызықты трапеция у = 
c , y  = d  түзулер, Оу осі жэне 
х  = <р(у) > 0 үзіліссіз 
функцияның графигімен ше­
нелген болса, онда қисықсы- 
зыкты трапецияның ауданы:

d
S = j<p(y)dy. (7.51)

= — квбірлік.. 
2

Дәлелдеуі (7.48) формула­
ны дэлелденгендей жүргі- 
зіледі.

Мысал 7.3. х = J y  жэне 
х = у 2 функциялардың гра- 
фиктерімен шенелген фигура- 
ның ауданы табылсын (сурет 
7.9).

Шешуі. Интегралдау шектерін анықтау үшін келесі жүйені шешеміз

♦X

[ х  = 4 у

=> л/у = у 2 => У -  у4 = у (! -  у 3) = 0-
. х  =  у 2

Демек, с = у і = 0, с/ = у2=1. 
Онда (7.51) формула бойынша:

1 1 1
S = \\fydy ~ \y2dy = | [ 7 у  - У 2] dy =

1+1 зУ ___ У

± + 1 3
L2

- - 1  = 1  кв.б 
3 3 3
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Ескерту 7.2. Егер қисықсызықты трапецияның жоғарғы шекарасы х = <р(/), 
у  = v|/(/), a < / < р, параметрлік түрде берілсе жэне [a, P] кесіндіде ф'(/), v(0 
функциялары үзіліссіз болса, онда:

Р

S = f  (Kt)<pXt)dt, (7.52)
a

мұнда: cp(a) = a, cp(P) = b.
Шынында да, (7.48) теңдікте х  = ф(?) ауыстыруын енгізсек:

\ f ( x ) d x  =

х  =  <p(t) 

dx  =  ср ( t ) d t

<Р(а) =  а ,(р { /3 )  =  Ь
Мысал 7.4. Теңдеуі х  = R ■ cost, у  = R 

sin/, 0 < / < 2л, параметрлік түрде берілген 
дөңгелектің ауданы анықталсын.

Шешуі. Берілген теңдеулерді
квадраттап қоссақ, х + у  = R шеңбердің 
теңдеуі шығады. 0 < t < |  болғанда 
қисықсызықты трапеция a = 0, b = R, Ox oci
жэне у = Vi?2 — x 2 функциясының __
графигімен шекараланған дөңгелектің
ауданының ^ бөлігі болады. 

t = 0 болғанда, х(0) = a = R

D
\ y / ( t ) ( p ' i t ) d t

© - ‘ - °
Демек, (7.52) формула бойынша:
t = -  болғанда, х

0 л/2 „12

— = I R  sin t R ( - s in  t ) d t  = - R 2 J s \ n 2td t  =  R  J sin t d t  =  R  J
^  ж / 2  nil 0  о

Сурет 7.9

*: / 1 -  cos 2Л
dt

x

_
2

R 2 sin 21
(l-cos2/)c# = -  —  

; 2
t - -------

2

R2 n ЛЁ 2
= —  (— 0) = ----- .Демек, S= лR .

2 2 4

Ескерту 7.3. Егер жазық фигура күрделі болса, яғни Оу осіне параллель 
түзулер фигураның шекарасын екіден көп нүктелерде қиып өтсе, онда бүл 
фигураны (7.48), (7.49), (7.50), (7.51) формулаларын қолданатындай етіп, 
(сурет 7.10) бөліктерге бөлеміз: 5 = + S2 + S3

2. Қисықсызыкты сектордыц ауданы
Полярлық координаталарда АВ қисығы

р = p(<pla< <р<р, .......................
теңдеуімен берілсін, мұнда р(ф) функция [a, P] кесіндіде үзіліссіз болсын.
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Анықтама 7.2. АВ қисығымен жэне полярлық осьпен а мен р бұрыштар 
жасайтын, полярлық радиустармен шенелген жазық фигура қисықсызықты 
сектор деп аталады.

Теорема 7.14. Үзіліссіз р((р) функцияның 
графигі ф = а жэне ф = |3 полярлық 
радиустармен шенелген қисықсызықты 
сектордың ауданы:

1 Р
S  = - \  p 2 (<p)d(p. (7.53)

a

Дәлелдеуі. Интегралдық қосындылар 
тэсілін қолданамыз. [a, P] кесіндіні а 0 =
<P0 <<P1 <<P2 < -  <  <Рк-1 < <Рк < -  <

срп = р  сэулелермен п бөлікке бөлеміз (Сурет Сурет 7.10

7.11). Әрбір [<Рһ- і , <Рк\> к = 1, 2, ... , п дербес кесіндіде кез келген нүктені 
таңдап, радиусы р(с^ ) болатын дөңгелек сектор құрамыз. Нәтижеде
“Желпінгіш” тэрізді фигура алынып, бұл фигураның ауданы жуықтап S 
қисықсызықтық сектордың ауданына тең болады:

1 "
S  ~ - '% J > l (Ck)A<Pk , мұндағы А<рк = (рк -  <jpfc-i.

 ̂ к=1
Ал бұл (7.53) интегралға сэйкес интегралдық қосынды.

2
Шарт бойынша р(ф) функциясы [a; P] кесіндіде үзіліссіз, сондықтан р (ф) 

функциясы да осы кесіндіде үзіліссіз, яғни интегралданушы функция. Демек,
т а х { Д ^ }  —» 0,

1 П 1 &
s  = ~. fl™ 01 > !(с1) Д й = - К ( ! г > ) ^

^  m a x  к= 1 ^  ак-\,п
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Мысал 7.5. р = аср, а  > О (Архимед спиралы) функцияның графигінің 
бірінші айналымы және полярлық осыіен шенелген фигураның ауданы 
есептелсін (Сурет 7.12).

Шешуі. Айнымал ср шама 0 ден 2я-ге дейін өзгергенде, полярлық радиус 
ОАВС қисықсызықты секторды шенеуші қисықты сызады. р = шр функциясы 
[0, 2я] кесіндіде үзіліссіз. Сондықтан ізделінді аудан (7.52) формула бойынша:

S
1

2

2/Т

j(a<p)2d<p
0

8д-3

3

4 з= — 7Г a
3

2

7.2. Қисық сызық доғасының үзындығы

1. Тікбұрышты координаталардағы қисық догасының үзындығы
[a, b] кесіндіде үзіліссіз у  — f ( x )  функциясының графигі АВ қисық болсын. 

АВ қисықты A - Mq, М , М , ..., М  , Мк , ..., Мп = В нүктелірімен п  бөлікке
бөлеміз. Осы нүктелерді қосқанда шығатын сынық сызықтың периметрін Рп

П

деп алайық. Яғни Р„ =  Рк , мұндағы ДР - \М^,  Л/ |, ал осы буындардың
*=і

ең үлкенін d  — max {AРк } деп белгілейміз.
к = і ,п

Анықтама 7.3. Кез келген е > 0 сан үшін 5 = 5(e) > 0 саны табылып, d < 8
болатын әрқандай сынық сызық үшін 
саны Рп периметрдің шегі деп аталады.

L  = lim  Р  саны АВ доғаның 
о "

ұзьшдығы деп аталады.
Егер ақырлы шек L  = lim  Р  бар

d-*0
болса, берілген АВ қисығы -  
түзуленетін қисық, L -  ол қисықтың 
ұзындығы деп аталады.

Теорема 7.15. Егер f ( x ) 
функциясының [a, Ь\ кесіндісінде 
үзіліссіз туындысы f ' ( x )  бар болса, 
АВ доғасы түзуленеді, ал оның 
ұзындығы

-Р п\ < е теңсіздігі орындалса, онда L

L = Із/ i + I / ’w F dx (7.54)

формула бойынша анықталады.

Дәлелдеуі. Еркінше алынған жэне a = xq < < ... < < х^ < ... <
xn = b шартын қанағатгандыратын х ^  ... , хп нүктелерімен [a; b]
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кесіндісін [дс , x j ,  к =1, п бөлікше кесінділерге бөліктейміз де,

Д* = х -  х d = m ax {Ajc. ) Ay = f ( x : ) -  f ( x t ) деп белгілейміз 
* * *-* 1 > к

(сурет 7.13).
Сонда, Пифагор теоремасы бойынша

АРк = \Мк_1Мк \ = уҚАхкУ + (Д у кУ ■Ахк.

Лагранж теоремасы бойынша:

ЬУк _  f ( x k) -  / ( x ft- i )  
Дхк xk -  xk_j 

Демек, Дук = f ' ( c k) ■ Axk.

= f ' ( c k),ck = [xk_lfxk].

П n I ----- -

Онда, толық сынықтың ұзындығы P_ = У APt = У д / 1 + [ /  '(ct )]2 Axk болады.
*=i *=i

Бұл қосынды д/1 + [ / '(* )]2 функциясы үшін интегралдық қосынды. Шарт 
бойынша f { x )  функциясы [a; b] кесіндіде үзіліссіз, сондықтан -у/1 + \ f ' ( x) ]2 
функциясы да үзіліссіз, яғни интегралданушы функция. Демек,

71 ь
lim Ү  V 1 + [ f ( c k)]2 Ахк = [  y /l  + [ f \ x ) ] 2 dx.
d^ ° t i  J«

2 2 2
Мысал 7.6. х  + у =7? шеңбердің үзындығы анықталсын.
Шешуі. Алдымен шеңбердің бірінші ширекте жатқан (1/4) бөлігінің 

ұзындығын есептейміз. АВ доғасының тендеуі у = V/?2 — х 2, бүдан у —

Онда, (7.54) формула бойынша

= R arcsin-
R

= R Демек, шеңбердің толық ұзындығы L = 2nR. 
О

Ескерту 7.3. Егер қисықтың тендеуі х  = ф(/), х= ф(/), а < / < р параметрлік 
түрде берілсе, мұндағы ф(/), ф(/) үзіліссіз функциялар, үзіліссіз ф’(/) ф 0, ф’(0 
туындыларға ие, эрі ф(а) = а, ф(Р) = Ь болса, онда АВ догасының ұзындығы
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■ dt (7.54a)L =

формуламен анықталады.
Шынында да, бұл жағдайда берілген параметрлік тендеулер кейбір үзіліссіз 

у = /  (х) жэне үзіліссіз f ' ( x ) туындысы бар функцияны анықтайды.
(7.54) формулада х  = ф(/), dx = (р\t)dt ауыстыруын жасап, — = , эрі

dx (р (t)
ф(а) = а, ср(Р) = b екенін ескерсек,

1
1 + ¥ ( t )

H t )

-]2

Мысал 7.7. х  = acos /, у  = asin t, 0 <t<  
2л астроиданың үзындығы есептелсін.

Шешуі. Астроида координаталық
осьтерге сэйкес симметриялы
болғандықтан, алдымен оның бірінші
ширекте орналасқан 1/4 доғасын
есептейміз (сурет 7.14).

dx  2 fiy 2
— = -3acos / sin/, — = 3asin / cos/, 0 < /

ndt dt< -  екендігін ескеріп, (7.54а) формуланы 
қолдансақ,

L
4

71
2 _________________________________
f V9a 2 * cos4 / • sin2 / + 9a2 sin4 / • cos2 tdt =
о

Я 71
l.  ______________________  x.

= 3 a Jv c o s 2 1 • sin2 tdt  = 3a j  cost  • sin tdt =
о 0

2 • 2 7Г/2
= 3aJ sin/fi((sin/) = Зя Sm = —; L=6a болады. 

2

Ескерту 7.4.
dL = у] (dx) 2 + (dy)2 

өрнек доға дифференциялы деп аталады.

2. Полярлық координаталардағы қисық догасының үзындығы
Полярлық координаталарда доғаның теңдеуі р = р(ф), a < ф < (3 түрінде

берілсін. Полярлық координаталардан тікбүрышты координаталарға өту 
формулалары х = рсовф, у  = рвіпф екендігін және р = р(ф) екендігін ескерсек, 
бұл өту формулалары ф параметрдің функциялары болады, яғни
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Х(ф) = p(cp)-COSCp, у(ф) = р(ф)'8ІПф.
Бұл теңдіктерді ф айнымал параметр бойынша дифференциалдасақ:

X  ’ (ф) = р'(ф)‘С08ф -  р(ф)’8ІПф, у  ' (ф) = р'(ф)'5ІПф + р(ф)'С08ф.

Теорема 7.16. Егер р(ф) функциясы [а; р] кесіндіде үзіліссіз жэне осы 
кесіндіде үзіліссіз р'(ф) туындыға ие болса, онда бүл доғаның үзындыгы

' (7-55)1  = j j p 2((p) + p a(<p)d<p

формуламен анықталады.
Дәлелдеуі. Шарт бойынша р(ф), р'(ф) функциялары үзіліссіз, сондықтан х ’

2 2
(ф), у '  (ф) функциялары да [а; Р] кесіндіде үзіліссіз. Сонда (7.54) формула 

бойынша,

L = J jx \<P) + y 2(<P)d<P = j
p  (^)-cos2 ( p - 2 p\q>)- p{(p)cos(ps\r\(p +

+ p 2(<p) sin2 <p + p '2(<p)sin2<p + 2p'(<p) • p(<p) cos cp sirup + p 2 cos2 (p + dcp =

= j\ ] р  ' (<p) + p 2(<p)d<p

Мысал 7.8. p = arp, a > 0 (Сурет 7.12) Архимед спиралының бірінші 
айналым доғасының үзындығы есептелсін.

Шешуі. Бірінші айналым ф полярлық бұрыш 0-ден 2л-ге дейін өзгергенде 
пайда болады. Демек, (7.55) формула бойынша ізделінді доға үзындығы:

2/г ________  2 п
L = |  yja2(p2 + a 2 dcp = a j  j t p 2 +1 dtp =

<PU = 4 (p2 +\\dU=  ---- dcp

= a[cpy/(p2 + 1
2 n  2I (p ______

-  I / d(p\ = a[(pyj<p2 + 1 
О о >/<p2 +1

2 n 2г(рг + 1-1
+ J

уі<Р2 + 1
■d(p} =

=a[cpjcp2 + 1
2 n 2" 

0
_ j V T T u w - J

о 0 yj (p +  1

= a (pyjcp2 + 1 -  ү V<P2 + 1 -  ^-ln |<p + V<P2 + l| + In |<p + V<P2 + l| 2 л' 

0 .
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= a [j<pV^2 + 1 +  ^ln|<p + -y/<P2 +  11] I = а [лл/47г2 + 1 + ^1п|2я +

+V47T2 + ill.

Мұнда бөліктеп интегралдау тэсілі қолданылып,
2 7Г 2 п

L = a <р̂ <р2 + 1 - L  + a[ln|<p + s/<pz + l|J теңдеуден

1 0 0
L = і а[(ру/(р2 +  1 + ln|<p + V<P2 + l |]  теңдігі алынды.

7.3. Айнымал күштің атқаратын жүмысы

Қозғалыс бағытымен бағыттас кейбір Ғ  күштің эсерімен М  материалдық 
нүктенің О х  осінің х  = 0 нүктесінен х = Ъ нүктесіне дейінгі жылжығандағы 
атқаратын жұмысын қарастырайық.

ЕгерҒ  = const болса, онда A = Ғ  (b - а ) болатындығы белгілі.
Ғ  = Ғ(х) үзіліссіз айнымал күш болсын.
Интегралдық қосындылар тәсілін қолданамыз: [а, Ъ] кесіндісін еркімізше 

a = xq < х і < ... < х^ і < х^ < ... хп = b шартгы қанағаттандырушы х^, х^ , ... ,
хп_х нүктелермен п бөлікке бөлеміз. \х j , x j ,  к = 1, 2 , ... п бөлікше кесіндінің 
ұзындығын Дх^ деп, эрбір бөлікшеде кез-келген нүктесін алып, Дх^ жолдағы 
жұмысты жуықтап АА^ = Ғ  (с^ Ах^ шамамен алмастырамыз, яғни эрбір 
дербес бөлікшеде Ғ  =Ғ (с^) түрақгы деп аламыз, Дх^ шамалар жеткілікті 
кішкене болғанда

71

Ап = ^ Р ( с к) Ьхк
к=і

қосынды Ғ  күштің барлық [a, b] кесіндідегі орындаған жұмысын жуықтап 
анықтайды. Ап қосында үзіліссіз Ғ  (х) функциясы үшін [a, b] кесіндідегі 
интегралдық қосынды болғандықтан, шах Ахк -> 0 болғанда Нш Ar = A

шек бар, яғни
ь

А = \  F(x)dx (7.56)
a

Мысал 7.9. Массасы т  денені жер 
бетінен тік һ биіктікке көтеру үшін 
атқарылатын А жұмыс анықталсын.

ІІІешуі. Жердің массасын десек,
жердің денені тарту күші Ғ  Ньютон заңы 
бойынша, F(z) = G т̂ К, R < z < R + һ,

max Дх4_,0
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мұндағы z денеден жердің центріне дейінгі қашықтық. z = R болғанда 
F(R) = mg = Р, яғни дененің ауырлығына G m m  тең. Демек

F ( R ) =  т = Р , бүдан G - т  ■ т ж = Р - R2 жэне Ғ (z) = 
R

(сурет 7.15).
Сондықтан (7.56) формула бойынша,

R < z < R + Һ

R + h R+h j  »

A = J F(z)dz  = \ P R > ^  = P R 2 ^
R+h PRh 

R + h
(7.56 a)

7.4. Ауырлық центрінің координаталары

1. Материалдық нүктелер жүйесінің ауырлық центрі
Оху жазықтықта берілген А ^ х  , y f), А^х^,  у2), ... Ап(хп,уп) материалдық

нүктелердің сэйкес түрде массалары т  , т ^ ,... ттц, болсын.
х і Щ (Уіт і) көбейтінді m t массаның Оу (Ох) осіне сәйкес статистикалық 

моменті деп аталатындығы механикадан белгілі. С(х , у  ) нүктесі берілген
с с

жүйенің ауырлық центрі болса ([5], мысал 1.11), оның координаталары

х.т. +х,/и, + ... + * т
1 1_________2  2 __________________ п п

т] +т2+ ... + тл
і=і

^ с =

У у т .
Уіті + У2т2 + ---+ У„т„ _ м '

п \+ т 2+. . .+т л 'У'х.
(7.57)

;=1
формулалармен анықталады.

Бұл формулалар эртүрлі фигуралар мен денелердің ауырлық центрін табуға 
қолданылады.

2. Жазықтықтагы сызықтыц ауырлық центрі
О ху  жазықтықта материалдық АВ сызыгы у = f ( x ) ,  a < х  < b, теңдеумен 

берілсін.
Материалдық сызықгың сызықтық тығыздығы (ұзындық бірлігінің 

массасы) р болсын. АВ сызықтың ұзындықтарын A S, AS2, ... , ASn болатын n
бөлікшеге бөлеміз. Онда эрбір бөлікшенің массасы Am*= ц AS* болады. 
Әрбір ASi бөлікшеде абсциссасы & кез келген нүкте алып, массасы ц Д5{ 
болатын Pi[%i,f(Ad] материалдық нүктені бейнелесек жэне (7.57)
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мэндерді қойсақ, АВ доғаның ауырлық центрін жуықтап есептейтін 
формулалар аламыз:

формулаларға x t орнына у  орнына /(£ ;), т * массасы орнына ц Д5;

X =

Z m s ,

■>’. =

Егер у  = f ( x )  € С' [a; 6], яғни үзіліссіз туындыға ие болса, онда тахД5; —> 
0 болғанда, жоғарыдағы өрнектердің алымындағы жэне бөліміндегі 
интегралдық қосындылардың шегіне тең болады. Яғни доғаның ауырлық 
центрінің координаталары анықталған интегралдармен өрнектеледі:

р р ________  е /> _______
I  xds j  х ф  + f ' 2(x)  dx  J / ( x ) < &  j  f ( x ) s j l  + f ' 2(x)  dx

- ,У с= -
(7.58)

J ds j y j \ + f a(x)dx ]ds J ф  +f 2 (x)dx

Мысал 7.10. х г + у г — R2, у  < 0 жарты шеңбердің ауырлық центрінің
координаталары табылсын.
Шешуі. у  = — Vfl2 — х 2 = -j= = = = , ds — yjl  + y ,2dx  = J r2- x

■dx

болғандықтан, (7.58) формулалар бойынша:

* *  - r 4 r
R\

x_ =-

2 x1

\ dx

r^ R 2
R arcsin x

— = — =o,
R nR

-  J yjR2 -  x 1
R

Ус =■
y/R 2 x 2

dx - R  J dx

nR nR
-2  R2 

nR
2R 
n

3. Жазық фигуранын ауырлық 
центрі

Материалдық жазық фигура у = 
/,(* ), У = f  2(x), x  = a, x  = b
сызықтармен шенелген жэне беттік 
тығыздығы, яғни бірлік беттің массасы, 
у = const болсьш. Берілген фигураны х
= а, х  = х х, х  = х 2, ... , х  = хп = b
түзулермен, ендерін Ах(, Ах^, ... , Ахп

265 Сурет 7.16



жолақтарға бөлеміз. Әрбір Дх; енді [ х ^ ,  *;] бөлікшеден & = х,- '*Хі нүкте 
алып, биіктігі / 2(( і) -  f  ($і) болган тік төртбұрышпен, енін Дх, болған 
жолақшамен ауыстырсақ, онда жолақшаның массасы жуықталып,

~ У [ / 2(Ct) -  /,(й)] Д*і (*' = 1» 2, • • • п)
шамаға тең болады. Онда эрбір жолақшаның ауырлық массасы жуықталып, 
сәйкес тік төртбұрыштың центрінде болады:

,  , г , ,  M W + A t f l )
(* і )с  ~  (У і)с  * ---------- ^----------

Енді эрбір жолақшаны материалдық нүктемен алмастырсақ (сурет 7.16), бұл 
нүктенің массасы жолақшаның массасына тең жэне жолақшаның ауырлық 
центріне жинақгалған, (7.57) формулалар бойынша берілген фигураньщ ауырлық 
центрінің жуық мәнін аламыз:

) - / « ) ]  Лх,
JC *-!=*-

Ус

1=1

^ 1=1_______________________________

) - /« , ) ] ■  Л*,

Егер f  pc), f 2(x) 6 С [a; ft] жэне осы кесіндіде / 2(х) Ф f  ̂ х)  болса, Axt —► 0 
болғанда фигураның ауырлық центрінің дэл координаталарына ие боламыз:

+ ( * ) ]  [ / 2  ( * )  ~M x)]dx
___________________________ (7-59)

оf x[f2(x)~ f,{x)]dx
X =■ Ус=-

О

Бұл формулалардан көрінгендей у = 
const болса, ол оның ауырлық центріне 
әсерін тигізбейді.

Мысал 7.11. у2 = 5х параболаны 
х  = 5 түзуімен қиғандағы сегменттің 
ауданы анықталсын.

Шешуі. Бұл жағдайда f 2(x) = у[Ъх ,
f  t(x) = -VSx (сурет 7.17). Сондықтан,
(7.59) бойынша,
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X,

2JW 5~xdx Г 2 ' ^
_  о

j   _ 2
2jy[5xdx 2v5 ■ — :

—-53 ,
°- = ± — A .  5 =3 |

1.5= 5

Сегмент Ox осіне симметриялы болғандықтан у = 0. Демек ауырлық 
центрі С(3; 0) нүктесі.

§ 8. Меншіксіз интегралдар

Анықталған интегралды анықтағанда [а, 6] ақырлы кесіндіде шенелген f  
(х) функциясын қарастырған едік. Енді осы екі шарттың біреуі орындалмаған 
жағдайларды қарастырайық.

8.1. Шекаралары ақырсыз меншіксіз интегралдар (бірінші текті 
меншіксіз интеграл)

f  (х ) функциясы [a; + оо) аралығында анықталған жэне кез келген ақырлы 
[а; Ъ] кесіндісінде, мұндағы Ъ € (a; + оо), Риман бойынша интегралданатын

ъ
функция болсын, яғни ^ f ( x ) d x  бар.

Анықтама 8.1. Егер lim f / (jc)dx ақырлы шек бар б олса, онда бұл шек f
а

(ж) функциясыньщ [а; + оо) аралыгы бойынша (бірінші текті) меншіксіз 
интегралы деп аталады да, былайша жазылады:

-КО Ь

[ f ( x ) d x = \ i m \ f ( x ) d x  (7.60)
а  а

(7.60) шегі бар болса, онда меншіксіз интеграл бар немесе жинақты 
делінеді. Егер шек жоқ болса, онда меншіксіз интеграл жоқ немесе жинақсыз

ь

делінеді. Геометриялық мағынасы: f ( x )  > 0 болғанда ^ f ( x ) d x  интеграл f (x )
a

функцияның графигі, x  = a, x  = b, у  = 0 түзулермен шенелген 
қисықсызықты
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трапецияның ауданын анықтаса, \ f { x ) d x  меншіксіз интегралды f(x)
a

функцияның графигі х = а, у  = 0 түзулермен шенелген фигураның ауданы деп 
есептеуге болады.

Осы сияқты басқа да ақырсыз интервалдар үшін меншіксіз интегралдар 
анықталады:

+00

ь ь

(7.61)

I  f ( x ) d x  = J  f ( x ) d x  + J  f ( x ) d x .  (7.62)
-0 0  —00 с

(7.62) теңдікті былайша түсіну керек: егер оң жақгағы екі меншіксіз интеграл 
жинақгы болса, онда сол жақтағы интеграл да жинақгы. Мұндағы с Е (-  оо; +  оо) 
кез келген сан.

Мысал 8.1. Меншіксіз интегралдар есептелсін немесе жинақсыз екендігі 
анықталсын:

a) j - у  ; B)je4xdx; г) J cos 2xdx ; д) Jdx dx
X 2 +9i. z. —'JJ —WJ —ou

Шешуі. a) (7.60) тендікті қолданып, интегралдасақ,
' _1 Ь1 /1 1\ / 1\ 1 

= - 6!* ^ _ (* -г )  = “ (° “ г) = 2'

+  oo ь

( Щ . lim f
J X2 b-*+00 J
2 2

б) (7.61) теңдікті қолданып, интегралдасақ, 
+ 00 ь

( А =  И» ГJ X + 1 Ь-*+оо J
d(x + 1)
---------— = һ т

Х +  1  Ь -* + 00
1п|х + 1|

Демек, меншіксіз интеграл жинақсыз. 
в) (7.61) теңдікті қолданып, интегралдасақ, 

2 2 2

=  lim [1п(Ь +  1) — In 1] =  00.
Ь->+оо

[  e 4xdx  =  lim  f  e 4xdx  =  lim f
J a->-00 J Я - + - 0 0  J

,4X d ( 4 x )
=  -  lim

4  a - » - 0 0

, 4 x

a

=  — lim  ( e 4 24 a-*-со

r) (7.61) теңдікті қолданып, интегралдасақ,

/
—  00

f  d ( 2 x )
cos 2xdx  =  lim | cos2x— - — =  lima-*- с о  J 2 a-*- с о

1
- s i n  2x

1

a a  J
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= 7 Нш (sin 2 — sin 2а). Мұндағы lim sin 2a шек жоқ, сондықтан
z  a - > - o o  a - » - o o

берілген интеграл жинақсыз.

д) Алдымен (7.62) теңдікті қолданып, эрі қарай (7.61), (7.62) теңдіктерін 
ескеріп, интегралдасақ,

+ о о  0  + о о

Г dx _ Г dx ГJ  х2 + 9 J х2 + З2 +  J х
dx

= lim
г dx г

—=— — + lim —J x2 + З2 ь - » + о о  J xX2 + 9 J X2 + 32 J X2 + 32 a - » - o o  J X2 + 32 f t - » + o  
-oo -oo 0 a 0

b 

0

= -  lim [arctg 0 — arctg \  lim [arctg b -  arctg 0] =
3  a - » - o o  L 3 - 1 3  b - » + o o

- 5 [ в - ( - 5 ) ]  + 5 Ц - " ] - Г -

dx
2 + 32

Г1 *1 0 '1 ХЛ
[з агЯ*з] + limft-»+oo

a [загсчзІ

Жинақтылықтың кейбір белгілері

Теорема 7.17. (салыстыру белгісі). Егер [a; + со) аралықта f  (х) пен g(x) 
функциялары үзіліссіз болса жэне 0 < /  (х) < g(x) шартты қанағаттандырса,

т 0 и  -f-UU -го д

онда: | g (x )d x  жинақты болса, |  f  ( x ) d x  жинақты; J  / ( x ) d x  жинақсыз
a  и  a

+oo

болса, J  g (x )d x  жинақсыз болады.

я R

Дәлелдеуі. F(R)  = j f ( x ) d x , G(R)= Jg(x)c£t белгілеулер енгізейік.
a a

0 < / ( * ) <  g(x) болғандықтан, анықталған интегралдың (7°) қасиеті бойынша 
0 < F(R) < СҚК), R > a ,  болады. Әрі F(R), G(R) функциялары [a; + oo) аралықта 
кемімейтін функциялар.

Шынында да, егер a  <R^<R2 болса, онда
Я.J / (x)dx > О . Демек,

1̂ 2̂

F(R) = j f ( x ) d x  = j f ( x ) d x  + j f ( x ) d x  > j f { x )d x  = Ғ ^ )
a  a  a
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+00

jg(jc)o6c жинақты болсын, яғни G(R) функциясының R оо болғанда

ақырлы шегі бар. Осыдан, G(R) функция кемімейтін болғандықтан, [а; + оо) 
аралықта шенелген функция болады. Онда F(R) < G(R) болғандықтан F(R) 
функциясы да [а; + оо) аралықта шенелген, демек дэл жоғарғы шекарасы бар. 
SupF(R) =  /  болсын, онда дэл жоғарғы шекараның анықтамасы бойынша, кез

келген е > 0  үшін RE > а табылып, 0 < J  -  F(R )< е  теңсіздігі орындалады.
F(R) функциясы [а; + оо) аралықта кемімейтін функция болғандықтан кез 
келген R > Re үшін F(R) > F(Re ) теңсіздігі орындалады. Демек, R> Re
болғанда 0 < J  -  F(R) < e . Сонымен, R > Re болганда \F(R) -  J\ < e теңсіздігі

+  00

орындалады, яғни lim F(R) = J  . Демек, [ / (x)dx  жинақты.
Л-» 00 ^

+co +00

Енді j" f  (x )dx  жинақсыз болсын. Онда ^g(x)dx  жинақты
a a

+co

жоғарыда дэлелденгендей \ f ( x ) d x  интеграл жинақты болады,
а

+оо

^ g ( x ) d x  жинақсыз.

десек,

яғни

Мысал 8
+00 

;.2.  j dx

, X {\ + 2 х)
интеграл жинақтылыққа зерттелсін.

Шешуі. f ( x )=  ■с2(11+2х) интегРал астындағы функцияны д(х)  = ^
1 1

функциямен салыстырсақ, [1; + оо) аралықта ^2(-1+2х) ^  ~г болғандықтан
+00

жэне [ —-  интеграл жинақты болғандықган теорема (7.17) бойынша,
J х 2 1 л

берілген интеграл жинақты.
Келесі белгілерді дэлелдеусіз келтіреміз.

+00 +00

Теорема 7.18. Егер J  | / (jf)| dx жинақты болса, онда | / (x )dx  жинақты
u a

болады.
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-t-OU -t-oo

Бұл жагдайда j" f  ( x ) d x  абсолют жинақты, ал J f ( x ) d x  жинақты
a a

+00 +00

болып, J | / ( x ) |  dx  жинақсыз болса, онда J f ( x ) d x  шартты жинақты
u a

интеграл деп аталады.
+00f sinx .

Мысал 8.3. — —  ax  интеграл жинақтылыққа зерттелсін.
•< г 2 1 л

Шешуі. Интеграл астындағы функция айнымал таңбалы функция.

. Бірак,
sinx < 1

2 2
X X

1' b
= lim 1 Г------1---J X b  ̂+co X 6-»+001 6 l j

=  0 +  1 =  1.

г sinx . _ .
Яғни, I — — ах  жинақты. Демек, берілген интеграл абсолют жинақты.

J Xі л
Теорема 7.19. Егер [1; + <ю) аралықта /  (х ) > 0, g(x) > 0 үзіліссіз

/  (х) *е
функциялары үшін lim = А ^ , 0 < А Г <  + оо болса, онда I /  {x)dx жэне

g O )
+00
\ g ( x ) d x
a

болады.

интегралдардың екеуі де жинақты немесе екеуі де жинақсыз

+оо 4

Г х* + 2 ,Мысал 8.4. —------ ах  жинақтылыққа зерттелсін.
а ^

Шешуі. f i x )  =1п g(x) = ±  деп алсақ,
х 4 +1

ІП. .  fix)lim ——  = lim л -  ....
x->+<x> д[х) x->+oo x->+

x 4 + 2 , ( л , 1  ̂ _J-
* i ± l =  lim V  + l  lim ^ i i = l

X4
X -* + o o  1

v 4
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болғандықтан берілген интеграл жинақты болады. Мұнда Теорема 7.18 
тұжырымынан, эрі * —► +оо болғанда In ( l  +  ~ екендігі жэне

-4  + 1
1

1
— жинақты екендігі пайдаланылды.

Теорема 7.20. (Дирихле белгісі). Егер [а; +оо) аралығында Ф(*) функциясы 
шенелген жэне үзіліссіз Ф'(х) туындыға ие болса, ал g(*) функциясы осы 
аралықта дифференциалданушы жэне кемімелі болып lim g ( x )  = 0 шартын

JC-++00
-ИЮ

қанагаттандырса, онда J  Ф '(л:)^(л:)ііс жинақгы болады.
a

4-00

Мысалы 8.5. J" sin x 2dx  Френель интегралы жинақгылыққа зерттелсін. 
о

4-оо 4-00

Шешуі. Берілген J" sin х 1 dx  интегралы мен j* sin x 2dx  интегралының 
о 1

жинақгалу сипаты бірдей болғандықтан екінші интегралды жинақтылыққа 
зерттеу жеткілікті.

+00 +О0 .
Г 2 С 2 А 2 1
I s in х  dx  = I x • sin * —ax  интегралында Ф'(х) = x  sin* , g(x) = -
l l x

деп алсақ, Дирихле белгісінің шарттары орындалатыны көрінеді.

Ф(х) =  J x s \ n x 2dx = -  J sin x 2d (x 2) = -  - c o s * 2,

|Ф(*)| =  I—- c o s * 21 < - ,  l im — = 0. Демек, берілген интеграл жинақты.
I 2 1 2  У—.4.СО V

8.2. Шенелмеген функциялардың меншіксіз интегралдары (екінші 
текті меншіксіз интеграл)

f  (*) функциясы [а; Ъ) аралықта үзіліссіз, ал *= b нүктесінде ақырсыз 
үзіліске ие, эрі эрбір [а, Ъ -  е], е > 0, кесіндіде интегралданушы болсын.

Ь -Е

Анықтама 8.2. Егер lim | f { x )d x  ақырлы шегі бар болса, онда бұл шек
£->0 J

a

f  (*) функциясының [a, b] кесіндісі бойынша екінші текті меншіксіз 
интегралы деп аталады да, былайша жазылады:
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(7.63)
Ь - E

\ f { x ) d x  = Hm I  f ( x ) d x .
и n

Осы сияқты /  (x) функциясы x = a нүктесінде ақырсыз үзіліске ие болса,
ь ьJ / (x )dx  = lim I / (x )dx  (7.64)
и  а + е

Егер f  (х ) функциясы аралықтағы с е  (а; Ь) нүктесінде ақырсыз үзіліске ие 
болса, онда [а, 6] кесінді бойынша екінші текті меншіксіз интеграл

b с b

^ f ( x ) d x  = ^ f ( x ) d x  + ^ f ( x ) d x  (7.65)
и  а  с

тендікпен анықталынады.
Мүндағы оң бөліктегі бірінші қосылғыш (7.63) тендікпен, екінші қосылғыш 

(7.64) теңдікпен есептелінеді.9 dx
Мысал 8.6. J\ І  х  — 1
Шешуі. / ( х )  = V*=T

интеграл жинақтылыққа зерттелсш.

функция [0, 9] кесіндініц х  = 1 нүктесінде ақырсыз
үзіліске ие. Сондықтан берілген интегралды жинақтылыққа зерттеу үшін (7.65) 
теңдікті қолданып, екі косылғышқа бөліп, бірінші қосылғышқа (7.63) тендікті, 
екінші косылғышқа (7.64) теңдікті қолдансақ:

9 1 9
Г dx Г dx Г dx

J 1/х  — 1 і Ух — 1 J V* — 1
0 0 1 

1 - £  9

= lim [ (х -  l)~3d(x  — 1) + lim [ (х -  l)~3d(x -  1) =£-»0 J £->0 )

=  lim
£->0

1—£
( х - І ) - з-=+і

' І + 1

+ lim
£-*0

- .9

(х -  1) 3- 0  + 1

= r  lim [(1 -  £ -  1)3 -  (0 -  1)2 £-*о L
3 Г 2 = -  lim (-£ )з  -  ( -1 )
2 £->о L

3
+ - l im

2 е->о

~ ^ + 2 
(9 -  1)3 -  (1 + £ -  1)3

1+£

3
+ - 1 іт

2  £-*0
22 — £3

3 3 9
- 2 ( - 1 )  +  2 ’4 - 2 :

Екінші текті меншіксіз интегралдар үшін де бірінші текті меншіксіз 
интегралдар жинақтылығының алғашқы үш белгісі сияқты белгілер орынды. 
Осы белгілерді дэлелдеусіз келтіреміз.

Теорема 7.21а (Салыстыру белгісі)
Егер [а; Ь) аралықта f  (х) пен g(x) функциялары үзіліссіз болып, 

0 < f  (х) < g(x) шартын қанағаттандырса, ал х = b осы функциялардың
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о
ақырсыз үзіліс нүктесі болса, онда Jg(x)c/x интегралы жинақты болса,

I' и о

J / ( x)g£c интеграл да жинақгы; J / (x)dx  интеграл жинақсыз болса, jg (x )dx
а  а  а

интегралы да жинақсыз болады.
ь

Теорема 7.22а. Егер [а; Ь] аралықта J |/(x )|< ix  интеграл жинақты болса,
а

Ь

онда \ f { x ) d x  интеграл да жинақты болады.
а

Ь

Бұл жағдайда j / {x)dx абсолют жинақты интеграл деп аталады.
а

Ь Ь

Ал берілген | / (x)dx жинақты болып, J |/(x )|< ix  жинақсыз болса, онда
а а

берілген интеграл шартты жинақты деп аталады.

Мысал 8.л . \
dx

о
интеграл жинақтылыққа зерттелсш.

+ х
Шешуі: /  (х) _ ^ + ~2 функциясы (0; 1] аралықта үзіліссіз. х = 0 нүктесі

ақырсыз үзіліс нүктесі. ^ +х'2 <  ^  теңсіздік орынды. Ал
1

[ dx [ _1 X2
—  = lim х  2 dx — lim -r- 

J \ x  £->0 J £_>0 J
= 21im^l2 -  £2^ = 2.

o+e 2
Яғни жинақты. Демек, теорема 7.2Га бойынша берілген интеграл да 

жинақты.
Теорема 7.23а. Егер /  (х), g(x) функциялары [а; b) аралықта үзіліссіз, х

,• / ( * )b олардың ақырсыз үзіліс нүктесі болса жэне П т  — л  , 0  <  К <  оо шегі
х -* Ь g(x)

о о

бар болса, онда J/(x)c/x жэне j g ( x )d x  интегралдардың екеуі де жинақты

немесе екеуі де жинақсыз болады.

Мысал 8.8 .J
dx

интеграл жинақтылыққа зерттелсш.
sin х
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Шешуі. f ( x )  = 
үзіліске ие. д{х ) =

—̂  функциясы [О, 1] кесіндіде бір ғана х = 0 нүктеде 
4jr функцияны қарастырайық. Интеграл

№ = lim
Г х 2

х _3 dx  = lim---- = —lim
Г 1 1 І1 
— — + -  ■ ——J X3 £-*0 ' £->о —2 £->0 2 2  е 2 \

0 +  £

=  00

жинақсыз.

Ал, lim ~ ~  =  lim —r j -  =  lim ( ~ ~ )  =  l 3 =  1
х->0 s M  х-»о sm3 х x -> o \s in x / 

берілген интеграл да жинақсыз.
Мысал 8.9. Интегралдар жинақтылыққа зерттелсін:

болғандықтан,

dx
yfx

б) J -
dx

* > J -
0 sm

Шешуі: a) / ( x )  =  — -^= функциясы үшін g(x) = функциясын алсақ,

Sin x

екі функция үшін де х = 0 ақырсыз үзіліс нүктесі және lim Sm =  1 Ал
х->о v*

г dx

\Тх интеграл жинақты:

Г dx f  _  1 X 2
—  = lim x  2 dx  = lim-=-

J yjx £->° J £-»° 1о o+£ 9
=  2.

r dx
Сондықтан Теорема 7.23a бойынша ------ j= жинақты.

о sin y/x
6) f ( x )  = —̂  функциясы үшін g(x) =  — функциясын алсақ, x  = О 

нүктесі (х), g(x) функциялары үшін де ақырсыз үзіліс нүктесі.

(  — ■ = lim [ х  2 dx = lim ——J x l £->0 J £-»0 —1
0 0 +  £

= lim (1 — 1 = оо.£->0 \  £/

г r ax
Ягни, —  жинақсыз. Онда, теорема 7.23а бойынша ---- -—  интеграл да

J v 2 J С  І П  2 Г

dx

sin х
жинақсыз.

Мысал 8.10. (Екінші космостык жылдамдық туралы мәселе). Денені 
жердің тарту өрісінен шығаратын бастапқы жылдамдық (екінші космостық 
жылдамдық) анықталсын.

Шешуі. Жер бетінен массасы m  денені һ биіктікке тік көтеру үшін 
атқарылатын жұмыс
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R +Һ R+h
f  „ _ . , Г ma • т ж Pfih

Н  Ғ(*№ = /  C^ d X = R T h
R R

екендігі белгілі (мысал 7.9).
Денені планетааралық кеңістікке шығару дегеніміз, оны һ = оо биіктікке

көтеру дегені. Ол үшін атқарылатын жұмыс:
+ 00

lim A =Һ-» 00 J F{x)dx
R

= lim
PRh

Һ-*оо R + h limҺ-* 00
h PR

4^1)
= PR = mgR, (7.66)

мұндағы m дененің массасы, g-еркін түсу үдеуі (үйкеліс, басқа планеталардың 
тартуы есептелмейді). Бұл (7.66) жұмыс дененің кинетикалық энергиясының 
өзгеруімен атқарылады. Демек, бастапқы уақытта дененің кинетикалық 
энергиясы осы жұмыстан кем болмауы керек, яғни

mV п—  > mgR немесе
V > yj2gR = V2 ■ 10 • 6400000 м/сек = 148000 м/сек =11,2 км/сек.

Егер дененің бастапқы жылдамдығы 11,2 км/сек болса, онда оның 
траекториясы парабола болады. V > 11 ,2  км/сек болса, траекториясы 
гипербола болады, V < 11,2 км/сек болса, траекториясы эллипс болып, не 
жерге кұлайды, немесе жердің жасанды серігі болып, сол орбитада айнала 
береді.

§ 9. Анықталған интегралдарды жуықтап есептеу
ь

Үзіліссіз f  (х) функциясыньщ ^ f ( x ) d x  анықталған интегралын есептеу
а

керек болсын.
Егер /  (х ) функциясыньщ [а; b] кесіндідегі Ғ(х) алғашқы функциясы 

белгілі болса, онда интеграл
ь

| /  ( x )d x  = F{b) -  F(a)
а

Ньютон-Лейбниц формуласы бойынша есептеледі. Алғашқы функцияны 
табу кейде өте күрделі мэселе. Тіпті кейбір үзіліссіз функциялардың алғашқы 
функциясы элементар функциялар арқылы өрнектелмейді. Мұндай 
жагдайларда жэне f ( x )  функциясы график немесе кесте тәсілімен берілгенде 
жуықтап есептеу формулалары қолданылады. Бұл жуықтап есептеулер 
жэрдемімен анықталған интегралдың мэні жоғары дәлдікпен табылады.

Жуықтап есептеудің жиі қолданылатын үш тэсілін қарастырайық.
9.1. Тіктөртбүрыштардың квадратуралық формуласы
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у = f i x )  функциясы [а; b] кесіндісінде

үзіліссіз функция болсын. \ f {x )dx

интегралды есептеу керек. [а; Ъ] кесіндіні 
а =  xq < x i < х 2 < ... < хп = b нүктелерімен
әрқайсысының ұзындығы Ах  болатын 
өзара тең п бөлікке бөлеміз. Онда
Ах = =х - х  , х  = х  + Ах к , к = 1,

п  к  к - \  к  О
2,... п болады (сурет 7.18). Әрбір бөлікше 
кесіндінщ ортасын с =  —- деп алып,

(cj  мэндерді есептейміз де, Ү / і ск) - ^ к
к=1

интегралдық қосынды құрамыз. Оның мэні берілген интегралдың жуық мәні 
болады:

ь
{ f { x ) d x  *

Ъ -  a п

I /

1-*е
ч

і + * *
N

V 2 J
(7.67)

Бұл формула орташа тіктөртбұрыштар формуласы деп аталады.
(7.67) жуық теңдіктің абсолют қатесі, /  (х) екі рет дифференциалданушы 

функция болғанда

l-R I < ------■ max I / <2> (х)| (7.68)
24 п °*хіЬ

формуламен бағаланады, яғни мұнда 

ІЯпІ =
Мұндағы тұрақтылар дәл анықталған шамалар.
Дербес жағдайда, /  (х) = кх + Ъ болғанда Rn = 0 болады.
Егер f  (x) функциясы үзіліссіз бірінші туындыға ие болса,

IR (/ ) |  ^  ■ шах | /  (х)\ (7.69)
4и айхйЬ

формуламен бағаланады.

9.2. Трапециялардың квадратура- 
лык формуласы

у = /  (х) функциясы [a; b] кесіндіде 
үзіліссіз болсын. [a; Ъ\ кесіндіні a  = xq 
< х і < х 2 < . . . < х к і < х к < . . .< х п. 1 < х п
= b нүктелерімен эрқайсысының Сурет 7.19
ұзындығы Ах  болатын өзара тең
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п бөлікке бөлеміз. Онда Lx =  = а + к Ах, у к = f ( x k ), к = 0, 1,2,... n
болады. у  = f { х) функциясының графигінің эрбір бөлікше аралыққа сэйкес 
келетін доғасын жэне осы доғалардың ұштарын қосатын хордалармен 
алмастырамыз. Яғни берілген қисықсызықты трапецияның орнына п тік 
бұрышты трапецияларды аламыз (сурет 7.19). Мұнда фигура ауданы тік 
төртбүрыштардан құралган п сатылы фигура ауданына қарағанда ізделініп 
отырған ауданды дәлірек анықтайтынын геометриялық тұрғыдан көруге 
болады.

Бұл тікбұрышты трапециялардың табандары 
у к, у  , ал биіктігі Lx  = Сонда: 

ъ

J f ( x ) d x -Lx  = =
a
немесе

\ f ( x ) d x «
a

Ъ - а ( Уо+Уп
п 1 2

Л
+  У 1 + У 2 + -  +  У к + -  +  У я -1 (1 .10)

Егер f  (х) функциясы үзіліссіз бірінші туындыга ие болса, онда абсолют 
қате

| Л ( / ) | < ^ ——  ■шах|/(дс)| (7.71)
Ап а<>х<,Ь

формуламен багаланады.
(7.70) формула трапециялар формуласы деп аталады. Егер /  (х) функциясы 

үзіліссіз екінші туындыга ие болса, онда абсолют қате:

| Я ( / ) | < ^ —у - - т а х | / ' ( х ) |  (7.71а)
12и айхйЬ

формула жэрдемімен багаланады. Мүндағы түрақтылар дэл анықталған 
шамалар. у  =  кх + b функциясы үшін (7.71) формулаға сэйкес Rn = 0 болады 
([4], Т. 1, XII тарау).

9.3. Параболалардың квадратуралық (Симпсон) формуласы

[а; Ь\ кесіндісін саны жұп, 2п  өзара тең дербес бөлікшелерге бөлеміз. 
у  =f{x)  функциясының графигінің [д ,̂ х ], к=  0, 1,... п - 2 аралығындағы 

доғасын М ( х  , у  ), М  (х , у  ), М  (х , у  ) үш нүкте арқылы өтетін осі
к  к  к  к~̂~ 1 1 к~У 1 к  12 ^42 кУ 2

2
Оу оське параллель у  = Ах + Вх + С парабола доғасымен алмастырамыз. 

Мұндағы А, В, С коэффициенттері параболаның берілген М  , Л /+2
нүктелері арқылы өту шартынан анықталады. Осылай алынған параболалық 
трапециялардың қосындысы ізделінді интегралдың жуық мэнін береді.
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мен х = хЛемма, у = Ах + В х  + С парабола, Ox oci, х  ___ ..
түзулерімен шенелген параболалық трапецияның ауданы

<7’72)
формуламен анықталады.

Мұндағы, һ = х, -  х  . к = 0, 1, 2,... п -  1; х  -  х = 2Һ, к = 0, 1, 2,... п - 2.
А+ 1  А  А+ 2  А

Дәлелдеуі. Алдымен, жоғарыдан у  =
Ах1 + Вх + С, параболаның графигін, 
төменнен [-Һ, И\ кесіндімен және х^ = -  һ
пен х = һ түзулермен шенелген пара-
болалық трапецияның S ауданын қарас- 
тырайық.

Ыңғайлы болуы үшін к = 0 деп 
алайық.

Яғни, xq = -һ, х і = 0, х =  һ (сурет 
7.20). Онда:

У(*0) = У(~һ) болғанда yQ =
Аһ2 - В һ  + С-

у { х )  = У (°) болғанда у { = С; 
у{х ) = у(һ) болғанда у^ = Аһ2 + ВҺ + С.

'у0 =АҺ2 - В Һ  + С
Уі =  С (7.73)

у 2 = Аһ2 + ВҺ + С 
теңдеулер жүйесінің анықтауышы 

һ2 - һ  1 
Д= 0 0 1

һ 2 һ 1
= ( - 1 ) 2+3 1̂ 2 һ \ = -2Һ 3 Ф 0

I һ
болғандықтан, жүйенің жалғыз (А, В, С) шешімі бар. Демек, қисықсызыкты
трапецияның ауданы 

һ

S = J (Ax2 + Вх + C)dx =

А(-Һ У  B d -h ) 2Аһ3 Ьһ2 Һ 
-  + —  + С Һ -

А х 3 Ьх2 
—-— Н— -— Һ Сх 

3 3 -һ
2АҺ3

-  С ( - һ ) =  — — + 2СҺ =

= -(2АҺ 2 + 6С).

Егер (7.72) тендіктегі yQ + 4у^ + у2 қосындысын есептесек, ол 2Аһ + 6С 

болады. Олай болса S = ^ (yQ + 4у( + у2), яғни, (7.72) теңдік А: = 0 үшін дұрыс. 
(7.72) формула, табаны [ х , х  ], х -  х  = 2 һ болатын кез келген

A fcA~ 2 А4" 2 A
параболалық трапеция үшін дұрыс екендігін көру қиын емес. Шынында да, 
параболалық трапецияны оның табаны координата бас нүктесіне сәйкес
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симметриялы болатындай етіп, өзіне-өзін параллель көшіргеннен оның ауданы 
өзгермейді. Осылай алынған параболалық трапеция ауданы (7.72) формуламен 
анықталады.

Енді негізгі есепке оралсақ (Сурет 7.21), (7.72) формула бойынша 
ь
Г l b  — а

J f ( x ) d x  *  з [ ( У о  + 4Уі + у2) + (у2 + 4у3 + У4) + -

+ (Угп-2 + 4у2„ -і + у2л)]
немесе түрлендіріп жазсақ 

ь
[ b — a

J f ( x ) d x  *  [у0 + у2п + 2(у2 + у4 + -  + у2п-2)

+4(Уі +Уз +  -  + У2л-і)].
(7.74)

(7.74) теңдік Симпсон формуласы деп аталады.
Егер /  (дг) функциясы [а; 6] кесіндісінде үзіліссіз екінші ретті туындыға ие 

болса, онда абсолют жуықтау қателігі

|^ 2л ( / ) N  1 ^  Г '  ' т а х  | / <2)(-у)| (7.75)180 п 1
теңсіздігін қанағаттандырады.

Ал /  (х) функциясы [a; b\ кесіндісінде үзіліссіз төртінші ретті туындыға ие 
болса, онда абсолют жуықтау қателігі

—  № а)  ■ max |/" Ч х ) | 
180 (2и)4 -**"1 1

(7.76)

теңсіздігін қанагаттандырады.
Егер f  (х) үшінші дэрежелі көпмүше болса, онда (7.76) теңсіздікке сэйкес 

\ІІгп(П\ болады.
(7.75), (7.76) теңсіздіктердегі түрақтылар дэл анықталған шамалар. ([4], 

Т. 1, XII тарау).

VГ X
Мысал 8.11. — dx  интеграл Ньютон-

о ^
Лейбниц формуласы бойынша жэне [0;
2] кесіндіні өзара тең 4 бөлікке бөліп, 
тіктөртбұрыштар, трапециялар, Симпсон 
формулалары бойынша жуықтап 
есептелсін.

Шешуі. Ньютон-Лейбниц формуласы 
бойынша берілген интегралдың дәл мэні:

/ X3 1 х 4
—  dx =
2 2 4

= - ( 24 -  04) = 2.
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Енді жуықтап есептеулерді қарастырайық.
„ , _ д Ь - а  2 1а = х  = 0, Ъ = х  = 2; Дх =  —  = -  =

0 4 п 4 2
Онда мәндер кестесі:

X X3

у = т
X X3

у = т

х 0 = 0

оII£ 3
х3 = -  

3 2
27

У з = 1б

1
*1 = 2

1
У1 =  16

х 4 = 2 Уз =4

х 2 = 1
1

У2 = 2

а) (7.67) тіктөртбұрыштар формуласы бойынша,
1 1 3 , ч 27

с0 = 4,/(С1) = Т2§; С2 = - , П С 2) =

5 , ч 125
Сз -  4 ' Я сз) -  42g <

4 "  128'
7 , 343

Q  = t » / (Q )  =

[ x 3 d x ~ 1 iГ 1 + 27 1254_ j 343ч 3,875
} 2 d X~ 2 (І128 + 128 + 1 2 8 Н̂ 128/ 2

128'

= 1,9375.

Абсолют қате: /? = |2 -  1,9375| = 0,0625.
б) (7.70) трапециялар формуласы бойынша,

1 /0  + 4Г х л
J т

dx «  -
2 V 2

1 1 27\
+  І6  +  2 +  1 б ) " 2'125'

Абсолют қате: R = 0,125.
в) (7.74) Параболалар (Симпсон) формуласы бойынша, 

2

І 1

3 2 
dx  ~

6 - 2 L
0 +  4 + 4

/ 1  27\
( l6  +  1б)

1
+ 2 2.

=  2.

Абсолют қате: R = 0.
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VIII тарау. БІРНЕШ Е АЙНЫМАЛДЫ ФУНКЦИЯЛАРДЫҢ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫ Қ ҚИСАБЫ

Жаратылыстану, техника жэне экономиканың көптеген мэселелері бірнеше 
айнымал шамалардың арасындағы тәуелділікті қарастыруға келтіреледі. Бұл 
тәуелділікте айнымал шамалдардың біреуінің мэні басқа айнымал шамалардың 
мэндері арқылы толық анықталады. Осындай тэуелділіктерді зерттеу үшін 
бірнеше айнымалды функциялар ұғымын енгізіп, бұл функцияларды зерттеу 
тәсілдерін қарастыру керек.

Табиғаттағы барлық құбылыстар, негізінен, уақытқа жэне кеңістіктегі 
орнына байланыста екендігін, яғни кемінде терт айнымал шама арасындағы 
тэуелділікке негізделгендігін атап өтуге болады.

§ 1. Бірнеше айнымалды функциялар

1.1. т өлшемді координаталық кеңістік және т өлшемді евклидтік 
кеңістік

Анықтама 1.1. х^, х ^ , ... , хт нақгы сандардың барлық (х^, х ,̂..., хт) реттелген 
тізбелерінің жиыны т  өлшемді координаталық кеңістік деп аталады.

Координаталық кеңістік Ат белгісімен, ретгелген сандар тізбесін х = (х^, х^  ...,
хт) түрінде белгілеп, оны Ат кеңістік нүктесі немесе векторы деп атайды. 
Мұндағы х , х^, ... , хт сандары х  нүктесінің (векторьшьщ) координаталары деп 
аталады.

Анықтама 1.2. Ат координаталық кеңістікте кез келген х = (х , х  , ... , хт), 
У = (У,, У2, ■■■, Ут) екі нүктенің ара қашықтығы

р(* .у) = уК х 1 -  УіУ + (*2 -  Уг) 2 +  -  +(хт -  Ут) 2 (8-1)
теңдігімен аныкталса, онда Аш евклидтік кеңістік деп аталады.

Евклидтік кеңістік Rm деп белгіленеді.
(8.1) формула жазықтықтағы жэне кеңістіктегі тікбұрышты Декарт 

координаталар жүйелеріндегі екі нүкте арасындағы қашықтықтың жалпыланған 
түрі.

Анықтама 1.3. х  пен у  векторларының қосындысы деп
х  + у  = (х{+ У {, х 2 + у 2, ..., хт + ут) (8.2)

векторын, ал х  пен у  векторларының айырымы деп
х - у  = (хх-  у ]5 х2 -  у 2, ..., хт -  ут) (8.3)

векторын атайды; а саны мен х  векторыньщ, немесе, х  векторы мен а санының 
көбейтіндісі деп

ах = (ахг ах2, ..., ахт) (8.4)
векторын айтады.
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Бұл (8.2), (8.3), (8.4) амалдар үшін келесі қасиеттер орындалады (а, р сандар; 
X J E  Rm):

2 ){x+y) + z = x + (y + z);
4) ax + ay = a (x + y);
6) a(P*) = (aP) x

1 ) x  + y  = y  + x; 
3 ) x - y  = * + ( - l )y ;  
5) ax + p у = (a + P)x; 
7) 1 x = x.

-Л> (8.5)
k =  1

саны x  векторының ұзындығы немесе нормасы деп аталады.
Аныктама 1.4. Rm кеңістіктегі х  пен у векторларының скаляр көбейтіндісі 

деп
*У = *,Уі + х 2у 2 + ... + хтут (8.6)

санды атайды.
(8.6) скаляр көбейтінді келесі қасиеттерге ие:
1) (х, х) > 0, мұндағы теңдік х  = 0 болғанда, тек сонда ғана орындалады;
2) (х, у) = (у, х); 3) (ах +Ру, z) = а(х, z) +Р(у, z), мұндагы z = (z], z2, ..., zm).
Бұл қасиеттер тікелей анықтамадан шығады. Скаляр көбейтінді үшін келесі 

қатыстар орындалатынын атап өтейік:
1) (х, у) = |х||у| • costp, 0 < ер < л; (8.7)

Мұндағы ф -  х  пен у векторларының арасындағы бурыш.

2) \х + у| < |*| + |у| немесе £ ( * ,  +ук)2 < ]Гх* + £ у ( (8 .8)

к=1 к=1
Бұл теңсіздік Минковский теңсіздігі деп аталады.
3) ІІ*І-ІУІІ<І*-УІ,  (8.9)

өйткені I* I = \(х -  у) + у| < \х -  у\ + |у|, |у| = |(у -  *) + х\ < |у -  х\ + \х\ < \х -  у\ + 
I* I немесе \х \ -  |у| < \х -  у|, |у | -  \х \ = -(|х | -  |у|) < \х~ у|, ал бүдан -\х -  у| < \х \ 
-  |у| < \х -  у|, яғни (8.9) теңсіздік шығады.

(8.8), (8.9) қатыстар үшбұрыш теңсіздіктері деп аталады.

1.2. Rm евклид кеңістігіндегі маңызды жиындар

D = (Аф^, *2, ..., хт)} с  Rm болсын.
1°. D c  Rm жиьшының эрбір М[х , х^ , ..., хт) нүктесінің координаталары ...

р(А,М) = уҚхі -  а і)2 +  (*2 -  а2) 2 +  ••• +(*m -  ат )2 < R (8.10) 
теңсіздікті қанағаттандырса, онда D жиын центрі А(а^, а^, ... , ат) нүктесі,
радиусы R болтан ашық m-өлшемді шар деп аталады.

2°. D с  Rm жиынның әрбір М  нүктесінің координаталары
р (А ,  М ) =  V ( * i  “  a i ) 2 +  -  « г ) 2 +  " • + ( x m -  а т У  ^  ^  ( 8 .П )

теңсіздікті қанағаттандырса, онда D жиын центрі А(а^ а^, ... , am) нүктесі,
радиусы R болтан түйық m-өлшемді шар деп аталады.

3°. D с  Rm жиынның эрбір М  нүктесінің координаталары
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p(A,M)  =  V(*i ~  ах)2 + (х 2 -  а 2)2 + - + ( * т  -  а т ) 2 = R (8.12) 
тендікті қанағаттандырса, онда D жиын центрі Л(а^ а , . . . ,  ат) нүктесі, радиусы
/? болған m-өлшемді сфера деп аталады.

4°. Центрі А(а^, а2, ... , ат) нүктесі, радиусы е > 0 болған ашық шар А
нүктесінің е-маңайы деп аталады. А нүктесі кіретін кез келген ашық жиын А 
нүктесінің маңайы деп аталады.

5°. D G Rm жиынының эрбір Аф^, ... , хт) нүктесінің координаталары
< d , \хГ I 2 a I < d , 

2 2 ’
< dm теңсіздіктерді қанағаттандырса, 

мұндағы */, d^, ... , dm -  кейбір оң сандар, онда D жиыны А(а , а^, ... , ат) 
нүктесінің тіктөртбүрышты маңайы, немесе центрі А(а , ... , ат) болған т
өлшемді ашық координаталық параллелопипед деп аталады. Келесі тұжырым 
орынды: А нүктесінің кез келген е-маңайы кейбір тіктөртбұрышты маңайды өз 
ішіне алады және, керісінше, кез келген А нүктесінің тіктөртбұрышты маңайы 
кейбір £-маңайды өз ішіне алады. Шынында да е > 0 үшін = — , t = 1, m ал
d t >  0 үшін 8 = min{f/ , d^, ... , d m} деп алынады.

6°. M €  D болып, M нүктесі кейбір 8 > 0 маңайымен D жиынында жатса, онда 
Мнүктесі D жиынының ішкі нүктесі деп аталады.

7°. N  нүктесі, өзінің кейбір е > 0 маңайының нүктелерімен D жиынында 
жатпаса, онда N  нүктесі D жиынының сыртқы нүктесі деп аталады.

8°. N  нүктесі D жиынының ішкі де, сыртқы да нүктесі болмаса, ол D 
жиынының шекара нүктесі деп аталады.

D жиынының шекара нүктесі М  бұл жиынға жатуы да, жатпауы да мүмкін.
Мысалы, центрі А нүктесінде, радиусы R-ге тең m -өлшемді сфераның кез 

келген нүктесі центрі А нүктесінде радиусы R-ге тең m-өлшемді тұйық шардың 
да, ашық шардың да шекаралық нүктесі болады. Тұйық шарға шекаралық 
нүктелер кіреді, ал ашық шарға шекаралық нүктелер кірмейді.

9°. D с  Rm жиынының кез келген нүктесі оның ішкі нүктесі болса, онда D 
жиынды ашық жиын деп атайды.

10°. D с  Rm жиынының барлық шекаралық нүктелері осы D жиынға кірсе, 
онда оны түйық жиын деп атайды.

11°. Rm кеңістіктің А нүктесінің кез келген 8-маңайында D жиынның ең 
болмағанда А дан басқа бір нүктесі болса, онда А нүктесін D жиынының шек 
нүктесі деп атайды. Енді 9° жағдайды былайша түжырымдауга болады:

Егер D с  Rm жиынының барлық шек нүктелері осы жиынға кірсе, онда D 
түйық жиын болады. Яғни, D тұйық жиын болуы үшін, оның барлық шек 
нүктелері осы D жиынга кіруі қажетті жэне жеткілікті.

12°. D  с  Rm жиынды өз ішіне алатын m-өлшемді шар табылса, онда D 
шенелген жиын деп аталады.

13°. Rm кеңестікте координаталары t параметр бойынша х 1 = (рх (t), х2 = 
q>2(t), —,х т =  (pm{t),a < t < P  үзіліссіз функцяилармен анықталган нүктелер 
жиыны үзіліссіз L қисық деп аталады.
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14°. D c  Rm жиынының кез келген екі нүктесін нүктелері толығымен осы 
жиында жататын қисықпен байланыстыру мүмкін болса, онда D-байланысты 
жиын деп аталады.

15°. Rm кеңестіктегі эрқандай ашық жэне байланысты жиын D аймақ деп 
аталады.

16°. D аймаққа оның шекаралық нүктелерін біріктірсек, ол тұйық D аймақ 
деп аталады.

Мысал 1.1. Центрі А(а а^, ... , а^)  нүктесінде, радиусы і?-ге тең ашық т- 
өлшемді шар

ШИ; R): (дсі -  + (х2 -  + ... + (хт-  ат) < R '
шенелген, байланысқан жэне ашық жиын, яғни Rm кеңестікте шенелген аймақ. 

Мысал 1.2. Центрі А(а , a , ... , а^)  нүктесінде, радиусы R-ге тең Rm
кеңістіктегі m-өлшемді сфера

2 2 2 2 
( х - а )  + (х2- а 2) + ... + (хт - а т) =R

тұйық жэне шенелген жиын.
Мысал 1.3. Центрі А(а^, ... , а^)  нүктесінде, радиусы R-ге тең тұйық т-

өлшемді шар
Ш(А; R): (х] -  + (х2 -  + ... + (хт -  ат) < r \

Rm кеңістіктегі шенелген тұйык аймақ.
Мысал 1.4. /?т \Ш(^(; R) жиын Rm кеңістікте шенелмеген жиын.
Мысал 1.5. Екі қиылыспайтын аймақтың жиынтыгы байланыспаған жиын.

1.3. Бірнеше айнымалды функция үғымы

Жазуды және игеруді жеңілдету мақсатында алдымызда қарастырылатын 
мәселелер көбінесе т  = 2 , қажет болғанда т = 3 үшін келтіріледі жэне х^, х^
координаталары сэйкес түрде х, у, z арқылы белгіленеді.

Анықтама 1.5. Егер D G Rm жиынының эрбір Щ х , х  , ... , хт) нүктесіне
белгілі /  ереже бойынша анык бір /  (М ) нақты саны сэйкес койылса, онда D 
жиында анықталган и = f  (М)  фукнциясы берілген делінеді.

D -  функцияның анықталу жиыны, берілген М  нүктесіне сәйкес f  ( М ) саны 
функцияның М  нүктесіндегі дербес мәні, ал барлық дербес мәндер жиынтығы 
{/ (М)} функцияның өзгеру жиыны деп аталады. М нүктесінің координаталары 
х , х  , ... , хт болғандықтан и = /  (М) функциясын и = f  (х^ Х2, ... , хт) түрінде
де белгілейді, яғни

u = f ( M )  = f ( x ]tx 2, . . . , х т)
т  = 2 болғанда z = f  (М) = f  (х, у) белгілеуі, ал m = 3 болғанда z = f  (М) = 

f  (x , у, z) белгілеуі қолданылады.
Анықтама 1.5'. D = {(х,у)} с  R2 реттелген нақты сандар жиыны, Е с  R 

нақты сандар жиыны болсын. Кез келген (х, у)  G D реттелген сандар жұбы үшін 
белгілі /  ереже бойынша анык бір z  G Е саны сэйкес қойылса, онда z шамасы х, 
у  айнымалдардың функциясы деп аталады.
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Функция f  : D —*■ E  немесе z = /  (x, y)  түрінде жазылады. Мұндағы x, у  -  
тэуелсіз айнымалдар (аргументтер), z -  тэуелді айнымал (функция), D -  
функцияның анықталу жиыны, f  (xq, yQ) -  функцияның (xq, y Q) нүктесіндегі 
дербес мэні деп аталады.

Егер (D, f  ) жұбы берілсе, онда функция берілген делінеді.
Ескерту 1.1. Кез келген өлшемді кеңістікте де функция осы сияқты 

анықталады.
2 = /  (%, У) функциясын (мұндағы (х, у) € D) Оху  координаталық 

жазықтықтағы М(х, у)  нүктенің функциясы деп қарастыруға болады. Дербес 
жағдайларда функцияның анықталу аймағы барлық жазықгық, немесе оның 
кейбір сызықтармен шенелген бөлігі болуы мүмкін.

D с  R2 үшін Rm үшін ілгері енгізілген бірнеше жаңа үғымдарды 
анықтайық.

Анықтама 1.6. Аймақты шенеуші сызық аймақтың шекарасы деп аталады.
Анықтама 1.7. Аймақтың шегарада жатпайтын нүктелерін оның ішкі 

нүкелері деп атайды; яғни М  ішкі нүкте өзінің кейбір маңайымен аймақта 
жатады.

Анықтама 1.8. Барлық нүктелері ішкі нүктелер болған аймақ ашық аймақ 
деп аталады.

Анықтама 1.9. Ашық аймақ пен оның шекарасы біріксе, ол түйық аймақ деп 
аталады.

z = /  (х, у)  немесе f  (M ) функциясының Мо(*о, yQ) нүктесіндегі дербес мэні 
zq = /  (*о, у о) немесе z = /  ( M ) деп белгіленеді.

Екі айнымалды функцияның геометриялық кескіні

Екі айнымалды функцияны геометриялық тұрғыдан түсіндіруге болады. 
Oxyz  координаталар жүйесінде D аймақгың әрбір MJ[xq, yQ) нүктесіне М (xq,
у , zq), нүктесі сэйкес келеді, мұндағы z = f  (xq, yQ), М  нүктесінің 
аппликатасы.

Осындай барлық нүктелердің жиыны Oxyz кеңістікте кейбір бетті 
анықтайды. Бұл бет z = /  (х, у)  функциясының графигі деп аталады.

Екі айнымалды функция да, бір айнымалды функция сияқты, кестелік, 
графиктік жэне аналитикалық (формула) түрде берілуі мүмкін. Әдетте, 
аналитикалық түрде берілген функция жиірек қарастырылады.

Екі айнымалды функцияларға мысалдар келтірейік.
Мысал 1.6. Функциялардың анықталу жэне мәндер аймақтары анықгалсын:
a) z  = х 2 + у 2 + 1; б) z  = д/4 — х 2 — у 2 ; в) z  = -<Jx2 + у 2 — 9;

t) z = j ^ p - =
Шешуі. a) Берілген функция көпмүше болғандықтан оның анықталу аймагы

барлық Оху  жазықтығы, яғни D = {{х, у)  е R1} (сурет 8.1а). Ал, мэндер аймағы, 
х  пен у жұп дэрежелі болғандықтан, Е = [\, +оо).
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б) z  = -у/4 — х 2 — у 2 функциясының анықталу аймағы 4 -  х2 -  у 2 > 0 , 
немесе х 2 + у2 < 4 теңсіздігін қанағаттандыратын (х, у) 6 /?2 нүктелер жиыны, 
яғни центрі <9(0; 0) нүктесінде, радиусы R = 2 болатын дөңгелек. Мәндер 
аймағы Е  = [0, 2] (сурет 8.16).

в) z =  у/х2 + у 2 — 9 функциясының анықгалу аймағы х 2 + у 2 — 9 > 0, 
немесе х 2 + у 2 > 9 теңсіздігін қанағаттандыратын Оху жазықтығындағы 
нүктелер жиыны, яғни центрі <9(0; 0), радиусы R = 3 болатын, х 2 + у 2 < 9 
дөңгелекте жатпайтын Оху  жазықтығының барлық нүктелері. Мәндер жиыны: 
Е = [3, +оо) (сурет 8.1в).

іг) Z — функциясының анықталу аймағы 16 -  х  -  у  > 0 немесе
, J l 6 - x 2- y 2

х2 + у 2 < 16 теңсіздігін қанағаттандыратын Оху жазықтығының барлық 
нүктелері, яғни центрі <9(0; 0) нүктесіндегі, радиусы R = 4 болатын ашық 
дөңгелек. Мәндер жиыны: Е = (0, 1/4) (сурет 8.1г).

Сурет 8.1

д) z  =  у]у  — х функциясының анықталу аймағы у  — х > 0 немесе у > х 
теңсіздігін қанағаттандыратын Оху жазықгығының нүктелері (сурет 8.1 д):

Мысал 1.6 а-дағы z  = x2 + y 2 + 1 функциясының графигі, айналу 
параболоиды болады (сурет 8.2).
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Ескерту 1.2. Егер функциялық тәуел- 
ділік нақты физикалық шамалардың 
арасында болса, онда анықгалу аймағы 
физикалық айнымал шамалардың 
табигатына байланысты болады. Мысалы 
тіктөртбүрыштың ауданы f ( x , y )  = ху  
формуласымен анықталады. Мұндагы х  
тіктөртбұрыштың табаны, у  биіктігі. Бұл 
жағдайда/) ( /)  = {(*, у), х  > 0, у> 0}.

§ 2. Бірнеше айнымалды функцияның шегі

Екі жэне одан көп айнымалды функциялар үшін функцияның шегі жэне 
үзіліссіздігі ұғымдары бір айнымалды функцияның шегі жэне үзіліссіздігі 
сияқты енгізіледі. Мүнда тек х  жэне х  шамалары М  жэне М  нүктелерімен, ал
\х -  x j  өрнегі (8.1) р(М, М ) өрнегімен ауыстырылады.

Анықтама 2.1. Егер кез келген е > 0 саны үшін N  = N(e) нөмір табылып, 
барлықn > N нөмірлер үшін

Д0К 2
) ‘ +(х<’>-х'">>‘ +■■■ + ( * ? ’ - х ? ’Г  < *

, ( 0 К 2 (") Л0)\2

■ ■ ■ ** г (°) (°) <°>\ • ^теңсіздігі орындалатындаи мдл:, ,х2 ) нүктесі табылса, онда

1^/(0) (0) (0К ■ ) / (") (") (")\1 . _ . .M Q(^  , х 2 ,...,Хт ) нүктесі ) М п(^  , х 2 , —,х т )і нүктелер тізбегінің шеп деп 

аталады.
Шегі бар тізбек жинақталушы тізбек деп аталады.
Екі айнымалды и = f  (М), М(х, у), функциясын қарастырайық. 
и = f  (М ) функциясы М  (х , у  ) нүктесінің кейбір маңайында анықталсын.

Мо(хо, у ) нүктесі бұл маңайда жатуы да, жатпауы да мүмкін.
Анықтама 2.2. (Гейне) Егер М  нүктесіне жинақталушы кез келген {Мп}, 

Мп Ф Л/ нүктелер тізбегі үшін функцияның сәйкес мэндерінің { / (Мп)} тізбегі b 
санына жинақталса, онда b саны /  (М) функциясының М  нүктесіндегі шегі деп

аталады және lim  f ( M )  = b немесе деп жазылады.
м->м0

У~>Уо
“е -  6” тілінде функцияның шегі былайша анықталады.
Анықтама 2.3. (Коши). Егер кез келген £ > 0 саны үшін 8  = > 0 саны

табылып, 0 < р (Л/, М) < 8 теңсіздігін қанағаттандыратын барлық М(х, у) £ 
D(J ) нүктелері үшін | /  (М) -  Ь\ < е теңсіздігі орындалса, онда b саны f  (М )
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да. lini — b немесе lim f  ( M )  = b деп жазылады.
х̂ х° м-+м0
У-*У,

Аныктама 2.4. (Коши) Егер кез келген е  > О саны үшін 8 = 8 ( e )  > 0 саны 
табылып, р(0, М  ) > 8 теңсіздігін канағаттандыратын барлық М(х, у) е D ( f ) 
нүктелері үшін \ f ( M ) - b \ < £  теңсіздігі орындалса, онда b саны / (М) 
функциясының М -> со болгандағы шегі деп аталады да, lim f  ( М )  = b деп

М —>СО
жазылады.

Анықтама 2.2 мен аныктама 2.3 өзара эквивалентті екендігін дәлелдеу бір 
айнымалды функциядағыдай. Тек х0 мен х  айнымалдар М  мен М  нүктелері
мен, \х — x j  жэне |xn — x j  айырмалар р(М, MQ) және р(М„, М ) арақашық-
тыкгармен, ал { / (хп)} санды тізбек {/ (Мп)} санды тізбекпен ауыстырылады. 

Мысал 2.1. f  (х, у) = 2х2 + у2 функциясының М  {4; 2) нүктесіндегі шегін
табайык.

Шешуі. Берілген функция Оху координаталық жазықтықтың барлық 
нүктелерінде анықталған. Мп нүктелердің М  нүктеге ұмтылушы кез келген

{Мп} тізбегі үшін 1 іт (2 х 2 + у 2п) = 2 І і т  х 2 + І і т  у 2п = 2 - 4 2 + 2 2 = 36
П—КХ) п—>оо «—>оо

2х—V
Мысал 2.2. f  (х,у) = ~̂ j— функциясының М ( 0; 0) нүктесінде шегі жоқ 

екендігін көрсетілсін.
Шешуі. Берілген функция х  + у  = 0 түзуінің нүктелерінен басқа Оху  

жазыктыгының нүктелерінде анықталған. Мп ; 0j және М п ^0; —j  нүктелер

функциясының A/q нүктесіндегі (немесе М  —* болғандағы) шегі деп аталады

тізбегі Mq(0; 0) нүктесіне жинақталады. Онда jjm у щ   ̂_ цт  п _ 2 , жэне
п—>00 П п—*00 1

— 1-0 
п

2 • 0 -  —
lira f ( M n) = lim ------TL = - 1-
«->00 «—>00 I

0  +  —  
n

Демек, анықтама 2.2 шарттары орындалмады, яғни А/(0; 0) нүктесіне
жинақталушы екі тізбектің мәндер жиыны тізбегінің шегі эртүрлі. Сондықтан 
М  (0; 0) нүктесінде берілген функцияның шегі жоқ.

Екі айнымалды функция шегінің анықтамасын пайдаланып, бір айнымалды 
функциялардың шектерінің негізгі теоремаларын екі айнымалды функцияларга 
көшіруге болады.
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Теорема 8.1. /  (М) мен g(M) функциялары D аймағында анықталған жэне 
lim  f  ( М )  = В  , lim г ( М )  = С  шектері болсын. Онда:М —»А/о ' '

!) J im  [ f ( M ) ± g ( M ) ]  = В ± С  ;

2) lim f ( M ) - g ( M )  = В С ;М М о

Д М )  в
3) lim — (С *  U) теңдіктер орынды.

g (M ) С
Дэледдеуі бір айнымалды функциядағыдай (теорема 5.14), тек х  пен х

шамалары М  мен М  нүктелерімен ауысады.
Анықтама 2.5. Егер

lim а( М)  = Ом->м„ (8.14)

болса, онда а(М) функциясы М  = А/ нүктесінде (немесе М  —> Mq болғанда) 
ақырсыз кішкене функция деп аталады.

Мысал 2.3. lim Sm'^ ’ = Q екіндігін дәлелдейік.
дг̂О 2у
у-У0
віпд^ 1 s inху  1 s inху  1 . , -

= l i m - ------ —= —limx- lim ------— = — 0 1  = 0 .Шешуі. lim
2 у  х~>° 2  ху 2  х~*° х~>° ху  _

у-* 0 у-у 0 у-у 0 у->0
Теорема 8.2. lim f ( М )  — A — const болуы үшін а(М) =

м->м0
функциясының М  нүктесінде ақырсыз кішкене функция болуы қажетті жэне 
жеткілікті.

Дәлелдеуі. Қажетгілігі. lim  f ( M ) = A  болсын. Онда lim а ( М )  =
м->м0 м->м0

lim ( Д М )  -  А)  = lim Д М )  - А  = А - А  = 0.М->М0 М—>М0 J
Жеткіліктілігі. lim а ( М )  = 0 болсын. Онда lim  f ( M ) =  lim (А

М->М0 М-уМ0 М-у М о
+ а(М)) = А+  lim а ( М ) = А  + 0=А.

Л/->Л/0
Екі айнымалды ақырсыз кішкене функцияларды салыстыру да бір 

айнымалды ақырсыз кішкене функцияларды салыстыру сияқты.

CC = o(J3)  белгісі М  нүктесінде а (М) функциясы р(М) функциясына 
қарағанда жоғарғы ретті ақырсыз кішкене функция екендігін білдіреді, яғни

ДМ )
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§ 3. Б ірнеш е айны м алды  ф ункцияны ң үзіліссіздігі

Анықтама 3.1. D Е Rm, M(xl tx2, 
Егер lim /  (М) = /  (М ) немесеM—*Mq о

lim f ( x v x2l...

Х2-*ф
хт~>хт

■■ ,х т), М0(х [ ° \х2° \  . . . .Х ^ )  Е D болсын. 

.xm) = f ( x i ° \ x ? \ ..... xjj?) (8.15)

теңдігі орындалса, онда /  (М) функциясы Mq нүктесінде үзіліссіз деп аталады.
(8.15) теңдігі үзіліссіздік ұғымының шек негізіндегі анықтамасы.

3.1. Екі айнымалды функцияның үзіліссіздігі

т - 2  болған жағдайды қарастырайық.
/  (М) функциясы D с  R аймақта анықталған, Л/ £ D болып, М  нүктесінің 

кез келген 8-маңайында D жиынның нүктелері бар болсын.
Аныктама 3.2. Егер /  (М) функциясының A/()(xo, ) нүктедегі шегі бар жэне

ол шек осы функцияның М  нүктесіндегі мэніне тең болса, онда f  (М) 
функциясы Л/ нүктесінде үзіліссіз деп аталады, яғни

J i m /  (M) = f  (MQ) немесе J i m / (х, y) = f  ( x q, yQ). (8.15 a)
у - У о

Анықтама 3.2-ні тізбектер тілінде былайша беруге болады:
Анықтама 3.2 а  (Гейне). {Mn}"=1 £ D кез келген тізбек үшін lim  М п -  М 0

П-> оо

болғанда
Jim /  (Мп) = /  (М), немесе J J m / (xn, yn) = /  (xq, yQ) (8.156)

° Ул-»У 0

теқцігі орындалса, онда /  М) функциясы ( М ) нүктесінде үзіліссіз деп аталады.
“е -  5” тілінде /  (М) функциясының М  нүктедегі үзіліссіздігі былайша 

анықталады.
Аныктама 3.26 (Коши). Егер кез келген е > 0 саны үшін 8 = 8(e) > 0 саны 

табылып, р( М , М) < 8 теңсіздігін қанағаттандырушы барлық M E D  нүктелер
үшін If  (М) -  f ( M )I < e теңсіздігі орындалса, онда /  (M) функциясы М  
нүктесінде үзіліссіз деп аталады.

Қабылданған таңбаларды пайдалансақ анықтама 3.2 а былайша жазылады: 
(Vff > 0 ,3 ^  > О, V M  € D , p ( M 0, M )  < S ) : \ f  ( М )  - / ( М 0)| < е  Кейініректе 
z = /  (М) функциясының нүктесіндегі үзіліссіздігінің басқаша жазьшуы жиі
қолданылады.

z = /  М) функциясының М  нүктесіндегі толық өсімшесі деп
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Az = f ( M ) - f { M Q) = f  (x, y ) - f  (x Q, yQ)
шаманы атайды.

Mo(xo, y o) жэне M(х, у) нүктелері үшін х -  x q = Ах, у -  yQ = Ау белгілеулерін 
енгізсек, Az = f  (xq + Ax, y Q + Ay) -  f  (xq, y j  түрінде өрнектеледі.

Анықтама 3.2в. Егер z = f  (M) функциясының M  нүктесіндегі толық 
өсімшесі M —> болғанда ақырсыз кішкене функция, яғни

І 5 5 0 -  0, немесе h m A z  =  0  (8.15в)
Д>>-»0

болса, ондаг = f  (М) функциясы М  нүктесінде үзіліссіз деп аталады.

Jim  Д z = 0 шартынан Jim  /  (М) = f  (Л /) (8.156)

болатындығы айқын көрінеді.
Мысал 3.1. z = х2 -  у2 функцияның Оху жазықтығының кез келген М(х, у) 

нүктесінде үзіліссіз екендігін көрсетейік.
Шешуі. Берілген М(х, у) нүктесіндегі толық өсімшесі 

Az = [(x + Ах) -  (у + Ау)2] -  (х2 -  у 2) =2х А х - 2 у  Ах + (Ах)2 -  (Ау)2
Бұл теңдіктен Ах —*■ 0, Ау —► 0 болғанда Az —> 0 болатындығы айқын. Демек, 

анықтама 3.2в бойынша берілген функция кез келген белгіленген М(х, у ) 
нүктесінде үзіліссіз.

Анықтама 3.3. /  (М) функциясының үзіліссіз болмаған нүктелері, оның 
үзіліс нүктелері деп аталады.

3.2. Нүктеде үзіліссіз бірнеше айнымалды функциялардың негізгі 
қасиеттері

Теорема 8.3. Егер f  (М) жэне g(M) функциялары M  £ D с  R2 нүктесінде 

үзіліссіз болса, онда /  (М) ± g(M), f  (М) g(M), (g(M ) Ф 0) функциялары дадЩ)  0
М  нүктесінде үзіліссіз болады.

Дэлелдеуі бір айнымалды функциялар (теорема 5.25) сияқты дэлелденеді. 
Тек х  орнына М, х  орнына М  нүктелері, \х -  х  | орнына р( М , М) ара
қашықтық жазылады.

Теорема 8.4. Егер z = /  (М) функциясы М  е  D <^R2 нүктесінде үзіліссіз, эрі 
f  (Af) Ф 0 болса, онда М  нүктесінің кейбір 5-маңайы табылып, бүл маңайдың 
барлық нүктелерінде /  ( М ) санның таңбасы сақталады.

Теорема 8.5. (күрделі функцияның үзіліссіздігі) х  = cp(u, v), у  =y(u, v) 
функциялары (uq, vq) G D R2 нүктесінде үзіліссіз, ал z = f  (x, у)  функциясы
сәйкес (xq, у ^ б О  c R 2, мұндагы xq = <p(uq, vq), yo = \j/(uq, vq), нүктесінде үзіліссіз
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болсын. Онда z = f  (cp(u, v ), y(u, v)) күрделі функция (u^v ) нүктесінде үзіліссіз 
болады.

Бұл теоремалар бір айнымалды функциялар үшін сәйкес теоремалар 
(теоремалар 5.26, 5.27, 5.28) сияқты дэлелденеді.

Ескерту 3.1. Айнымалдар саны екіден көп болған жағдайда да теорема 
орынды болады.

3.3. Түйық аймақта үзіліссіз функциялардың негізгі қасиеттері

Бір өлшемді R1 кеңістіктегі кесіндінің Rm кеңістіктегі үйлесімі -  түйық 
аймақ. Сондықтан кесіндідегі бір айнымалды үзіліссіз функциялардың 
қасиеттерінің жалпыланған түрі бірнеше айнымалды үзіліссіз функциялар үшін 
тұйық аймақта орынды болады.

Теорема 8.6. Егер z = f  (M) функциясы шенелген D тұйық аймақта үзіліссіз 
болса, онда: а) /  (М) функциясы D аймакта шенелген, яғни с > 0 саны
табылып, D аймақтың барлық нүктелерінде | /  (М)\ < с теңсіздік орындалады;

б) М  жэне М  нүктелері табылып, бұл нүктелерде f  (М) функциясы өзінің 
дэл жоғаргы жэне дэл төменгі шекараларын қабылдайды, яғни 
/  (Л/) = sup / ( М )  = шах / ( М ) , / ( М 2) - in f / ( М )  = min / ( М ) ;

М  е£) М  &D М  eZ)

в) Ең болмағанда бір нүкте табылып, бұл нүктеде max/ (М) мен m in/ (М) 
арасындағы кез келген мэнді қабылдайды.

§ 4. Бірнеше айнымалды функцияныц 
туындылары мен дифференциалдары

4.1. Дербес туындылар

z  =  f  М) функциясы белгіленген М{х, у ) нүктесінің кейбір маңайында 
анықталған болсын. М  нүктесіндегі х  айнымалға көрсетілген маңайдан 
шықпайтындай Ах өсімше берейік те, у  айнымалды өзгеріссіз қалдырайық, 
яғни, М(х, у)  нүктесінен М [х  + Ах, у) нүктесіне өтейік. Сонда функцияның
алатын сәйкес өсімшесі

Axz  = f ( x  + A x , y ) - f ( x , y )
шама М(х, у)  нүктесіндегі х  айнымал бойынша дербес өсімшесі деп аталады. 
Осы сияқты у  айнымал бойынша алатын дербес өсімше

Д = /  (х, у  + Ду) -  /  (х, у).д  2 (  A z )
Аныктама 4.1. Егер Нш I lim  I шек бар болса, онда ол шек

А*-»0 АХ Ду )
z = /  (М) функциясының белгіленген М(х, у) нүктесіндегі х  айнымал (у 
айнымал) бойынша дербес туындысы деп аталады жэне
z 'x. fx> ( zy> fy> ̂  белгілеулердің біреуімен белгіленеді.
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Анықтамадан көрінгендей, х  бойынша дербес туындыны тапқанда (у 
бойынша дербес туындыны) у белгіленген шама (х белгіленген шама) деп 
алынады.

Демек, дербес туындылар бір айнымалды функциялардың туындыларының 
формулалары мен ережелерін қолдану арқылы есептеледі.

Ескерту 4.1. u = f  (х , х^ Хт), фуНКЦИЯСЫНЫҢ М(х^, Х2, *т)
нүктесіндегі х^ , к =1, т  , 
айнымал деп, ал х , х  , . . . ,  х1 2 к

a ) z  = x

айнымал бойынша дербес туындысында х  -ны 
, х  , ,  хт белгіленген шама ретінде қарап, бір 

айнымалды функцияның туындысы ретінде есептеледі.
Мысал 4.1. Берілген функциялардың , ү- дербес туындылары табылсын:

2 ху  + у 
2

-4  ху  + 2у.Шешуі. a) | = 3 х 2- 2 у 2, |
dz _  у  dz _  х
дх х 2+у2 ' ду х 2+у2 ' 
dz „ 2 dz 3

б) z = arctg в) z = x  siny.

B) - = 3 x  s m y , -  = x cosy.

Мысал 4.2. Берілген функциялардың 
табайық:

2 2 I—а) и  = 2x у  z - x y  cosz + \ x  siny • tgz;3 2 2
б) u  =  x  cosy +  2y tgz -  xcosy + Z X 

llleiuyi. a) ^  = 4xyz  -  у cos* + siny
d\i 2■^ = 2 x z -  Ixycosz + yfx cosy ■ tgz,
du 0 2 2 . V5F sin у— = 2x  у  + xy  Sinz + ---- ;—.dz 7 . 7 cos2_z
.̂4 du « 2 26) — = 3x cosy- cosy + z ,dx 3

^  = -3x  siny + 4ytgz + xsiny,

du du du -— дербес туындыларын

tgz,

du 2y2 ■ + 2zx.dz cos*z
Ескерту 4.2. Анықтама 4.1. бойынша 

дербес туындылар М(х, у) ішкі нүктелер 
үшін анықталды. М(х, у) шекаралык нүкте 
болғанда Axz(Ayz) аныкталмауы мүмкін, 
өйткені М ( х  + Ах,у), (Мрс,у  + Ау))
нүктесі Дх Ф 0 (Ау Ф 0) болғанда аймақга жатпауы мүмкін. Бұл жагдайда, егер 
ішкі М(х, у)  нүктесінде дербес туынды бар болса, онда М  шекаралық нүктедегі
дербестуьшды lim  z  ( М )  шекбарболса, анықтамабойынша

м —» м0 х
z x( M 0) =  J im  z x( M )  

түрінде анықталады (сурет 8.3).
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Екі айнымалды функцияның дербес туындыларының геометриялық 
мағынасы

z = (х, у ) функциясының графигі кеңістіктегі кейбір бет болатындығы белгілі. 
У = У0 = const десек z = (х, у ^  функциясының графил осы бешен у  = y Q 
жазықтығының қиылысу сызығы.

Бір айнымалды функцияның туындысының геометриялық мағынасын (6.2) 
ескерсек, f x (x, yQ) = tga, мұндағы a -  Ox осімен z = f  (х, yQ) сызығының М (xq,
уо) нүктесіндегі жанамасының арасындағы бұрыш. Осы сияқты fy(xQ, у) = tgp, 
мұндағы р -  Оу осімен z = f  (xq, у) сызығының Л /(xq, y j  нүктесіндегі 
жанамасының арасындағы бұрыш.

4.2. Дифференциалданатын функция үгымы

Az = f ( x  + Ах, у  +  Ay) - f i x ,  у) өрнегі z = f(M)  функциясының M(x, у) ішкі 
нүктедегі х  жэне у айнымалдардың Ах жэне Ау өсімшелеріне сәйкес толық 
өсімшесі екендігі белгілі.

Анықтама 4.2. z = f(M)  функциясының М(х, у)  нүктесінде толық өсімшесі 
Az = A Aх  + В Ay + a(Ax, Ay) Ax + p(Ax, Ay) Ay (8.16) 

түрінде өрнектелсе, онда z = f  (M) функциясы M{x, y) нүктесінде 
дифференциалданушы деп аталады.

Мұндағы А жэне В, Ах жэне Ау өсімшелеріне тэуелсіз сандар, ал а(Алг, Ау) 
жэне Р(Дх, Ау) функциялары Ах -» 0, Ау -» 0 болғанда ақырсыз кішкене 
функциялар.

Бір айнымалды функция кейбір нүктеде дифференциалданатын болса, онда 
сол нүктеде фунпщия үзіліссіз жэне туындысы бар болатыны белгілі. Жэне 
керісінше, берілген нүктеде функцияныц туындысы бар болса, онда ол бұл 
нүктеде дифференциалданатын функция болады.

Екі айнымалды функциялар үшін осы шарттардың қолданылуын қарас- 
тырайық.

Теорема 8.7 a . (дифференциалданудың қажетті шарттары). Егер z = f  (М) 
функциясы М(х, у)  нүктесінде дифференциалданатын болса, онда функция бұл 
нүктеде үзіліссіз жэне fx(x, y) , fy(x,  у) дербес туындыларына ие болады, әрі 
fx(x > У) = Л, fy(x, у) = В теңдіктері орынды.

Дәлелдеуі. Егер /  (М) функциясы М(х,  у) нүктесінде дифференциалданатын

болса, онда (8.16) тендігінен ^  екендігі шығады, яғни функция бұл
Ay—»0

нүктеде үзіліссіз.
/  (М ) функциясы Mix , у) нүктесінде дифференциалданатын болғандықтан

(8.16) теңдік орынды. Ay = 0 десек (8.16) теңдік Axz  = A Ax + a(Ax, 0) Ax 
түріне келеді. Бүл тендіктің екі бөлігін Ах-қа бөліп, Ах —> 0 деп шекке көшсек
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lim = lim [A + a (Ax, 0)] = A.
Ддг->0 Ax Дх-»0 J

Демек, M  нүктесінде f^(x, у ) = Я.
Осы сияқты, Ax = 0 десек, (8.16) тендік Ayz = В Ay + P(0, Ay)- Ay түріне 

келіп, бұдан

/у'О, У) =  Jimn Т~ = } [тЛв  + /?(о, Ду)] = в.Ду-*0 ДУ Ду-*0
Бұл, теоремаға кері тұжырым, дүрыс емес. Яғни М(х, у) нүктесінде f  (М) 

функциясының үзіліссіздігінен немесе /Х'(х ,у ), fy {x ,y ) дербес туындылардың 
барлығынан функция дифференциалданушы болмайды.

Мысалы, /(х ,у )  = -у/х2 + у 2 функциясы (0, 0) нүктесінде үзіліссіз, бірақ б р  
нүктеде дербес туындыларға ие емес. Шынында да,

/(0 + Д д г ,0 )-/(0 ,0 )

Дх

V( 0+Д х)2+ 0 - 0  |Дх| _. |Дх| ,------ ----------- — , ал бірақ , —  функциясының Дх
Дх Дх Дх т 0

болғанда шегі жоқ. Демек, /х'( 0,0) жоқ. Осы сияқты /у'(0,0) дербес туындысы да 
болмайды. Берілген функция (0, 0) нүктесінде дербес туындыларга ие 
болмағандықтан, берілген нүктеде дифференциалданбайды.

(0, Ох және Оу осьтерінде,
/V >У) — д Ху  жазықтықтың басқа нүктелерінде 

функциясы 0(0, 0) нүктесінде дербес туындыларга ие f  (x, 0) = 0, /  (0, у) = О 
болғандықтан, 0,0) = 0 жэне ^,'(0,0) = 0. Бірақ f  (х, у) функциясы бұл 
нүктеде үзіліссіз емес.

Теорема 8.76. (дифференциалданудың жеткілікті шарттары) Егер z = f  (М) 
функциясының М{х, у) нүктесінің кейбір 8-маңайында /*', /у' дербес 
туындылары бар және бүл дербес туындылар М(х, у) нүктесінде үзіліссіз болса, 
онда f  (М) функциясы М(х, у) нүктесінде дифференциалданушы болады.

Дәлелдеуі. М(х, у) нүжтесін және оның 5-маңайын белгілеп алайық. х жэне у 
айнымалдарға осы 8-маңайынан шықпайтындай Ах және Ау өсімшелерін 
берейік. Сонда функцияның

Az = f  (х + Ах, у + Ay) - / (х, у)
толық өсімшесін

Az = [ /  (х + Ах, у + Ау) -  /  (х, у + Ay)] + [f  (х, у + Ay) - /  (х, у)] (8.16) 
түрінде жазуга болады. /  (х + Ах, у + Ay) -  /  (х, у + Ау) өрнегін /  (х, у + Ау) 
тек бір х айнымалды функцияның өсімшесі деп карауга болады. Мүндағы у + 
Ау белгіленген тұрақты сан. Шарт бойынша, бұл функция fx(x, У + Ау) 
туындысына ие. 6.11 Лагранж теоремасы бойынша

f  (х + Ах, у + Ау) -  /  (х, у + Ау) = %(х+ Өі Ах, у + Ау) • Ах, 0 < О, < 1 
Осы сиякты талқылап, /  (х, у + Ay) -  f  (х, у) айырым үшін

f  (х, У + Ay) -  f  (х, у) = fy(x, у  + 02 Ау) Ау, 0 < 02 < 1 
тендігі алынады.

Шарт бойынша, /х', /у' дербес туындылары М(х, у) нүктесінде үзіліссіз. 
Сондықтан

И т /Х'(х + О, Ax, у + Ay) = /х'(x , у),
Д у -> 0
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lim /y'( (x, у  + Ө2 A y )  =fy(x , y).
Ду—*0

Бұл теңдіктерден
№  + Өі Ax , y  + Ду) = %(х, у) + a(Ax, Ay), 

fy(x, у  + Ө2 Ay ) =fy(x, y) + P(Ax, Ay)
екендігі шығады. Мұндағы a(Ax, Ay) және P(Ax, Ay) функциялары Ax —► 0, Ay —> О 
болғанда ақырсыз кішкене функциялар. Алынған бұл өрнектерді (8.16) теңдігіне 
қойсақ

Az = fx(x,  у) Ax + fy(x, у) Ay + a(Ax, Ay)-Ax + P(Ax, Ay) Ay (8.17)
екендігі табылады. Ал, бұл теңдік /(х ,у )  функциясы М(х, у) нүктесінде 
дифференциалданатын функция екендігін көрсетеді.

Салдар 4.1. /*'(х, у) жэне fy(x, у) дербес туындылары М(х, у)  нүктесінде 
үзіліссіз болса, онда /  (х, у) функциясы да осы нүктеде үзіліссіз.

Анықтама бойынша (8.16) теңдік арқылы функцияның берілген нүктеде 
дифференциалдануьш анықтау едәуір қиындықтар тудырады. Бұл мәселені 
теорема 8.76. жеңілдетеді, себебі дербес туындылардың нүктедегі үзіліссіздігін 
көрсету оңайлау.

Ескерту 4.3. Үш және одан да көп айнымалды функциялардың нүктедегі 
дифференциалдануы екі айнымалды функция сияқты енгізіледі.

4.3. Күрделі функциялардың туындылары

Күрделі функциялардың үш түрін қарастырайық.
4. z = /  (х, у) екі айнымалды функция берілген. Өз кезегінде х = x(t), у  = 

y(t), яғни t тәуелсіз айнымалды функциялар болсын. Онда z = f  [х(0, у(0] 
функциясы тәуелсіз айнымал /-ныц функциясы болып, ал х пен у аральщ 
айнымалдар болады.

Теорема 8.8. Егер х = x(t), у  = y(t) функциялары t нүктесінде 
дифференциалданушы, ал z = f  (х, у)  функциясы M[x(t), у(/)] нүктесінде 
дифференциалданушы болса, онда z = f  [x(f), у(0] күрделі функциясы да t 
нүктесінде дифференциалданушы болады жэне күрделі функцияныц туындысы

££ =  ££ . “  + i L  (8.18)
d t  д х  d t  д у  d t

формуламен анықталады.
Дәлелдеуі. t айнымалға At өсімше берсек x(t) мен y(t) функциялары 

Ах және Ау өсімшелер алады, ал z = f  (х, у) функция өз кезегінде
Az = /  (х + Аху + Ду) -  f  (х, у)

өсімше алады. Шарт бойынша z = f  (x, у) функциясы М(х, у) нүктесінде 
(мұндағы х = х(/), у = у(/)), дифференциалданушы. Сондықтан (8.17) теңдік 
бойынша функцияныц өсімшесін

Az = %(х, у) Ах + fy (х, у) Ау + а(Ах, Ау) Ах + Р(Дх, Ау) Ау 
түрінде жазуға болады. Мұндағы a(Ax, Ay), p(Ax, Ay) функциялары Ax —» 0, Ay —► 
0 болғанда ақырсыз кінпсене функциялар.

Дх = 0, Ау = 0 болганда а(0, 0) = 0, (3(0, 0) = 0 деп анықгайық.
Az үшін алынған тецдіктің екі бөлігін А/-ға бөлсек,
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77 =  /*(*> У>77 + /уЧ*. У) 77 + «(Ax, Ay) ^  + р(Дх, Ду) ^  (8.19)

теңдігін аламыз. Шарт бойынша: І і ш , l i m , әрі х(г), у(і)
д‘-+0 At dt  д,->° At dt

функциялары t  нүктесінде дифференциалданатын болғандықтан, олар t 
нүктесінде үзіліссіз, яғни At —> 0 болғанда Дх —> 0, Ду —► 0 болып, а(Ах, Ду) —►

* • Д у0 екендігі шығады. Сондықтан (8.19) тендігінщ а(Дх, Ду) —

0 болганда (8.19) теңдіктің оң бөлігінің шегі
0, Р(Дх, Ду)

Р(Дх, Ду) — қосылғыштары At

бар болады, демек, сол бөлігінің де шегі бар, яғни Нгп = —  , жэне — =
д<->о At dt dt

fx(x, у) — + Шх, у) — немесе — = ^  ^7XV ' > dt ^ y v  ’ ■ "  d t  dt gx dt Qy dt
Мысал 4.3. z = x  sin -  функциясының x = 5 + 61, у  = V l + t 3 болғандағы

туындысы табылсын.
Шешуі.

dz х х  х Эх х 2 х dx dy  312
—  = s in -  + - c o s - , —  = ---- - c o s - .—  = 6,—  =
ox У У У ду у г у  dt

болғандықтан (8.18) формула бойынша
dz ( х  х  х  \  х 2 х
—  = I sin -  H—  cos — I • 6 ---- - cos —1 ---------
dt \  у  у  у  ) У2 У 2V1 + 13

2. Егер z = /  (х, у) функциясында у = <р(х) болса, онда z = f  [х, ф(х)] 
функциясы х-тің күрделі функциясы болады.

, dz dz dx . dz dy dx .(8.18) формулада t = x  деп алсақ,— = — + — ■ — ; немесе — = 1

dt  2V1 + 13 

3 t2

dx dx dy dx dx
екендігін ескерсек,

dz _  dz dz dy
dx dx dy dx

Дербес жағдайда y(x) функциясы айқындалмаған f  (x, y(x))
. d f  d f  dy n -берілсе, оның туындысы, — + — ■ — = 0 бұдан

(8.20)

0 түрінде

dy  _ - / *
dx f'y

z=x3+yfy, У = sin2 X

(8.20a)

күрделі функцияның туындысыМысал 4.4.
табылсын.

Шешуі. — =3х , — =  =  2sinxcosx болғандықтан (8.20) формуласы
J  д х  ’ д у  2 s f y  d x

бойынша

Зх2 +  cosx
dz  ,  1 „ , 2 sinx • cosx
—  = Зх2 H-----=  2 sin x ■ cos x = 3xi +
dx 2 yjy

4. Енді жалпы жағдайды қарастырайық. Z  = / ( х ,  у) екі айнымалды
2Vsin2x 

. Z = /
функция, өз кезегінде х жэне у айнымалдар екі немесе одан да көп
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айнымалдарға тәуелді, мысалы х = х(и, v), у  = у(и, v ) болсын. Онда z = /  [х(и, 
v ), у(и, v)] функциясы и  жэне v  айнымалдардың күрделі функциясы, ал х  жэне 
у аралық айнымалдар болады.

Теорема 8.9. Егер х(и, v) және у(и, v ) функциялары (и, v) нүктесінде, ал 
z = f ( x ,  у)  функциясы (х, у)  нүктесінде, мұндағы х = х(и, v), у  = у(и, v), 
дифференциалданушы болса, онда z = f  [х(и, v), у(и, v)], күрделі функция (u, v ) 
нүктесінде дифференциалданушы болады жэне күрделі функцияның осы (u, v) 
нүктедегі дербес туындылары

dz  _  dz дх dz ду dz dz дх dz ду
ди дх ди + ду д и ’ dv дх d v + ду dv $ . 2 1 )

формулалармен анықталады.
Дәлелдеуі. и  айнымалға А и өсімше беріп, v айнымалды өзгертпей 

қалдырсақ, онда х = х(и, v), у  = y(u, v) функциялары сэйкес түрде Аих, Диу  
дербес өсімшелер алады, ал дифференциалданушы z = f  (х, у) функцияның 
алатын өсімшесін (8.17) теңдік бойынша

Auz fx Аих  + fyAuy  +  <х(̂ Аих, Аиу)Аих  + /?(Аих, Аиу)Аиу  
түрінде жазуға болады. Бұл теңдіктің екі бөлігін де Аи Ф 0 өсімшеге бөліп, 
Ди —*■ 0 болғанда шекке көшсек,

A «z ...............  Ал,х ...............  Аиу
lim = fx (x ,y ) lim -?— + fy (x ,y)  lim ди-о Аи ди-о Аи у  Ди-о Ди

Нш р(Аих, Диу) lim
А х

+ lim а (Аих, Аиу)  lim —  .Ди- 0  ди-о Ди Ди- 0

+
А иУ

Ди-о Ди
тендік орьшдалады. Шарт бойынша х(и, v ), y(u, v) функциялары (u, v ) 
нүктесінде, f i x ,  у )  функциясы сэйкес (х, у) нүктесінде дифференциалданушы 
функциялар болғандықтан, жэне

Auz  dz Аих  dx A uy  dy
ди-о Ди du  Ди-о Ди аи Ди-о Аи du

lim а{Аих, Аиу )  = 0, lim р {Аих, Аиу ) = ОДи-0 Ди—о
A Z . . dz dz дх dz дутеңдіктерді ескерсек hm  — үшін алынған теңдік — = — ■ — + — '

Да — О Д М ди ду ди

түріне келеді.
Осы сияқты и айнымалды өзргертпей қалдырып, v  айнымалға Av өсімше 

_ „ dz dz дх dz дуберсек, жоғарьщағьщаи талқылау жәрдемімен — = — ■ — + — теңдік

алынады.дСі =  Xi(t1( t2, ..., tm), і = 1, m ___
Ескерту 4.4. Rm кеңістікте x t = х ^ ,  t 2, t m), i = t , m  функциялары 

белгіленген i t v t 2, нүктесінде дифференциалданушы болса, ал и  =
f i x 1 , x 2, . . . ,xm) сэйкес (х1 , х 2, . . . ,хт) нүктесінде, мұндағы 
х і = x i ih -  h> i = l , m ,  дифференциалданушы функция болса, онда (8.21)
формуласының жалпылануы мына түрде болады:

ди  ^  ди dxt . -—

dtj t r 5 x ,  dtj
(8.22)
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Мысал 4.5. z  = ех +у , х  = 2и + 3v, у  = -5 и + 4v күрделі функцияның 
дербес туындылары табылсын.

Шешуі

—  = е *1+у3 -2х —  = е *1+у3 • 3v2 — = 2 — = 3 — = - 5  —  = 4 
дх ду ' ди  ’ ди 1 ди ’ dv

өрнектерді (8.21) формулаға қойсақ,

^  = 2хех2+у3 ■ 2 +  Зу 2ех2+У3 ( - 5 )  = 4хех2+У3 -  15у2ех2+У3, 
dz
—  = ех2+У3 2х • 3 4- 3у 2ех2+У3 ■ 4 = 6х е х2+у3 + 12у 2ех2+у3.

4.4. Айқындалмаған функцияның туындысы

и = и (х 1гх 2, . . . , х т) функциясы
Ғ(х1 , х 2, . . . , х т,и) = 0 

айқындалмаған түрде берілсін.
Теңдіктің екі бөлігінен де айнымалдар бойынша, оларды параметр деп 

есептеп, дербес туындылар алсақ, (8.21), (8.22) формулалар бойынша
д Ғ  д Ғ  д и  ------
^ — + —  ■ —  = 0, і = 1 ,т 
охі ди охі

теңдіктер алынады. Бұл теңдіктерден:

^  = І = гдХі ТП (8.22а)

Мысал 4.6. Айқындалмаған түрде берілген X + у  + C O S ^ +Х у) — 0 
функциясының дербес туындылары табылсын.

Шешуі. х бойынша дербес туынды алсақ: 2 х  — Sin(z + Xy)(zx +_у) = 0| у  

бойынша дербес туынды алсақ: 2у  — sin(z +  x y ) ( z y +  х ) =  0 ;

с,,г, • 2 x - y s m ( z  + xy) . 2у  -  Jtsin(z + ху)Ьұл теңдіктерден: z  = ------ ----- -------— , z  = J J ’
sin(z + лу) sin(z + xy)

4.5. Багыт бойынша туынды. Градиент

М(х, у) нүктесінің кейбір маңайында 
анықталған z = f  (M) функцисын жэне осы 
нүктеден шығатын I = (cosa, cosP) 
векторын қарастырайық.
М(х, у) нүктесіндегі функцияның I бағыт- 
та өзгеру жылдамдығын сипаттайтын 
бағыт бойынша туынды ұғымын енгіземіз.
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М(х, у) нүктесі арқылы бағыты I векторымен бағыттас L түзуін өткіземіз 
жэне бағытталған түзуде М  (х + Ах, у  + Ay) нүктесін аламыз (сурет 8.4).

Д/ = ММ, деп белгілесек, М  нүктесі сурет 8.4-дегідей орналасса A/ =

уҚАх ) 2 + (Ду)2, ал М  нүктесі М  нүктесінің басқа жағына орналасса, Al =

—-/(Ax)2 +  (Ду) 2 ■ z  = f {M)  функциясының алатын өсімшесі:
Az = f  ( х  + Ах, у  + Ay) -  /  (х, у)

О (М  —► М) болғандағы шегі бар болса,Анықтама 4.3. — қатынастың А/ дг
онда ол шек z = f  (М) функциясының М(х, у) нүктесіндегі / бағыт бойынша 
туындысы деп аталады жэне

A z dz 
lim —  = —Ди-»о Al g i

түрінде белгіленеді.
Енді z — f  (М) функциясы М(х, у) нүктесінде дифференциалданушы функция 

болсын. Онда функцияның L түзуін бойлап алатын өсімшесі
Auz  = fx(x, у)Ах  + fy (х, у)Ау + а^Ах, Ду)Дх + р^Ах, Ау)Ау

түрінде болады. Мұндағы жэне Р} функциялар А1 —> 0 болғанда ақырсыз 
кішкене функциялар.

Теңдіктің екі бөлігін да Ді-ге бөліп, Ax = Al- cosa, Ay =Al cosP= Al 
c o s^  — a)  = Al sina екендігін ескерсек:

Az
—  = fx (x, y) cos a + fy (x, y) cos /? +  а г {Ax, Ay) cos a  + &  (Ax, Ay) cos /?.

Бұл теңдікте Al —*• 0 болғанда шекке көшсек
dz dz dz
—  = — cosa  + —  cos P, (8.23)
dl dx dy_

z = f  (M) функциясының M{x, y) нүктесіндегі / {cosa, cosP} бағыты бойынша 
туындысының формуласы алынады.

Дербес жағдайда a = 0 болса, , Р = 0 болса, =  — болады.
Анықтама 4.4. z = f  (М) функциясының М(х, у) нүктесіндегі градиенті деп 

координаталары М{х, у)  нүктесіндегі — жэне — дербес туындылар болғанду
векторды атайды. Градиент

8radz = ( S 'S I  (8-24)
деп белгіленеді. Осылайша и = f  (x, у, z) функциясыньщ M(x, у, z) нүктесіндегі 
/{cosa, cosp, cosy} бағыты бойынша туындысы

du du{M) du{M) du{M)
—  =  —-— cosa  + — -— cosp  H---- -— cosy
dl dx dy dz

формуласымен, ал градиенті

gradz =

түрінде анықталады.

(du(M) du{M) du{M) I  
[ dx ’ dy ‘ dz j
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Мысал 4.7. z -  х"у + х у 2 функциясының А/(1; 2) нүктесіндегі ММг багыты, 
мұндағы АТ(2; 3), бойынша туындысын жэне градиентін табу керек.

Шешуі. ММг векторының бағыттаушы косинустарын табамыз:
ММ1 = {2 - 1, 3 -  2 } = {1; 1} болғандықтан, iMAf^ - V I2 + I 2 = V2,

I = і= = | = + j=j, ЯҒНИ, cosa =-j= , cosp = J=. Сондықтан (8.23) формуласы

бойынша ММг векторы (I вектор) бойынша алынған туынды:

d z

д і

d z

дх М

d z
■ cos a + —

d y
■ cos/? = (2ry  + y 2) 

M

1

* = 1 V^ +
y = 2

+ (x2 + 2xy2)
1 1 1

. —  =  ( 4  +  4 )  —  +  ( 1  +  4 ) - =  =
* = 1 V2 V2 V2
у = 2

(8.24) формуласы бойынша

13

v r

gradz(M) =
M

d z

' d y M)
= 81 + 5/

§ 5. Бірнеше айнымалды функцияның толық дифференциалы

5.1. Дифференциалдыц анықтамасы

Егер z = f  (M) функциясы М(х, у) нүктесінде дифференциалданушы болса, 
оның толык өсімшесі

Az = A Ах + В А у + а(Алс, Ау) Ах + Р(Ах, Ау) Ау (8.16) 
түрінде өрнектеледі. Мұндағы а(Ах, Ау, Р(Аж, Ау) функциялары Ах —> 0, Ау —> 
О болғанда ақырсыз кішкене функциялар.

Анықтама 5.1. М(х, у) нүктесінде дифференциалданушы z = f  (М) 
функциясының толық dz дифференциалы деп М(х, у)  нүктесіндегі Az толык 
өсімшенің Ах жэне Ау өсімшелерге байланысты сызықты бөлігін атайды.

Яғни
dz = A Ах + В А у.

Теорема 8.6 бойынша А = fx(x, у), В = fy(x, у) екендігін ескерсек,
dz = f t (x,  у) Ах +fy(x, у) Ау.

х  жэне у тәуелсіз айнымалдардың дифференциалдары деп, олардың 
өсімшесін атаймыз:

dx = Ах, dy = Ay.
Сонда функцияның толық дифференциалы келесі түрде жазылады:

dz =fx(x, y)dx + fy(x, y)dy  (8.23)
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немесе dz = dxz  + dyz, мұндағы dxz = fx (x, y)dx, dyz  = fy (x, y)dy өрнектері 
z = f  (x, y)  функциясының M(x, y) нүктесіндегі x  жэне у бойынша дербес 
дифференциалдары деп аталады.

Егер и = f  (хх, х2, . . . ,  хт ), функциясы белгіленген М(хх, х2, ..., хт )
нүктесінде дифференциалданушы болса, яғни айнымалдардың Дх1( Ах2, А х т 
өсімшелеріне сэйкес функцияның Ди толық өсімшесі

Аи = А1Ах1 + А2Ах2 + ••• + АтАхт + ^ (Д х ^  Ахт)
Ахг+... +ат(Ахх, .... Ахт) • Ахп (8.16а)

түрінде өрнектелсе, (мұндағы ... , Ат тұрақты сандар, а ,  ... , ат
функдиялары Дх) —* 0, Ах^ —> 0, ... , Ахт —> 0 болғанда ақырсыз кішкене
функциялар), онда Аи толық дифференциал

du = fXldxx + f ; zdx2 + -  + fXmdxm (8.23a)
түрінде болатынын атап өтейік.

Мұндағы dx = Ах^ dx2 = Ах^ ,..., dxm = Ахт
Мысал 5.1. Функциялардың толық дифференциалдары табылсын: 

a)z = 4х у  ; б) и  = 2xyz
Шешуі. а) ^  = 8ху3, ^  = 12х2у2 болғандықтан (8.23) бойынша

dz = 8ху3 • dx + 12x 2y 2dy.
б) 2yz-xyz~1, ^  = 2z-xyz lnx, ^  = 2y x yz lnx болғандықтан (8.23a) 

формуласын қолдансақ
du = 2yz-xyz~1dx + 2z x yz Inxdy + 2у  ■ x yz Inxdz.

Мұнда x = x i, y  = x 2, z  = x y

5.2. Толық дифференциалдыц жуықтап есептеулерде қолданылуы

(8.16) жэне (8.23) теңдіктерін ескерсек
A z - d z  = а(Дх, Ду) Ах + р(Дх, Ду) ■ Ду

айырым Дх —> 0, Ду —► 0 болғанда р=у/(Ах) 2 + (Ду)2 (мұндағы р саны М(х, у)
жэне М(х + Дх,у + Ду) нүктелері арасындағы ара қашықтық) шамасына
салыстырғанда жоғары ретті ақырсыз кішкене шама. Шынында да

Дх -  dx  ( Ах Ау\
-------= lim ( а —  + р —  ) = 0
Р  Д*->о \  р  р  )

Ду-*о к г
болады. Өйткені а мен р ақырсыз кішкене функциялар, ал |у |  < 1, |у |  < 1.

Осыдан Дz -  dz = о(р) немесе Az = dz  + о(7(Д х) 2 +  (Ay)2). Бұдан Az ~ dz, 
немесе

f  (х + Ax, у  + Ду) ~ f  (х , у) + j^(x , у) Ах + ^ х , у )  Ду (8.24) 
жуықтап есептеу форьмуласы алынады.

Мысал 5.2. 1,02 жуықтап есептелсін.

lim
Д х —*0 
Ду->0
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Шешуі. z -  х у функцияны қарастырайық. Берілген санды (1 + 0,02) 
түрінде жазсақ, х = 1, Дх = 0,02, у = 3, Ду = 0,01. (х + Дх)у+Лу = /  (х + Дх, у + 
Ду), /  (Х’У) = х у екендігін ескерсек (8.24) формула z = х у функциясы үшін 

(х + Дх)у+Ду = у х у-1 Дх + х у1пх Ду 
түрінде жазылады. х, у, Дх, Ду мәндерін бұл жуықталған тендікке қойсақ,

1,02 ’ 1 +3 1 0,002 + 1 - In 1 0,01 = 1 +0,06= 1,06
3,01

Микрокалькулятор жэрдемімен есептегенде 1,02 ~ 1,061418168. Толық
дифференциал жәрдемімен жуықтап есептеудің абсолют жэне салыстырмалы 
қателерінің шекараларын анықтауға болатынын атап өтуге болады.

5.3. Толық дифференциал тұлгасыныц инварианттыгы

Күрделі функцияны дифференциалдау ережесін пайдаланып, z = f(x, у) 
функциясы дифференциалы түрінің, х  жэне у айнымалдарының тәуелсіз 
болуына, немесе тәуелсіз айнымалдардың функциялары болуына байланыссыз 
сақталауын (инварианттығын) көрсетуге болады.

z = /(x ,y ) , x  жэне у тәуелсіз айнымалдар, функциясының толық
dz dzдифференциалы (8.23) формуласы бойынша dz = — dx  + — dy  болады.

Енді z = f ( x , y ) ,  мұндағы x = x(u, v ), у = y(u, v ) яғни z = f  [x(u, v ), y(u, v)] 
= F(u, v ), (мұндағы и  жэне v  тэуелсіз айнымалдар), күрделі функцияны 
қарастырайық (8.21), (8.23) формулалары бойынша

dz
dF dh dz dz (dz  dx dz dy\  

= —  du + —  dv -  —  du + —  dv = —  ■ —  + t— • — )
dF dz dz (dz  dx dz dy\

du dv du dv \dx du dy du)
du +

(dz  dx dz dy\  dz (dx dx \ dz (dy dy \
\dx  dv dy dv)  d x \ d u  dv ) d y \ d v  dv )

Жақшаларда тұрған өрнектер x = x(u, v) жэне у = y(u, v) функцияларының
dx жэне dy толық дифференциалдары. Демек, бұл жағдайда да

dz dz
dz = — dx + —  dy. 

dx dy
Бұл дэлелденген қасиеттен кез келген и жэне v  дифференциалданушы 

функциялар үшін (тэуелсіз функциялар болуы шарт емес) келесі ережелердің 
орындылығы шығады:

d(C и) = С du, С = const, 
d(u ■ v) = и dv + vdu,

d(u ± v )  = d u ±  dv, 
^  / u \  _  v d u - u d v  

\ v )  v 2
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5.4. Диффенренциалдың геометриялық мағынасы. Беттің жанама 
жазықтығы жэне нормалі

Бір айнымалды функцияның нүктедегі дифференциалының геометриялық 
мағынасы осы нүктедегі “жанаманың ординатасының” өсімшесін анық- 
тағандай, екі айнымалды функцияның дифференциалының геометриялық 
мағынасы -  беттің берілген нүктесіндегі “жанама жазықтықтың апплика- 
тасының” өсімшесін анықтайды.

z = f ( x , y ) функциясы кейбір D e i ?2 аймақгьщ (xq, нүктесінде
дифференциалданушы болсьш. Бұл функцияньщ графигі Oxyz кеңістікте кейбір S 
бетті аныкгайды.

Ілгеріде көрсетілгендей £'(*„> У0) = tga, мұндағы a -  Ox осімен z = f  (х, у  ) 
сызығының А/(*о, уо, zq) нүктесіндегі (/ ) жанамасының арасындағы бұрыш, ал 
f ' y (x 0, У0) = tgP, мұндағы Р -  Оу осімен z = /  (xq, у) сызығының М (xq, yQ, zq) 
нүктесіндегі (І^) жанамасының арасындағы бұрыш.

жэне 12 жанамалар анықтайтын жазықтық S бетінің ^ 0(XQ, У0, ^0) 
нүктесіндегі жанама жазықтығы деп аталады.

Осы со жанама жазықтыгының тендеуін шығарайық. Жазықтық У0, ZQ)
G S нүктесінен өткендіктен оның теңдеуі

А(х ~ Х0) + В (У -У 0) + C (z -z o) = 0 
түрінде болады. Бұл тендеуді

z - z = A ( x - x )  + B ( y - y )  (*)о iv о'  v** ■'o' v '
түріне келтірейік, мұндағы — = — = А̂  мен В̂  сандарын табу үшін ^
және жанамалардың теңдеуін жазамыз:

z - z o = f x' (xo, y o) ( x - x o), у= У0, (/,)

2 - 2о = Г у ( ( х о,У0)(У-Уо). * = *0- d2)
Z] жанамасының барлык нүктелері to жазықтығында жатқандықтан, олардың 

координаталары (*) теңцеуін қанағаттандырады. Бұл жағдайды

(z - z 0 = fx (x 0ly 0)(x - х 0)
У = Уо

z - z 0 = A 1 (х0і у0) + Вх (х -  х0)
жүйе түрінде жазуға болады. Бұл жүйеден A= fx\ x Q, уо). Осы сияқты 
жанамасының барлық нүктелері со жазықтығында жатқандықтан

( z  -  Zq — fy(x0, y 0) ( x - х 0)
j X = X0
[z - z0 = A2(xо -  Уо) + Bi(y -  Уо)

жүйе алынады. Бұдан В =fy '(xQ, yQ). мен і^-дің бұл табылған мәндерін (*)
тендеуге қойсақ, жанама жазықтықтың

z - z Q = f x' (хо, у о)(х -  х о) + fy ' (хо, у0)(у -  уо) (8.25)
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тендеуі алынады.
Беттің М  нүктесінен өтуші жэне осы нүктедегі беттің жанама жазықтыгына 

перпендикуляр түзу беттің нормалі деп аталады.
Түзу мен жазықтықтың перпендикулярлық шартын пайдаланып (4.75а) 

нормалдың
= У-Уо  =  Гй

f  х і . х О> У о )  f ' y ( x 0 , y 0 )  - 1  1 '
канондық теңдеуі алынады.

Егер S беті Ғ(х, у, z) = 0 теңдеуімен берілсе, айқындалмаған функциядан 
дербес туындылар алу ережесі бойынша

f ' x (x0, y0)
- Ғ ' х ( х 0іу 0)

Ғ'г(хо>Уо)
Гу(хо.Уо)

болғандықтан (8.25), (8.26) формулаларына сәйкес

-Ғ 'у (хо ,у0)
F'z(x0, y 0)

Ғ'х(хп, y J i x - x J + F 'y i x ^  у пНу-у,)+Ғ'2{хо, y0) (z-zj=0 8.25а)
X  -  Х 0 _  у  -  у 0 _  Z  — Z q 

Ғ 'х  (х 0, Уо) _  Ғ'у (х 0, Уо) _  Ғ'я (х0> Уо) ( 8 '26а)
түрінде болады.

Ескерту 6.1. Ерекше нүктелер үшін, яғни дербес туындылар нөлге 
айналатын немесе ең болмағанда дербес туындылардың біреуі жоқ нүктелерді 
қарастырмаймыз.

Мысал 5.3. z = х 2 + у 2 + 1 параболоидтың Mq( 1; - 1; 3) нүктесіндегі жанама
жазықтықтың жэне нормальдың теңдеулерін жазайық.

Шешуі. Берілген бет үшін z'x = f ' x(x, у)  = 2х, z'y = f ' y = 2у,
f ' x  (l; —1) = 2,

f ' y{ 1; -1) = -2. (8.25) формула бойынша жанама жазықтықтың тендеуі.
z -  3 = 2(х -  1) -  2(у + 1) немесе 2х  - 2у  - z  -  1 = 0  

Ал (8.26) формула бойынша нормалдың теңдеуі
х — 1  у  + 1 z — 3

2 - 2  “  - 1

§ 6. Жоғарғы ретті дербес туындылар жэне толық дифференциалдар

6.1. Жогарғы ретті дербес туындылар

z = f  (М) функциясы М(х, у) нүктесінің кейбір маңайында анықталған жэне 
оның осы маңайдың эрбір нүктесінде f ' x (х, у) және f ' y (х, у) дербес туынды- 
лары бар болсын. Бүл жағдайда дербес туындылар А/нүктесінің осы маңайында 
х  жэне у айнымалдардың функциясы болады. Бұларды бірінші ретті дербес 
туындылар деп атайды.

Аныктама 6.1. z'x=f'x(x, у) жэне z'y = f ' y{x, у) функциялардың М(х, у) 
нүктесінде х  жэне у айнымалдар бойынша дербес туындылары бар болса,
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оларды /  (М) функциясының осы нүктедегі екінші ретті дербес туындылары деп 
атайды және былайша белгілейді: 

д (d z \  d 2z
a i W  =  э Ғ  =  г і ’ (х’у)  =  й і ( х ' у) =  z*l (x ' y)

д (d z \  d2z  „ ,
= tedky = 2*у(х ' у) = № Х>У)

д (d z \  d2z  , ,
д х і д у )  = дуіһс =  2у'х(х' у)  = fyx&’r i

д / d z \  d 2z

= W 1 = г ' ^ х ' у)  = =  z ' ^ I , y )
fxy{x,у)  жэне fyX{x,у) екінші ретті туындылар аралас дербес туындылар 

деп аталады.
Екінші ретті дербес туындылардан х  жэне у айнымалдар бойынша алынған 

дербес туындылар үшінші ретті дербес туындылар деп аталады. Осы сияқты кез 
келген жоғарғы ретгі дербес туындылар анықталады.

Осы сияқты и = f  (х]5 х 2, ... ,хт) функциясыньщ М  (х , х 2, ... ,хт)
нүктесіндегі fXk, к = 1 ,т  бірінші ретті дербес туындыларынан x t, i =1 ,т,  
айнымалдар бойынша алынған дербес туындалыр fxkxe екінші ретті дербес 
туындылар деп аталады. Осылайша үшінші, төртінші, т.с.с. дербес туындылар 
анықталады.

Мысал 6.1. Функциялардьщ екінші ретгі дербес туьшдылары табылсьш: a) z  = 
х 3- 2х 2у  + Зу2; 6)u (x ,y , t )  = exyt

Шешуі. а) Алдымен бірінші ретті дербес туындыларды тауып, содан соң 
екінші ретті дербес туындыларды табамыз:

z'x= Зх -  4ху; z'y= -2х  + 6у; z " хх= 6х -  4у; z " xy = -  4х; z " ух=-4х; z "уу=6
б) Біртіндеп дифференциалдасақ:
ux=ytexyt; и'у= xtexyt; u't= x y e xyt; u'xx= y  t e xyt; uxy=u'yX = t{\ +xyt)exyt;
uxt = u"x = y( l  + xyt)exyt; u'yt= u't'y = x{\ + xyt)exyt; u'yy = x  t e xyt;
u"t= x  у 2exyt\
Мысал 6.2. z  =  x 2y 3 функциясының үшінші ретті дербес туындыларын табу 

керек.
Ш ешр. Біртіндеп дифференциалдап табамыз^ ^

их= 2ху  ; Uy= 3у  х  ; ихх— 2у  ; иху~ -̂ух ~ бху , Uyy — 6х у , ^
иххх= 0; ихху = 6у  ; иХуХ— иухх — 6у  , ихуу — иуху — 12ху, иууу — 6х

Екі мысалда да (6.1а, 6.2) аралас дербес туындылар өзара тең, яғни fxy = 
fyX Жалпы айтқанда, аралас туындылардың мэндері туынды алудың ретіне 
байланысты.

Мысал ы, f i x , у ) =
х 2 +  у 2 Ф 0, болғанда; 

х 2 + у 2 = 0, болғанда.
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функциясы (0; 0) нүктесінде fxy{x,y) жэне /у" (х,у) туындыларға ие, бірақ олар 
өзара тең емес. Шынында,

12у(х*-у*)+8х2у 2 ■) , ? , г, ^. , 7ч7 , х  ̂+ у 2 =£ 0, болғанда

(*2+у2)2 7
0, х 2 + у 2 = 0, болғанда

Демек, (0; 0) = (0,0+Ду)-Л (0,0) _ ^ QCbI сияқхы есептеулер^-*0 Ду
жүргізсек fyX (0; 0) = 2. Сонымен fxy (0; 0) Ф Ц х (0; 0).

fxy (х> У) = fyx (х> У) болатынын келесі теорема анықтайды.
Теорема 8.10. Егер f xy (х; у)  жэне Цх (х; у)  туындылар М(х, у) нүктесінің 

кейбір 5-маңайында бар болса жэне М(х, у)  нүктесінің өзінде үзіліссіз болса, 
онда М(х, у)  нүктесінде олар өзара тең, ягни fxy (x; у) = fyX (x; y).

Дәлелдеуі. A = [f  (x + Дх, у  + Ay) -  f  (x + Дх, у)] -  \ f  (x, у  + Ду) -  /  (x, у)] 
өрнегін қарастырайық. Мұндағы Дх жэне Ду кез келген сондай кішкене сандар, 
М  (х + Дх, у + Ду) нүктесі М(х, у) нүктесінің 5-маңайында жататын болады.

ср(х) = f  (х, у + Ду) -  f  (х, у) көмекші функциясын енгізсек, А өрнегін 
[х, х + Дх] кесіндісінде дифференциалданатын бір айнымалды ф(х) 
функциясының өсімшесі деп қарастыруға болады, яғни

А = Дср = <р(х + Дх) -  ф(х)
Сондықтан бұл айырымга Лагранж теоремасын қолдансақ,

А = Дф = ф'(х + Ө1 Дх) Дх =
=[fx (х + Өх ■ Дх,у + Ду) -  f x (х +  0! Дх,у)]Дх, 0 < Ө] < 1.

Жақша ішіндегі өрнекті [у, у + Ду] кесіндіде дифференциалданатын бір у 
айнымалды fx (x + Ө,- Дх, у) функцияның өсімшесі деп қарауға болады. 
Лагранж теоремасын у айнымал бойынша тағы бір рет қолдансақ,

А = fXy (х + Дх, у + Ө2 Ay)dxdy, 0 < Ө]? Ө2 < 1
теңдігі алынады.

Екінші жағынан, егер
У(У) = /  (х + Дх, у) -  /  (х, у) 

көмекші функция енгізсек, жоғарыдағыдай түрлендіріп
А = Д\|/ = \)/(у + Ду) -  у(у)

өрнегі алынады. Бұл айырымга да Лагранж теоремасын қолдансақ: 
А = fyx (х+ Ө4 Дх, у + Өз Ду)Ду • Дх, 0 < Өз, Ө4 < 1. 

А үшін алынған екі өрнекті салыстырсақ,
fi'y (х + Ах, у + Ө2 Ду) = fyX (х + Ө4 Дх, у + Өз Ду)

теңдігі алынады.
Енді бұл теңдікте Дх —> 0 жэне Ду—► 0 деп шекке көшсек,

Лу) = &  ̂■/)*(дг + Ө4 ^  У + ӨзЛу)
Ау—»0 ts.y—>0

немесе f xy (х, у) = Ц ’х (х, у) екендігі шығады. Осы сияқты n-ретті дербес аралас 
туындылар үшін де теорема 8.10 тұжырымы орынды болады.
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6.3. Жоғарғы ретті дифференциалдар

z -  /  (М) функциясы М(х, у) нүктесінде дифференциалданушы болса, онда 
функцияның М  нүктесіндегі бірінші ретті толық дифференциалы

dz =fx (х, y)dx + Ц  (x, y)dy (8.23)
болатындығы анықталған.

Ыңғайлы болуы үшін дифференциалды d  әрпінен басқа 5 әрпімен де 
белгілейік (мысалы Ъх, Ъу, 5z)

fx (х, у)  жэне fy (х, у) функциялары М(х, у) нүктесінде дифференциал­
данушы болсын, ал (8.23) теңдіктегі dx жэне dry тұрақты шамалар деп қарасты- 
райық.

Онда dz тек х  жэне у айнымалдардың М(х, у) нүктесіндегі дифференциал­
данушы функциясы болады немесе оның дифференциалы,

8 (dz) = S[fx{x, y )dx  + f f (x ,y )dy]  =
= [fx (x ,y )d x  + fy (x, y)dy]'xSx + [ff (x ,y )dx  + f f  (x,y)dy]'y8y  (8.27a)

Анықтама 6.2. z = f  (M) функциясының M(x, y) нүктесіндегі екінші ретті
дифференциалы деп М  нүктесіндегі dz дифференциалдан алынған Ьх = dx,

2
by = dy болғандағы b(dz) дифференциалды атайды жэне d z түрінде белгілейді. 

Өз кезегінде 8 (d2z)\gx=dx үшінші ретті дифференциал деп аталады. Жалпы,
S y= dy

z — f  (М) функциясының М(х, у) нүктесіндегі n-ретті дифференциалы үшін 
мына формула орынды:

dnz  = 8 (dn- 1z) \Sx=dx (8.27)
Sy =dy

(8.27а) тендігі жәрдемімен екінші ретті дифференциалдың өрнегін табайық:

d2z  =  8(dz)\sx=dx =  (f fdx  +  fydy)  I dx  +  (ffdx + fydy) 
Sy=dy 'X

dy =

= fxxi.dx)2 + fyXdydx + ffydxdy + fy'y (dy)2 
Егер fxy жэне f t  функциялар үзіліссіз болса, онда теорема 8.10 бойынша 

f t  = fxy болады. Демек,
d 2z = f t  (dx)2+ I f t d x d y  + f t  (dy)

Осы СИЯҚТЫ,

d 3z = f t \ d x )  + 3/j?> (dx) dy + 3f£ \dx (dy )  +f t ( d y ) ,

dnz _ An)f t 1 ( d x Y + n f ^ \ y (dx)n - i d y A ^ H f W 2y2 (dx) n~2 (dy) +.

... + < " - 1)- ^ - fe+1)/ W fcyfe . {dx)n-k ( d y )+ . . .+ f f i ( d y r  (8.27a)
dnz  үшін (8.27a) формула n  -дәрежелі екі мүшені (биномды) Ньютон 

формуласы бойынша жіктеуіне ұқсас. Сондықтан еске сақтауды оңайлату үшін 
бұл формула мына түрде жазылады:

f f r  V) (8-276)d x  —  + d y  —  \ f ( x , y )  
d x  o y j
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Мысал 6.3. z  =  х 2у ъ функциясының екінші ретті жэне үшінші ретті 
дифференциалдарын табайық.

Шешуі. Мысал 6.2-дегі z  =  х 2у 3 функциясының екінші ретті жэне үшінші 
ретті дербес туындыларының өрнектерін ескере отырып, (8.276) формула 
бойынша, табамыз:

d2z = 2y 3(dx)2 + 12 x y 2dxdy + 6x 2y(dy)2\ 
d 3 z  =  3-6 y 2(dx)2dy +  3 12 xydx(dy)2 +  6x 2(dy)3.

§ 7. Бірнеше айнымалды функциялар үшін 
Тейлор жэне Маклорен формул ал ары

Бір айнымалды функция сияқты екі айнымалды функцияны да дэрежелі 
көпмүше мен кейбір қалдық мүшенің қосындысы түрінде өрнектеуге болады.

7.1. Тейлор формуласы

Екі айнымалды функция үшін келесі теореманы дэлелдейміз.
Теорема 8.11. Егер z  =  f  ( M )  функциясы М ( х ,  у )  нүктесінің кейбір 8-маңайьшда 

(n + 1) pence дейінгі дербес туындыларымен бірге үзіліссіз, эрі М  ( х  +  А х ,  у  + Ду)

нүктесі осы 8-маңайда жатса, онда М нүктесіндегі Д /  =  f  (М ) -  f  (М )  функция
өсімшесі үшін 

Д / =  d f i x . y ) +
d 2f ( x , y ) 

2 !
+ ••

d nf ( x , y ) d n+1f ( x  + Ө А х , у  +  ӨА у)
+ + (гГ+ Il)! ' ° < ° < 1 (а28)

теңдік орынды болады.
(8.28) формула z  =  f  ( х ,  у )  функциясы үшін Тейлор формуласы деп аталады. 

Мүндағы d k z ,  к = 1 , п  +  1 дифференциалдар (8.27а) формулалармен анықталады. 
Д әлелдеуі. t айнымалдың күрделі функциясы

F i t )  = f  (x + t ■ A x ,  у  + t A y ) ,  0 < t  <  1
түріндегі көмекші функция енгізейік. Бұл функция [0, 1] кесіндіде (n + 1) - ретті 
туындыға ие. Ғ ( ( )  функциясын t бойынша дифференциалдаймыз:

F' ( t )  = %(х  + t  ■ Ax, y  + t -  Ay)Ax + fy (x + t ■ Ax, у  + t  ■ Ду)Ду =

= { dX^x +  d y § y ) ^ X + 1 Ах,У + 1
F"(t )  = fe' (x + t  Ax, y  + t  ■ Ax)(Ax) + 2fxy(x + t  ■ A x, у  + t  Ay)Ax Ay +
+ fy'y (x + 1  ■ A x , y  + t Ду)( Ду) = i j^Ax  + ^ A y ) f ( x + t  Ax ,y  + t Ay)

Әрі карай, индукция бойынша
F (n)(t) =  + Ду f y  f  (x + t- A x ,y  + t- Ay)

( Я Я
Ax — + Ду —J f  (x + t  ■ Ax, y  + t  ■ Ay)

Екінші жағынан, F ( t )  бір айнымал (-ның функциясы болғандықтан Маклорен 
формуласын (6.51) қолданып, t  = 1 болғанда
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ғ а ) - ғ ( о , + т + ^ + .. .+ ш + / ^ + / ^ а > 0 < ө < 1  (8.29)

теңдікті аламыз. Бірақ,
Д 1) = f ( x  + Ax,y+ Ay) = f  (М), F ( 0) = f  {x, у) =f (M)

ПО)  =(Дх £  + АУ ̂ )  /  (*> У) = d f  (x, у),

F  (2)(0) =(д* £  + Ay -jj-) f  (X, у )=  d 1 f  (X, у),

F™(0) =(Дх ̂  + Ду £ )  /  (х, У) = dn/  (х, у),

F (n+1) (0) =(Дх £  + ДУ ̂ ;)  /  (х + ӨДх, у + ӨДу) = dnf  (х, у) = 
= dn+1f  (х + 0Ajc, у + ӨДу), 0 < Ө < 1

тең діктер орынды.
Осы теңдіктерді ескере отырып, (8.29) формула бойынша

F( \) -F (0 )  = f ( M i) - ( M )  = A f  = d f ( x ,  у ) - £ & £ + . . .
| dnf (x ,  у) | dn+1f ( x  + ӨАх,у + ӨАу) Q < 0 < 1

П! (п + 1)!

теңдігі, яғни (8.28) формуласы алынды. m айнымалды. т > 3 функциялар үшін 
Тейлор формуласының үйлестігі (8.28) сияқты түрде болады.

Ескерту 7.1. п = 0 болғанда (8.28) формуладан Лагранждың ақырлы 
өсімшелер формуласы шығады.

n = 2 болғанда (8.28) Тейлор формуласы келесі түрде тарқатылып жазылады: 
f ( x  + ӨДх, у + ӨДу) = f  (х, у) + /*' (х, у)Ах + % (х, у)Ду +

+ ̂ \ f x l \ x , y )  ■ (Ах) 2 + 2 f x y \ x ,y )  -Ах-А у  + f £ \ x , y )  • (Ay)2] + a 3(Ap)3 (8.29a)

Мұндағы Др = J ( A x ) 2 + (Ay)2, lim  a ,  = 0.
Др->0

Кез келген n үшін де Тейлор формуласы осы сияқты тарқатылады.

7.2. Маклорен формуласы

х  = 0, у = 0 болса (8.28), Тейлор формуласы
Д / = /  (0 + Ах,  0 + Ду) -  /  (0, 0) =

= d f ( 0, 0) +
d 2/(0,0) + ••• + dnf ( 0,0) йп+1/(Ө Ах, ӨАу ) , 0 < Ө < 1 (8.30)

2! п! (п+1)!
түрге келеді. (8.30) теңдік Маклорен формуласы деп аталады. п = 2 болғанда 
Маклорен формуласының тарқатылған түрі мынадай болады:

f  (Ах, Ду) = /  (0, 0) + £ (0 , 0)Дх + /у'(0, 0)Ду + і  [ /®  (0,0) ■ (Д*)2 +

+ 2 /®  (0,0) • Дх • Ду + /у(у2)(0,0) ■ (Ay)2] + а 3(Ар)3 (8.30а)

мұндағы Др = yj(Ax) 2 + (Ay)2, lim a = 0.
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7.3. Кез келген т  > 3 айнымалды функциялар үшін Тейлор және 
Маклорен формулалары

и  — /  (х , х 2, ... , хт), нүктесіндегі т  > 3 айнымалды функциялар үшін де
(8.29) және (8.30) формулаларга үйлестік формулалары осы сияқты алынады.

Мұнда Тейлор формуласы M (x) + t o ,  х2 + Axf  ..., хт + Ахт), М(х{, x f  ..., хт) 
нүктелері үшін

Аи = /  (х{ + Ах^  х 2 + Ах 2, ..., хт + t o m) -  f  (х(, х 2, ..., хт) =
, „ ч d 2f { M ) dnf ( M)

= df {M)  + ~ .  +  -  +  . +

+

2! n!
dn+1/ ( x 1 + ӨАх , х2 + ӨАх2, ... , xm + ӨАхт )

( п + 1)!
0 <  Ө <  1. (8.31)

Ал Маклорен формуласы А/ ( to  , Ах2, ..., Ахт), М(0, 0,..., 0) нүктелері үшін
A u = / ( 0  + Axi, 0  + Ax2, ... ,0  + t o m) - / ( 0 ,  0,... ,0) =

= f M x) - f ( M )  = d f (  o) + ^ p  + ■ d"/(Q) .
2! n!

dn+1f ( d A x 1, ӨАх2, ..., ӨАхт)
+ -----—— г — ттг— 1 , 0 <  Ө < 1.in  + 1)!

Бұл формулаларды тарқатып жазсақ, Тейлор формуласы
Au = f  (х { + t o ]5 х 2 + Ах 2, ..., хт+ Ахт) -  f  (xj5 *2, ..., хт) :

(8.32)

" 1 
= У -

& к \
Ах, ■+ Ах,

дх.
• + . . .  +  Ах_

дх.
п + 1

J

1  (  д д д \
+ (^ТТ)Т W+ ^  + -■+ **”> W J

f  (х ] + ӨАх^ х2 + ӨД*2, ..., хт + 0 to m), 0 < Ө < 1
түрінде, ал Маклорен формуласы мына түрде жазылады:

Au = f  (AXj, Ах 2, ..., Ахт) -  f  (0, 0, . . . ,  0) =

/(ж ,. х 2, . . . , х т) +

(8.31а)

1
= У — Дх.------ h Д х ,-----

дх, дх,
+. . .  + Дх_

дх_
f i 0, 0, . . . ,0) +

1 КУ'Л'2 /
п+1

+ & ГТІ)І К  W , + ^ W 2 + -  + ^ d ^ )  ......
0 <  Ө <  1 (8.32а)

Мысал 7.1. f ( x ,  у) = х у функциясының М(\, 1) нүктесінің маңайында 
Тейлор формуласы бойынша жіктелуі екінші ретті мүшеге дейін жазылсын. 

Шешуі. (8.28) формуланы пайдаланамыз. Алдымен үшінші ретке дейінгі
дербес туындыларды табамыз: f f i x ,  у)  = уху_1; fy ix , у) = x ylnx; /£ 2)(х, у) =

y (y -l)x y_2; f g \ x ,  у) = (l-ylnx)xy_1; №  (ж, у) = ху1п2х ; / (33) (х, у) = у (у -1)
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(y-2)xy 3; f ^ y (х, у) = [2у  - 1+ y (y -l)lnx ]xy 2; f &l  (х, у) = (y lnx  + 

21nx)xy_1; / у(з3 (х, у) = ху1п х.
Енді бірінші жэне екінші ретті дербес туындылардың М {  1, 1) нүктесіндегі 

мәндерін есептейміз: / ( 1, 1) = 1; /*'(1, 1) = 1; /у'( 1, 1) = 0; / J 0 ( 1, 1) = 0;

/іу} (Ь 1) = 1 ;/у 2} (1, і) = о.
Осы мэндерді ескеріп, бірінші жэне екінші дифференциалдардың М(1, 1) 

нүктесіндегі мэндерін жазамыз,
d f (  1, \) = d x , d 2f ( \ ,  \) = 2dxdy

Онда ізделінді жіктеу
f x , y )  = f (  1, 1) + d / ( l ,  1) + j </2/ ( 1, 1) + Я (1 + 0dx, 1 + 0dy) =

= 1 + dx + dxdy + R2( 1 + 0dx, 1 + 0dy), ал мұндағы dx = x -  l , dy  = y -  l , O < 0 < 
1, түрінде жазылады.

Ал Кг(х,у) = - d 2f(jx, у)  = —  6 6

+ 3
2у — 1 + у(у — 1) In х

У( У-  1 ) 0  — 2) (dx) 3 +

(dx)2dy  + 3
у In2 х + In х

dx(dy)2 + In3 x(dy) 3

Жіктелуді тапқанда x орнына (1 + 0dx) өрнегі, ал у орнына (1 + 0dy) өрнегі 
қойьшады.

Мысал 7.2. f  (х, у) =д/1 — х 2 — у 2 функциясы Маклорен формуласы 
бойынша төртінші ретгі мүшелеріне дейін жіктелсін.

Шешуі. /  функциясының төртінші ретке дейінгі дифференциалдарын (8.276) 
формуламен табамыз.

/ (х,у)=(1 -  х 2 -  у 2)2, d f  (х, у) = ~(1 х 2 у 2) 2( - 2xdx -  2ydy), 

d 2f  (x,y) — j ( l  -  x 2 -  y 2)_ 5(-2xdx -  2ydy)2 +

+ І  (1 -  x 2 -  y 2) ' 2[ - 2(dx)2 -  2(dy)2],

d V  (x, y) = - 1(1 - x 2 - y 2)_ z ( - 2xdx -  2ydy)3 + j ( l  -  x 2 - y 2)~2 x 
x ( - 2xdx -  2y d y ) [ -2(dx)2 -  2(dy)2], 

d  V  (х,У)= -  — (1 -  x 2 -  у 2)_ 2 ( - 2xdx -  2ydy) 4 +

+ ^ (1  — x 2- y 2) _2( - 2xdx -  2ydy)2[ - 2(dx) 2 -  2(dy)2] -

-  -  (1 -  x 2-  y 2) ” [ - 2(dx) 2 -  2(dy)2].
 ̂ 2 

Мұнда x = у = 0, dx = x, dy = у деп алсақ^, /  (0, 0) = 1, d /  (0, 0) = 0, d  f  (О,
0) = ~{x + y \ d  V  (0, 0) = 0, d V  (0, 0) = -3(x + у ) болады.

Бұл мэндердің жэрдемімен ізделінді төртінші ретті жіктелуді жазамыз:
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§ 8. Бірнеше айнымалды функциялардың экстремумдері

8.1. Симметриялық квадраттық түлғалар туралы қисқаша мәліметтер

Егер и = f  (х , х 2, ... , хт) функциясы берілген М(х ,
рет үзіліссіз дифференциалданатын болса, онда 
дифференциалы

d и =II л н м )
дх.дх.

dx.dx.

х 2, ... , хт) нүктеде екі 
оның екінші ретті

(8.33)

түрінде өрнектелетінін анықтаған едік.
Ал екінші ретті дербес туындылар М  нүктесінде үзіліссіз болса теорема 8.10

d2U д2и . .
боиынша------- =  --------  теңціп орындалады.дХідхк дхкдХі F  2

Анықтама 8.1. (8.33) екінші ретті d и дифференциалға сэйкес

Фт

т т

Z Z V A  ’ м ¥ » Д а  а ік =  а кі. (8.34)

түріндегі өрнек t , t ,Г 2
к=1 і=1

tm айнымалдарға байланысты симметриялық
квадраттық тұлға деп аталады.

Әрбір (8.34) түріндегі симметриялық квадраттық тұлға

л л Яі1
1 11 2 ІСІ21

а 11 а 12 а 1 т

а21 а22 а 2 т

а т1 а т2 О-тт
анықталады.

а11
а12

А = а21
а 22

, ... , п т

а 12

а22

(8.34а)

а 1т
а 2т

а т1 а т2 Отт
анықтауыштар (8.34) симметриялық квадраттық тұлғаның бас минорлары деп 
аталады.

Анықтама 8.2. Егер (8.34) симметриялық квадраттық тұлға, барлығы бірдей 
нөлге тең емес х^, х^, ... , хт мәндері үшін Фт  > 0 (Фт < 0) болса, онда Фт  оң
анықталған (Фт  теріс анықгалған) квадраттық тұлға деп аталады.

Анықтама 8.3. Егер (8.34) симметриялық квадраттық түлға не оң 
анықталған, не теріс анықталған болса, онда ол анық таңбалы симметриялык 
квадратгық тұлға деп аталады.

314



Анықтама 8.4. Егер (8.34) симметриялық тұлғаның мәндерінің ішінде оң 
сандар да, теріс сандар да болса, онда айнымал таңбалы симметриялық 
квадраттық тұлға деп аталады.

Фт квадраттық тұлғаның матрицасының бас минорларынан келесі 
сандарды құрамыз:

л А2 А 3 Ат
Лі’А 'А А Л1 л 2 л т- 1

(8.35)
Сильвестр белгісі. (8.34) симметриялық квадраттық тұлға оң анықталған 

(теріс анықталған) болуы үшін (8.35) сандардың барлығының оң болуы (теріс 
болуы) қажетті жэне жеткілікті.

([4] 14 Т, §6)

8.2. Функцияның экстремумы. Экстремумның бар болуының қажетті 
және жеткілікті шарттары

z = f  (х, у ) функциясы M (xq, уо) нүктесінің кейбір маңайында анықталған 
болсын.

Анықтама 8.5. Егер М  (х , у  ) нүктесінің кейбір маңайы табылып, бұл ма- 
ңайдың кез келген М(х, у)  нүктесі үшін /  (х, у )<  f  (x q, yQ) ( f  (х, у) > f  (xq, y fl)) 
теңсіздігі орындалса, онда z = f  (х, у) функциясы Mq(xq, yQ) нүктесінде
төңіректік максимумге (минимумге) ие делінеді.

Төңіректік максимум жэне төңіректік минимум нүктелерін функцияның 
экстремум нүктелері деп атайды. z = f  (х, у) функциясының толық өсімшесін 
Дz = f  ( М ) -  f  (Af) деп белгілесек, M (xq, yQ) нүктесінде экстремумға ие болуы
үшін, Az < 0 (төңіректік максимум) Az > 0 (төңіректік минимум), шартгарының 
біреуі орьшдалуы керек.

Осы екі шарттьщ біреуі орындалса, онда f  (х, у) функциясы М  (xq, у ) 
нүктесінде экстремумға ие.

Теорема 8.12. (Экстремумның қажетті шарттары). Егер f  (х, у)функциясы 
А/ (х^, уо) нүктесінде экстремумға ие жэне осы нүктеде бірінші ретті дербес
туындылары бар болса, онда АГ(*о, уо) нүктесінде бірінші ретті дербес
туындылары нөлге тең болады, яғни

fx(xQ, У0) = 0, /у' (x q, уо) = 0. (8.36)
Дәлелдеуі. У = У0 десек, /  (х, yQ) белгіленген төңіректе анықталған бір ғана, 

х-айнымалдың функциясы болады. Шарт бойынша бұл функция x q нүктесінде 
экстремумға ие, сондықтан бір айнымалды функцияның экстремумының 
қажетті шарты бойынша /*' (x q, yQ) = 0.

Осы сияқгы /  (xQ, у) бір айнымалды функцияны қарастырсақ, /у' (x q, y j  = 0.
(8.36) шарттар эксремумның жеткілікті шарты бола алмайды.
Мысалы z = x - y 2 функциясының /х' = 2х, 2у  дербес туындылары (0, 0)

нүктесінде нөлге тең, бірақ (0, 0) нүктесінің ешқандай маңайында, өзінің
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таңбасын сақтамайды: егер х = 0 болса г < 0, ал у = 0 болса z > 0 болады. 
z = х  - у  функциясының графигі гиперболалық параболоид (сурет 4.57).

Сондықтан (8.36) тек қажетті шарттар. Бұл шарттар орындалатын нүктелерді 
күдікті нүктелер немесе стационар нүктелер деп атайды.

Салдар 8.1. Егер z = /  (х, у ) функциясы Mq(xq, yQ) дифференциалданушы жэне
осы нүктеде эксремумға ие болса, ондаd f  {М ) = 0 немесе grad f  (A/) = 0.

Ескерту 8.1. Егер z = f  (x, у)  функциясы ^ 0(xq, у ) үзіліссіз болып,
дифференциалданушы функция болмаса да, осы нүктеде функция экстремумға 
ие болуы мүмкін.

Мысалы, z =у]х2 + у 2 функциясы (0, 0) нүктесінде үзіліссіз жэне минимумга 
ие, бірақ бұл нүктеде функция дифференциалданбайды.

т >  2 болғанда, экстремумның қажетті шарттары былайша түжырымдалады:

Теорема 8.12а. Егер /  (х , х  , . . . ,  хт) функциясы щ о о о
*1, х2 ' -хт > нүктесінде

дифференциалданушы жэне осы нүктеде функцияның төңіректік экстремумы 
бар болса, онда

(М0) =  0, (М0) = 0, (М0) =  0 (8.36а)uXi ОХ 2 охт
теңдіктер орынды.

Бұл тұжырым Теорема 8.12 сияқты дәлелденеді.
Теорема 8.13. (Экстремумның жеткілікті шарттары) f  (х, у) функциясы 

М  (х , у ) стационар нүкте мен оның кейбір маңайында екінші ретті үзіліссіз

дербес туындылары бар жэне Д = АС - В  болсын, мүндағы A =QX (xq, yQ), В =

fxy (Х0,У0) , С = Гуу (Х0, у 0),
онда f  (х, у)  функциясы Mo(xq, yQ) нүктесінде:
а) Д > 0, А < 0 болғанда төңіректік максимум бар;

Д > 0, А > 0 болғанда төңіректік минимум бар;
б) Д < 0 болғанда экстремум жоқ.
Дәлелдеуі. а) Д > 0, А > 0 (немесе А < 0) болсын. Шарт бойынша fx (xq, уо) = 

fy (xq, уо) = 0. n = 1 болғандағы (8.28) Тейлор формуласы бойынша М,(хо, yfl) 
нүктесіндегі f  (х, у) функциясының толық өсімшесі

Д / = И,(Дх)2 + 2ВхАхАу + С(Дх)2]. (8.37)

Мұндағы А ] = (xq + ӨДх, yQ + ӨДу), = (jcq + ӨАх, y Q + ӨДу), 

С = fyy^ (xq + ӨДдг, уо + ӨДу), 0 < Ө < 1. Шарт бойынша екінші ретті дербес 
туындылар М  нүктесінде үзіліссіз болғандықтан,

^  Д  =  fL2) (х0, у0) = А > 0 (немесе А < 0)

A y-*0

г(2)

316



және (AlCl ~  ВЪ = & \ \  У„)' fyy (*0. У0) “  [/іу2)(*о-Уо]2 = д > о.
Ду->0

Демек, жеткілікті кішкене Ах жэне Ау  өсімшелер үшін А >0 (немесе 
^< 0 ) А1 С1 — Bf = А] > 0 болады.

А ф 0 болғандықтан (8.37) теңдікті

АГ = ^ - ү [ А І ( А х ) 2 + 2А1В 1АхАу + А ^ А у ) 2] 
немесе толық квадратқа толтырып,

д /  = ^  ^  [АіАх + В,Ау) 2 + (А.С, -  В2ХА у)2]
түрінде жазуға болады.

Квадрат жақша ішіндегі өрнек теріс емес, сондықтан, егер А >0
(2)

(fxx (xQ,yo)>0) болса, онда А />  0 болады, демек М  нүктесінде төңіректік
(2)

минимум бар; егерде < 0 (f^x (*0> У0) < 0) болса, А / < 0 болады, демек М  
нүктесінде төңіректік максимум бар.

б)ЕндіА = А С -В  < 0 болсын. С х + В х + А квадратүшмүшеліктіқарастырайық.
2

В -АС > 0 болғандықіан, Cxf + 2В х  + A > 0, + 2 В х  + A > 0 теңсіздікгері
канағатгандыратын х  жэне х^ сандарьш көрсетуге болады.

/  (х, у)  функциясының М  нүктесіндегі толық өсімшесі (8.37) түрінде 
жазамыз. Екінші ретті дербес туындылары үзіліссіз болғандықтан.

Jirr^CCxXi + 2 B ^  + Аг) =  Сгх 2 + 2Вхг + A > 0
Ду-»0

Демек, М  нүктесінің 8-маңайы табылып, М  (xq + Ax, y Q + Ду) нүктесі осы
маңайда жатса, онда мына теңсіздік орындалады:

C x l + l B x  +А > 0. (*)1 1 і і і v '
Енді М  нүктесінің кез келген 5] маңайын, мұнда 8 ^ 8  қарастырайық. AfQ(x 

+ t, у  + t х^) нүктесі осы З^маңайда жататындай t > 0 санын таңдауға болады.
(8.37) теқцікте Ax = t, Ay  = t x  десек (*) теңсіздік бойынша, функцияның толық 
өсімшесі үшін

A f  = f  (х+Ах, у о + Ay ) - f  (xQ, у о) = ̂  t 2 [ C i X ^ B x + A J  > 0 
теңсіздігі алынады.

х  мәні үшін де, осы сияқты талқыласақ , А/ нүктесінің кейбір б^маңайында 
М  (х + Ах, у  + Ау)  нүктесі табылып, бұл нүкте үшін

А / = Д х 0 +  Ах>Уо + Ду)-/(*о.Уо) < 0
болады.

Яғни f i x ,  у ) функциясының өсімшесі М  нүктесінің кішкене маңайында 
таңбасын сақтай алмайды. Демек М  нүктесінде экстремум жоқ.
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Ескерту 8.2. Егер Д = АС - В  = 0  болса, /  (х, у) функциясыньщ күдікті 
нүктесінде экстремум болуы да, болмауы да мүмкін.

Ескерту 8.3. m > 2 болғанда экстремумның жеткілікті шарттарын басқаша 
да тұжырымдауға болады.

Теорема 8.13а. Егер и — f ( x 1 , x 2, . . . , x Tn), функциясыньщ стационар 
нүктесінің кейбір 5-маңайында бір рет дифференциалданушы, A /(x]\x2, ....х^)
нүктесінде екі рет дифференциалданушы болса, онда:

а) екінші дифференциал d 2/(M 0) оң анықталған квадратты түлға болса, М 
нүктесінде функцияның төңіректік минимумы бар;

б) d 2/(M 0) теріс анықталған квадраттық тұлға болса, М  нүктесінде 
функцияның төңіректік максимумы бар;

в) d 2f ( M 0) айнымал таңбалы квадраттық тұлға болса, онда М  нүктесінде 
функцияның төңіректік экстремумы жоқ.

Дәлелдеуі. z = f  (х, у ) яғни т  = 2 үшін көрсетейік. а) жэне б) 
түжырымдарының дүрыстығы теорема 8.1 За мен Сильвестр белгісін салыстыру 
арқылы көрсетіледі.

2
в) Түжырымды дәлелдеу үшін А = АС -  В = fxx(M0) 1 fyyiMo) ~

( К ' у Ш )  < 0 болғанда d 2f ( M 0)-re сэйкес
Ф2(Дх,Ду)= fxX(Ma) ■ (Дх)2 + 2fXy(M0) • Ax ■ Ду + Ц ’у (М0)(Ду)2 (8.35a)

квадраттық түлғаның айнымал таңбалы болуын көрсету керек.
Ол үшін f xx(Mo) ^  0 жэне f xx(M0) = 0 жағдайлары жекелеп қарастырамыз.

( f t t  V д

-■37, 1 ) =777 (болғандықтан,

бүлар эртүрлі таңбалы болады, өйткені Д < 0. fxx(M0) = 0 болғанда (8.35а) 
квадраттық түлға

Ф2(Дх, Ду) = 2fXy(M0) - b x - A y  + /Уу(М0)(Ду) 2 =
Ау[2/х” (М0) ■ Ах +  /у" (М0) ■ Ду] (8.356)

түрге келеді жэне /ХХ(М0) = 0, Д < 0 шарттардан f xy(M0) Ф 0 екендігі шығады.
Егер fyy = 0 болса, (8.356) квадратгық түлға айнымал таңбалы болады, 

өйткені Ф2(1; 1) = 2fXy(M0) жэне Ф2(1; -1) = — 2/*.у(М0) эртүрлі таңбалы 
сандар.

Егер де fyy(M0) Ф 0 болса, (8.356) квадраттық тұлға айнымал таңбалы 
болады, өйткені

ф* 0 = 3« с м»> ф2 ( § S '  - 1) = - « w
эртүрлі таңбалы сандар.

Ескерту 8.4. Д = f xx(M0) • /УУ(М0) -  [fxy(.M0j \ 2= 0 болған жағдайда Л/(хо, 
у ) нүктесінде төңіректік экстремум бар болуы да жэне жоқ болуы да мүмкін.

Мысал 8.1. z  = х 2- х у  + у 2 + Зх -  2у + 4 функциясын экстремумга зерттеу 
керек.
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Шешуі. Берілген функция Оху жазықтығының барлық нүктелерінде 
үзіліссіз дифференциалданушы функция. Оның күдікті нүктелерін -  стационар 
нүктелерін (8.36) жүйе арқылы табамыз:

(z'x = 2х -  у  + 3 = 0 (2 х - у  = - 3  _  4 _  і
\z'y = - х  + 2у  -  2 = 0 ^  [ - Х + 2у  = 2 *  х  ~ ~ з ' у  ~  ?

Енді осы стационар нүктедегі екінші дербес туындыларды табамыз:

A = z™ = 2,В = z $  = - 1 , С  = z $  = 2,А = АС-В2 = 2 - 2 - ( —1 ) 2 = 3 > 0

Демек, нүктеде A = 2 > 0 болғандықтан функция төңіректік
5минимумға ие: zmin = -.

Мысал 8.2. z = х 2 -  у 2 + 3 функциясын экстремумға зерттеу керек.
Шешуі. Бұл функция жазықтың барлық нүктелерінде кез келген ретті 

дифференциалданушы функция.
(8.33) жүйе %= 2х = 0, Ц  = -2 у  -  0 түрінде болып, шешімі (0, 0) стационар 

нүкте (күдікті нүкте) болады. A =/j®  = 2, В =fXy > = 0, C =/jjy) = -2  
болғандықтан, Д = 2(-2) -  0 = -4  < 0. Яғни (0, 0) нүктесінде функцияның 
экстремумы жоқ.

4 4
Мысал 8.3. z = х  + у + 5  функциясын эксремумға зерттеу керек.
Шешуі. Бүл функция да Оху жазықтығының барлық нүктелерінде кез келген 

ретті дербес туындыларға ие.
fx = 4х3 = 0, fy= 4у3 = 0 жүйені шешсек (0, 0) нүктесі стационар нүкте 

болады. Бұл нүктеде
A = fx(x) \x=o = 12х2|*=о = 0, B=fxf  \х=о = 0, С = fyy3\х=о = Ү2у2\х=о =  0

У=0 У=0 У= 0 У= 0 у = 0

болғандықтан Д = 0 болады. Ескерту бойынша бұл нүктеде экстремум болуы да, 
болмауы да мүмкін. Бүл жағдайда экстремум бар, өйткені z > 5, ал z(0, 0) = 5. 
Демек, zmin (0, 0) = 5.

Мысал 8.4. z = x 3 + у 3 функциясын экстремумға зерттеу керек.
Шешуі. Берілген функция Оху жазықтығының барлық нүктелерінде кез 

келген ретті дербес туындыларға ие: /*'= Зх2, fy= Зу2, = 6х, f ^ =  0, 

/уу)= 6 у.
Зх2 = 0, Зу2 = 0 жүйесін шешсек, (0, 0) нүктесі стационар нүкте болады. Бұл 

нүктеде f ^ =  0, f™ =  0, = 0 болғандықтан Д = 0. /  (0, 0) = 0,
f  (х, 0) = х 3 + 1 яғни х  > 0 болғанда z > 0, ал х < 0 болғанда z < 0. Демек, М(0,
0) нүктесінің кез келген маңайында функция мәндерінің таңбасы эртүрлі 
болады. Демек, экстремум жоқ.
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8.3. Бірнеше айнымалды функцияның гүйык аймақтағы ең үлкен жане 
ең кіші мәндері

z = f { х, у) функциясы шенелген 
D -  D  и  Г тұйық аймақта анықталған 
және үзіліссіз, ішкі нүктелерінде 
дифференциалданушы функция болсын.

Теорема 8.За бойынша f  функциясы 
D аймакта өзінің ең үлкен жэне ең кіші 
мәндерін стационар нүктелерде немесе 
аймақтың шекарасындағы нүктелерде 
кабылдайды.

Мысал 8.5. z = x 2y ( 2 - x - y )  
функциясының х = 0,у = 0,х + у  = 6 түзулерімен (сурет 8.5) шенелген D 
тұйық аймақтағы ең үлкен жэне ең кіші мәндерін табу керек.

Шешуі. D аймақ -  үшбұрыш ішіндегі стационар нүктелерді табамыз: 
dz
—  = 4ху  - 3х 2у  -  2х у 2 = х у (4 -  Зх -  2у)  

dz
—  = 2 х г - х 3 - 2 х 2у  = х 2{2 - х - 2 у) 
оу

Дербес туындыларды нөлге теңеп, х  жэне у  шамаларға қысқартамыз,
{4 _3 _2v — Q
2 _  х _  2у  — о ^ұл жүйені шешсек

*о =  ІУо \  Яғни М0 (1; ^).
Бұл стационар нүкте үшбүрыштың ішінде жатады.

, 1 /  1\ 1
2 о (* о ,У о ) =  1 ' 2 ( 2 — 1 — 2 У =  4  :

Үшбұрыштың х  = 0 жэне у  = 0 қабырғаларында z  — 0. х + у = 6 
кабырғасындағы ең үлкен жэне ең кіші мэндерді табамыз. Бүл қабырғада 
у  -  6 -  х ,0  < х  < 6  жэне z  = z(x) = х 2(6  -  х ) (2  -  х  -  6 + х) =
- 4 х2(6 — х),  -48д: + 12х2 = 0 ,1 2 х ( х  -  4) = 0. Стационар нүктелерді 
z ' {x )  = 0 немесе -4 8 *  + 12х2 = 0 ,12(ж — 4) тендеуден табамыз. Бүл 
теңдеуден * = 4, өйткені * = 0, шекаралық нүкте. х  = 4  болғанда z = - 4  ■ 
16(16 — 4) = —128. Сонымен, z функциясының берілген үшбұрыштағы ен 
үлкен жэне ең кіші мәндерін оның келесі мэндерінің ішінен іздейміз:
үш бұр ы ш  іш ін д егі ( і ; ^ )  н үк т еде  z  =  ~ ;х  =  0  ж эн е  у  =  0  қабы ргаларда жэне 

оларды ң үш тар ы н да z  =  0; *  +  у  =  6  қабы рғасы ны ң (4; 2 ) н үк тесін де z  =  

— 128. Д ем ек  бер іл ген  ф ункция z  =   ̂ ең  үлк ен  м эн ін  іш кі ( і ; ~ )  нүктесінде, 

z  =  - 1 2 8  ең  кіш і м эн ін  *  +  у =  6 қабы рғасы ны ң (4; 2 ) н үк т есін де  қабылдайды.
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8.3. Функцияныц шартты экстремумы

Математика жэне оның қолдануларында аргументтері өзара байланыс 
теңдеулері деп аталушы кейбір қосымша шарттар (байланыс теңдеулері) 
арқылы байланысқан бірнеше айнымалды функцияның экстремумын табуға 
арналған есептер жиі кездеседі. Мұндай экстремумдар шартты экстремумдар 
деп аталады.

Келесі есепті қарастырайық. Ауданы 2а-ға тең қаңылтырдан көлемі ең 
үлкен, параллелопипед пішінді ашық қорап жасау керек.

Қораптың енін, ұзындығын жэне биіктігін сәйкес x ,y , z  арқылы белгілесек 
есеп V =  xyz  функциясының

ху  + 2 xz  + 2 yz  = 2 a
шарты орындалатындай максимумын табуға саяды. Егер қорап жабық болатын 
болса, онда

2ху + 2 xz  + 2yz = 2 a 
қосымша шарт орындалуы керек.

Алдымен, айнымалдары бір шарт арқылы байланысқан екі айнымалды 
функцияның шартты экстремумы туралы мәселені қарастырайық

1. z  = f  (х, у) (8.38)
функциясының х  жэне у  айнымалдар

(р(х,у) = 0 (8.39)
байланыс теңдеуін қанағаттандыратын, максимумы мен минимумы табылсын. 
f (x ,y ) ,  <р(х,у) =  0 функцияларын шартты экстремум нүктесінің кейбір 
маңайында дифференциалданатын функциялар деп есептейміз.

(8.39) теңдікті у-ке қатысты шешу мүмкін болса, мысалы у = ф(х), онда бұл 
функцияны / ( х ,у ) өрнекке қойсақ, z = /[х , ф(х)] = Ф(х) бір айнымалды 
функция шығады. Бұл функцияның экстремум нүктесі х-ті тауып, байланыс 
теңдеуінен х-ке сэйкес келетін у-ті анықтап, есептің шешімін табамыз.

(8.39) байланыс тендеуін у-ке немесе х-ке қатысты шешуге болмаса да 
қойылған есепті шешуге болады.

Теорема 8.14. (Шартты экстремумның қажетті шарты). Егер /(х ,у )ж эн е 
<р(х,у) функциялары (8.38), (8.39) есептің М(х,у) шартты экстремум нүктесінің 
кейбір маңайында дифференциалданатын функциялар болса, онда М(х,у) 
нүктесінде

dz д<р dz да)
■*" =  ® ' л-  ^ ~л~ =дх дх ду ду

<р(х,у) = О, (8.40)

теңдіктері орындалады.
Дәлелдеуі. (8.39) теңдіктен у айнымалды х айнымалдық функциясы деп

dz ,есептеп, — туындысын табамыз:
(8.38)-ден у-ті х-тің функциясы деп алсақ,

dz d f  d f  ду
dx дх ду дх

Экстремум нүктелері үшін қажетті шарт
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d f  d f  dy
rx + 3~y * Г °  (8 « )

теңдігі орындалауы тиіс. (8.39) байланыс теңдеуінен х  бойынша туынды алсақ,
д(р д(р dy
а Т + а Г 5 г  =  0 (М 2)

теңдігі алынады. (8.42) тендікті қазірше белгісіз X санға көбейтіп, нэтижесін
(8.41) теңцікке қоссақ j -  + ■ j -  + Я +  т " ' : г )  = 0, немесе.

дх ду йх \ д х  ду  d x j
( d f  д(р\ ( d f  d<p\ dy
{тх + л ^ ) + [Г у + л ^ ) т х = ,> (8-43’

(8.39) теңцік барлық экстремум нүктелерінде орындалады. Енді X санын 
іу +  ^ іу  =  0 тенДІгі орындалатындай етіп таңдасақ (анықтық үшін күдікті

нүктелерде <р'у *  0 деп алайық), онда (8.43) теңдіктен ^  + Я ^  = 0 теңдігі 
шығады.

Сонымен шартты экстремум нүктелерінде үш белгісізі бар келесі үш теңдеу 
жүйесі қанағаттандырылады:

d f  dw d f  d(p

к  + л а ;  = 0’ъ  + л Ъ  = 0 М х ’у:і = 0
(8.40) жүйеден х , у  жэне X табылады. Мұнда X белгісізі тек көмекші роль 

атқарады. Бұдан кейін оның қажеті болмайды.
(8.40) жүйенің сол бөлігі.

Ғ( х, у, Я) =  / ( х, у)  + Х(р{х, у) (8.44)
функциясының сэйкес х, у, Л айнымалдары бойынша дербес туындылары 
екендігі көрінеді.

Ғ(х,у,А) -  Лагранж функциясы, X -  Лагранж көбейткіші, ал шартгы 
экстремум есебіне қолданылған бұл эдіс -  Лагранж көбейткішінің әдісі деп 
аталады.

(8.40) теңдеулер жүйесі шартты экстремумның қажетті шартын құрайды.
Яғни (8.40) жүйені қанағаттандыратын х ,у  жэне X мәндерінде (8.38), (8.39)

есептің шартты экстремумы болуы да, болмауы да мүмкін.
Табылған (х, у )  стационар нүктесінде (8.38), (8.39) есептің шартты 

экстремумы бар немесе жоқ екенін білу үшін (8.44) Лагранж функциясының 
екінші дифференциалының таңбасын зерттеу ыңғайлы. Мұнда dy 
дифференциалы dx-Kt тэуелді болатынын ескеру керек.

(8.44) Лагранж функциясының қүрылымынан (р(х,у) = 0 байланыс шарты 
орындалғанда f ( x , y ) жэне Ғ{х,у,А) функцияларының экстремумдары дэлме 
дэл келеді. Өйткені

f ( x  + Ах, у  + Ay) -  f i x ,  у )  = Fix  + Ах, у  + Ay, Я) -  Fix, у, Я).
Теорема 8.15. (Шартты экстремумның жеткілікті шарттары). f i x , у) жэне 

<ріх,у) функцияларының Mix, у)  стационар нүкте мен оның кейбір маңайында 
екі рет үзіліссіз дифференциалданатын болсын.

Онда, егер Fix, у, Я) Лагранж функциясының екінші ретті дифференциалы:
а) квадраттық түлға d 2F(M) >  0 болса, (8.38), (8.39) есеп Міх ,у)  нүктесінде 

шартты минумумге ие;

322



б) квадраттық тұлга d 2Fm  < О болса (8.38), (8.39) есеп Mix,у)  нүктесінде 
шартты максимумга ие.

Дәлелдеуі. Шарт бойынша f ,F  функциялары Mix, у ) стационар нүктесінде 
екі рет үзіліссіз дифференциалданатын функциялар. Лагранж функциясының 
құрылымы бойынша Az = f i x  + Ах,х  + Ax) — f i x , у ) = Fix + Ах, у  + Ay, Л) -  
Ғіх,х,Л), яғни (8.39) байланыс шарты орындалғанда f i x , y )  жэне Ғ(х,у, Я) 
функцияларының экстремумдары дәлме дэл келеді. Онда экстремумның 
жеткілікті шартын алу үшін d2F екінші ретті диффенренциалдың анық 
таңбалығын талап ету керек. Ол үшін Сильвестр белгісі бойынша (8.36) 
сандардың таңбаларын анықтау керек.

Бұл жағдайда (8.39) байланыс шарты орындалғанда d 2F > 0 (d2F < 0) 
болғанда (8.38) функция, Mix, у)  стационар нүктеде шартты минимумге 
(шартты максимумга) ие болады.

2. Айнымалдар саны т > 3 болатын функциялар үшін шартты экстремум 
есебін Лагранж көбейткіштері эдісімен шешу.

Лагранж көбейткіші әдісін айнымалдар саны т > 3 болган жагдайга да 
қолдануға болады.

и = f i x 1 , x 2, . . . , x m)
функциясының келесі байланысқан теңдеулерді

fV i i x i , x 2, ~  . х т )  =  0

(p2ix 1 , x 2l. . . , хт) =  0

\<Pn(xl t x2,... , хт) = 0

(8.45)

(8.46)

қанағатгандыратын (п < т ) экстремумдарын табу керек болсын.
Ол үшін Лагранж функциясын былайша жазамыз:
Ғіх^, х2, ..., Хүц, Л̂ , Л2, ..., Лп) f i x v  х2, ..., Xjyf) "Ь Л^(рі іх^, х2, ..., Xyyf) Ч-

± b ( p 2 ixi, Х2,. . . ,  хт )+  ... + ЛпСРпіх 1 , х2,. . . ,  хт) (8.47)
Мұндағы Лі, і = 1,п , Лагранж көбейткіштері.
Теорема 8.14 (қажетті шарт) түжырымы сияқты Ғіх 1 , х 2, . . . , х т,Л1 ,Л2, . . . ,Лп) 

функциясының х 1 , х 2, . . . , х т айнымалдар бойынша дербес туындыларын тауьш, 
оларды нөлге теңестіреміз:

( d f  dcfh'  3 дср2 , 
дхг 1 дх^ 2 дх1

df  . і д<Рі . з д(р2 a 
дх2 1 дхг 2 дхг

* * • £ -
(8.48)

df_
<дхт + Ях

д(рі | д д(р2 
dxm дхт

----- Һ Яп д(рп
дхт

= 0

(8.46) , (8.48) теңдеулер жүйесінен, х 1, х 2, . . . , х т, Л1 ,Л2, ...,Лп белгісіздерді 
табамыз.

(8.46) , (8.48) тендеулер жүйесі (8.45), (8.46) шартты экстремум есебінің 
қажетті шарттарын қүрайды. Табылған Міх 1 , х 2, . . . , х т) стационар нүктесі 
(8.45) функция (8.46) байланыс шарттары орындалғанда шартты экстремум
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нүктесі болуы үшін d 2F екінші ретті дифференциалды зерттеу керек. d 2F > 0 
(d2F < 0) болғанда М  нүктесінде шартты минимум (шартты максимум) болады. 

Бұл тұжырым Теорема 8.15 сияқты дәлелденеді.
Мысал 8.6. и = х 2 + у 2 + z 2 + 1 функциясының х + х + z  -  1 = 0 байланыс 

шарты орындалғандағы шартты экстремумын табу керек.
Шешуі. Лагранж функциясын (8.47) құрып, дербес туындыларын табамыз: 

F(x,y,z,A) = х 2 + у 2 + z 2 + 1 + Л(х +  у + z -  1);
дҒ дҒ дҒ
—  = 2х + А,—  = 2у + А,—  -  2z + А. 
ox ду oz

(8.48) қажетті шарттарды ескерсек М0 (x0, y 0, z0) күдікті нүктенің
лкоординаталары х 0 = у 0 = z0 = -

х 0 + у 0 + z0-  1 =  0 байланыс шартынан Я = —  шығады. Демек, М0

күдікті нүкте. Екінші дифференциал
d 2F =  2 [(dx) 2 + (dy) 2 + (dz)2]

болғандықтан, Сильвестр белгісі бойынша барлық х, у, z-тер үшін квадраттық 
тұлға оң таңбалы. Демек, М0 ^ шартты минимум нүктесі жэне 
функцияның осы нүктедегі мэні

/1 1 1\ /1 \2 /1 \2 / 1 \2 1 4
и™ " ( з ' з ' з )  = (з)  + (з )  + (з )  + 1 - з  + 1 ~ з

8.4. Эмпирикалық формулалар түсінігі. Ең кіші квадраттар әдісі

Тәжірибе негізінде қүрылған аналитикалық өрнектер эмпирикалық 
формулалар деп аталады.

Әртүрлі зерттеулерде (хг, уг), (х2, Уг). • • •. (хп> Уп) тэжірибе негізінде 
алынған нүктелердің Оху жазықтығында орналасуына қарай аналитикалық 
түрде у  = f i x )  функциясының түрін анықтау қажет болады.

Негізгі мақсат-ауытқу сандарының квадраттарының қосындысы
П

SU'l =  Y i . R x l) - y , f  (8.49)
1=1

шамасын ең аз ету. Бұл әдісті ең кіші квадраттар әдісі деп атайды.
Бұл мәселені шешу екі сатыдан тұрады:
1) у =  f { x )  функциясының түрін анықтау;
2) f i x )  функциясындағы белгісіз параметрлерді анықтау. S(J)  шамасының 

орнына ' ^ д  -  У  [ / ( х  ) - у . ]  немесе ^ | d ,  | =  ^ | / ( х ,  ) - у , |  шамаларын алуға да
і=1 /=1 і=1 /=1

болар еді.
Бірінші жағдайда тәжірибелік нүктелердің эртүрлі үлестіріліміне қарамастан

П
'У 'З ,  шамасы аз, тіітгі нөл де болуы мүмкін, өйткені оң ауытқуларды теріс
/=і
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ауытқулар азайтып жіберуі мүмкін. Екінші жағдайда

болмайды, бірақ оны дифференциалдауга болмайды. 
у(х) функциясы

п

;=1
үшін мұндай кемшілік

у = ax + b (8.50)
түрінде болсын дейік. Онда (8.49) функция

П

S(a, b) = + Ь -  Уі)2
І= 1

түрінде болады. Осы екі айнымалды функция а жэне b айнымалдардың қандай 
мәндерінде ең кіші мэнді қабылдайтынын анықтайық.

Мұндағы Хі жэне Уі ,і = Т/п, берілген сандар, ал а және b коэффициенттері 
анықталуы керек болатын белгісіз сандар.

Сонымен, қойылған есеп, 5(а, Ь) екі айнымалды функцияны минимумға 
зерттеуге келтірілді. (8.33) шартгар бойынша (қажетті шарттар) стационар 
нүктелерді табамыз:

Г -  =  0
немесе

— = 0 {дЬ

)]х,. = °
;=І

- 2 а ] у , - к ^ ) = °
/=і

Бұл жүйені былайша жазуға болады:

п п
Y j y i = a £ x i +bn (8.51)
І=1 (=1

(8.51) жүйе ең кіші квадраттар әдісінің нормалды жүйесі деп аталады. Осы 
жүйені шешіп (a, b) стационар нүктені табамыз.

Теорема 8.15 бойынша (a0,b0) нүктесіндегі жеткілікті шарттың орындалуын 
тексереміз. Ол үшін (а0, Ь0) стационар нүктесіндегі

A = S % (a 0,b0),B = S% (a 0,b0),A = S% (a 0,b0)
екінші туындылардың мэнін 
анықтаймыз.

тауып, А = А С - В 2 шаманың таңбасын

d2S v  2 d 2S v  d2s2ХХі> дадЬ ~ 2 А , Хі' дь2 ~ 2п
1=1

болғандықтан,
і=1
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& = 4 n - J x f - \ 2 j j c l Т У И * , - x , f  > 0
1=1 v  1=1 '  ,=1 /=1

d 2S
> 0 болғандықтан M(a,b) нүктесінде, теорема 8.13 бойынша, S(a,b) 

функциясы минимумға ие болады.
Бұл есепті Сильвестр белгісін қолданып та шешуге болады.
Мысал 8.7. Мұнайдың бағасы х  (ақшалай бірлік) жэне мұнай компа- 

нияларының акцияларының индексі у  (шартты бірлік) келесі түрде берілген.

* 17,28 17,05 18,30 18,80 19,20 18,50
У 537 534 550 555 560 552

х  жэне у  айнымалдардың арасында сызықгық тәуелділік бар деп ұйғарып, ең 
кіші квадраттар әдісін қолданып у  = ax + b түріндегі Эмпирикалық 
(тэжірибелік) формула аныкталсын.

6 6 6 6

Шешуі. Есептесу ақшасын табуға қажет ШаМЗ'
і=1 і=1 ;'=1 і=1

ларды табамыз. Аралық есептеулерді көмекші кесте ретінде келтіреміз.

Уі х і Уі X?АІ
17,28 537 9279,36 298,5984
17,05 534 9104,70 290,7025
18,30 550 10065,00 334,8900
18,80 555 10434,00 353,4400
19,20 560 10752,00 368,6400
18,50 552 10212,00 342,2500
109,13 3288 59847,06 1988,5209

Бұл белгілі кесте негізінде (8.51) нормаль теңдеулер жүйесі мы на түрде 
болады.

1988,5209а + 109,ІЗЬ = 59847,06
109,13а +  6 b = 3288
Бұл жүйенің шешімі а = 12,078, b = 328,32
у  = 12,078* +  328,32
ізделінді тәуелділікті береді.
Сонымен, мұнайдың бағасы бір ақша бірлігіне өскенде мұнай компания- 

ларының акцияларыньщ индексі орташа 12,078 бірлікке өседі.
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IX тар ay. БІРНЕШ Е АЙНЫМАЛДЫ ФУНКЦИЯЛАРДЫҢ  
ИНТЕГРАЛДЫҚ ҚИСАБЫ

§ 1. Екі еселі интегралдар

Анықталған интегралдың екі айнымалды функция үшін жалпылауы екі 
еселі интеграл болып табылады.

1.1. Екі еселі интегралдыц анықтамасы және бар болу шарттары

Кейбір D d  Оху тұйық шенелген 
аймақта анықталған жэне шенелген 
z = f ( x , y ) функциясы берілсін. Бұл 
аймақтың L шекара сызығы ақырлы 
у = f ( x ) немесе х = <р(у)
теңдеулерімен берілген үзіліссіз 
функциялар болсын. Мысалы, 0 і
қабырғаларының теңдеулері у  = кх + b ----------------------------- ^-------------- ү
жэне х = а түзулерімен шенелген 
үшбұрыш, у = +V R2 — х 2 жартылай 
шеңберлермен шенелген дөңгелек.

D аймақты кез келген тэсілмен ортақ Сурет 9.1
ішкі нүктелері жоқ, ақырлы
Dv D2, . . . ,Dn бөлікшелерге бөлеміз. Бұл бөлікшелердің аудандарын, сәйкес, 
ASV AS2, .... ASn арқылы белгілейміз (сурет 9.1).

Әрбір Dj, І —\ п  бөлікшеде кез келген МДлг^.у^) нүктені таңдап, f ( x , y ) 
функциясыныц D аймақтағы Риман интегралдық қосындысы деп аталатын

crn = T / ( Xi^y , ) -A S i (9-1)
/=і

қосынды құрамыз (сурет 9.2).

Dl аймақгьщ d(DL) диаметрі деп, ^ ( Д  ) ~  SUp(7V ,7У ) шаманы атаймыз,
N'eD,
N"eD,

ал X арқылы D, бөлікшелердің диаметрлерінің ең үлкенін, яғни 
Л = m ax \d{D.  ) | , белгілейміз.

1 й і < . п  1 1
п

Анықтама 1.1. Егер 1 І т ^ У ( х ; , Уі ) ‘^ і = 1  ақырлы шек бар болса, 
A—>0 . ,1=1

ол шекті f ( x ,  у) функциясыныц D аймақ бойынша екі еселі Риман интегралы 
деп атайды жэне
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D D

1 = \ \ f { x , y ) d S  = ̂ f { M ) d S = ^ f { x , y ) d x d y  (9.2)
1=1 D

символдарының біреуімен белгілейді.
Бұл жағдайда D -  интегралдау аймағы, 

f i x ,  у ) -  D аймақта интегралданушы 
функция, х  жэне у  интегралдау 
айнымалдары, dS немесе dx ■ dy  -  аудан 
элементі деп аталады.

f ( x , y )  функциясының шенелген 
болуы екі еселі интеграл бар болуының 
қажетті шарты. өйткені, кейбір шенелген 
функциялардың екі еселі интегралы 
болмайды. Мысал ретінде

[1 , х  және у рационал сандар,
, х  және у иррационал сандар. 

екі айнымалды функциясын
қарастырайық.

ги .у - )  =  {J;:

Анықтама бойынша D  =  | 0 <  X <  1,0 <  у  <  болганда, f i x , у )
функциясының D аймақта екі еселі интегралы болмайды. Өйткені х  жэне у 
айнымалдар рационал сандар болганда интегралдық қосынды а Ф 0, ал 
иррационал сандар болганда о  = 0 болады.

Теорема 9.1. (жеткілікті шарт). Егер f i x , у)  функциясы шенелген тұйық D 
аймақта шенелген, жэне осы аймақтың теңдеулері у = fix')  немесе х  = (р(у) 
үзіліссіз функциялар болатын ақырлы қисықтардың нүктелерінен басқа 
нүктелерде үзіліссіз болса, онда f i x , y )  функциясы D аймақта 
интегралданушы функция болады. ([1],XVI, §1).

Салдар 1.1. Егер f i x ,  у)функциясы шенелген тұйық D аймақта үзіліссіз 
болса, онда функция осы аймақта интегралданушы.

Ескерту 1.1. Анықгама 1.1-ден (9.2) шектің бар болуы D аймақгы бөлу 
тәсіліне жэне эрбір бөлікшеде M(xt ,уі)  нүктесін таңдауға байланысты еместігін 
атап өтеміз. Сондықтан, интегралдық қосындьшы кұрғанда бөлу тәсілін жэне 
эрбір бөлікшеде нүктені тандауды есептеуге қолайлы етіп алу керек.

1.2. Екі еселі интегралдың негізгі қасиеттері

Екі еселі интегралдың негізгі қасиеттері анықталған интегралдың сэйкес 
қасиеттері сияқты түжырымдалады.

1° Егер К  кез келген тұрақты сан болып, жэне /(х ,у )  функциясы D 
аймағында интегралданушы болса, онда К • /'(х,у)функциясы да D аймақта 
интегралданушы жэне

К \ \  fix ,y)dxdy = K ^ f (x ,y )d x d y .
К  D
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2° Егер f i x ,  у )  жэне gix,  у ) функциялары D аймақта интегралданушы 
болса, онда олардың алгебралық қосындысы да D аймақта интегралданады 
жэне

JJ  [/(■*, У) ± g(x ,  y W x d y  =  JJ f { x ,  y )dxdy±  JJ g (x  ,y)dxdy
D D D

1° жэне 2° қасиеттер екі еселі интегралдың сызықтық қасиеттері деп 
аталады. Бұл қасиеттерді біріктіріп жазсақ

[ [ [ « • /  (х, у ) ± р -  g ix ,  y)]dxdy = «JJ f i x ,  y )dxdy  ± p \ \  g i x  ,у)сІхсІущп№
D D D

a, P -  кез келген сандар.
3°. Егер D тұйық аймағы ортақ ішкі нүктелері жоқ кез келген D' жэне D" 

аймақтардың бірігуі болса, яғни D = D' U D”, жэне f i x , у) функциясы D' пен 
D" аймақтарда интегралданушы болса, онда бұл функция D-аймақта 
интегралданады жэне

JJ / ( * ,  y )d x d y  = JJ f i x ,  y )d x d y  + JJ f i x ,  y)dxdy.
D D' D"

қасиет екі еселі интегралдың аддитивтілік қасиеті деп аталады.

4°. Егер D аймақта / (х , у )  > 0 болса, онда JJ/ (х, y )d x d y  >0 болады.
D

Егер D тұйық аймақта интегралданушы f i x ,  у)  жэне д і х , у ) функциялары 
үшін осы аймақтың барлық нүктелерінде f i x ,  у)  < д іх .у )  болса, ондаJJ f ( x ,  y ) d x d y  < JJ g i x ,  y )d x d y

D D
5°. Егер f i x ,  у )  жэне д іх . у )  функциялары D тұйық аймақта 

интегралданатын болса, онда осы аймақта f i x ,  у)  • д іх ,у )  функциясы да 
иинтегралданатын болады.

6° Егер f i x ,  у )  функциясы D тұйық аймақта интегралданатын болса, онда 
f i x ,  у) | функциясы да осы аймақта интегралданатын болады жэне

\ \ f ( x , y ) d x d y  ^  JJ|f ( x , y ) d x d y \
D D

1° -  6° қасиеттер шек анықтамасына сүйеніп дэлелденеді.
7°. Орта мэн формуласы. Егер f i x , y )  функциясы D тұйық байланысты 

аймақга үзіліссіз болса, онда осы аймақта М(х0,у 0) нүктесі табылып,

JJ f i x ,  y)dxdy = Д х 0, у 0 )S теңдігі орындалады.
D

Мұндағы S саны D  аймағының ауданы. Бұл теңдіктен
\ \ f ( x , y ) d x d y

Л ^ о .Д 'о ) = ---------^ ---------- (9.3)

(9.3) теңдігі орта мэн формуласы деп аталады.
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8°. Егер /(дс, у)  функциясы шекарасы L құракты-тегіс D тұйық аймагында 
үзіліссіз болса, онда ол L мен оның тұйықтамасы D/L аймақтарында
интегралданады, жэне \ \ f { x ,y ) d x d y =  JJ/ (х,у)сіхсіутснд\п орындалады.

D D/L
Шынында да, f i x ,  у)  функциясы D тұйық аймақта үзіліссіз болгандықтан

JJ f i x , y ) d x d y  = JJ f { x , y ) d x d y  + ^  f ( x , y ) d x d y  =
D D/L L

= JJ f { x , y ) d x d y  + 0 = JJ f ( x , y ) d x d y
D/L D/L

1.3. Екі еселі интегралды қайталама интеграл га келтіру

a) D түйық аймақ тіктөртбүрыш болған жагдай. D аймақтың L 
шекарасының қабырғалары координаталық осьтерге параллель болсын.

Теорема 9.2. f i x , у)  функциясы D  = Ц х , у )  \ а < х  < b ,c  < у  < d} 
тіктөртбұрышта интегралданушы, яғни

j f i x , y ) d x d y  (9.4)
D

интеграл бар және эрбір х  е [a, b] үшін
d

J { x )  = J f i x , y ) d y  (9.5)
С

анықталған интеграл бар болсын. Онда оныц
Ь Ь dJ J i x ) d x  =  J <&J f i x , y ) d y
a  a  c

қайталама интеграл деп аталатын интегралы бар болады жэне

Л /< *  , y )dxdy  = J dx J f i x ,  y )d y  (9.6)
D  a  c

теңдігі орындалады.
Дәлелдеуі. D тік төртбүрышын a = x Q < xx < x 2 < ... < xn = b жэне 

c = Уо < Уі < У г < ■ ■ ■ < У к = d нүктелерінің жәрдемімен Di; = {(х,у)|хі_! < 
х < х 0 yj-г < у < yj},i = 1 , п ,  j  = 1 , к бөлікше тіктөртбұрыштарға бөлеміз. 
Ахі = Хі -  Ду, = yj -  У/-і деп алып, т і; және арқылы бөлікше тік 
төртбұрыштағы f i x ,  у ) функциясының дэл төменгі жэне дәл жогаргы 
шекараларын белгілейміз. Сонда Әц тіктөртбұрышта

тц < f i x . y )  < (9.7)
қос теңсіздік орынды болады.
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Бұл теңсіздікте х  = & деп алып, мұндағы £  — [*і- к **] кесіндідегі кез 
келген нүкте, содан соң (9.7) теңсіздігін [у; -і,У/] кесіндісінде у бойынша

интегралдаймыз. Сонда mtj Ду. < |  f ( ^ , y ) d y  < M ij/Ayi теңсіздігі алынады.

Енді бұл теңсіздікті барлық у-лер, j  = 1 ,к,  бойынша қоссақ, (9.5) белгілеуін 
қолдана отырып

к к

туДу,- <  Ж і)  <  ^  МуАуі 
;'=і ;'=і

теңсіздігі алынады. Әрі қарай бұл қос теңсіздікті Лхг ге көбейтіп, барлық і- 
лер, і = 1 , п, бойынша қоссақ,

п к п п кI I  mijAXiAyj < ^ Ж і) -АХі<Ү^Ү^ МцАхіАуі (9.8)
і=1 7=1 і=1 і=1 У=1

қос теңсіздігі шығады.
Dij бөлікше тіктөртбұрыштардың диаметрлерінің (диагональдарының) ең 

үлкені A -» 0 дейік. Бұл жағдайда тах{Дх;} нөлге ұмтылады. Онда (9.8) 
теңсіздіктеріндегі шеткі қосындылар -  төменгі жэне жоғарғы Дарбу 
қосындылары -  (9.4) екі еселі интегралға ұмтылады. Сондықтан (9.8)-дің 
ортасындағы мүше де, A -» 0 болғанда, (9.4) екі еселі интегралға ұмтылады. 
Бірақ бұл шек анықталған интегралдың анықтамасы бойынша

j ] ( x ) d x  = J  d x j  f (x ,y )dy .

Сонымен қайталама интегралдың бар болуы жэне (9.6) теңдік дэлелденді. 
Ескерту 1.2. Егер теорема 9.2-де х  пен у айнымал орындарын ауыстырсақ, 

онда
d d b

j f ( y ) d y  = j d y j  f ( x , y ) d x
c c a

қайталама интегралдың бар болуы жэне
d ьJ{ f (x ,y )d x d y  = \dy^f(x ,y)dx (9.9)

D
теңдіктің орынды екендігі дэлелденді.

(9.6) жэне (9.9) формулаларының жәрдемімен (9.4) екі еселі интеграл 
қайталама интегралға келтіріледі. Мысалы (9.9) формулада, алдымен у-ті 
түрақты деп алып х  бойынша интегралдайды да, алынған нәтижені у бойынша 
интегралдайды. Яғни, кезекпен, екі анықталған интеграл есептелінеді.
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Мысал 1.1. JJ 2(х + y 3)dxdy,
D

мұндағы D =  {(x, y ) | l  < x <  2, 0 < у  < 2), екі еселі интегралды есептеу 
керек.

Шешуі. Берілген интегралды (9.6) формула бойынша
2 2

JJ 2(х + y 3)dxdy = 2 J  dx J  (х + y 3)dy

түрінде жазылады, мұнда ішкі интегралда х  тұрақты деп есептеиміз:
2 0

2 24
J (x  + y 3)dy = (ху  + ^

0
= 2х + —  = 2х + 4. 

4
Алынған функцияны х бойынша [1; 2] кесіндісінде интегралдаймыз:

2 2
JJ 2(х + y 3)dxdy = 2 J (2х + 4)dx = [2(х2 + 4 х ) ] |г =
D 1

= 2[(22 +  4 ■ 2) -  ( I 2 + 4 ■ 1)] = 2 ■ (12 -  5) = 14.

Енді осы интегралды (9.9) формуланы қолданып, тікелей төмендегіше 
есептейік:

Z Z Z 2

JJ 2(х + y 3)dxdy = 2 J  dy J (х + y 3)dx = 2 J  ( — + у 3х J
D 0  1 О

= 2 J  + 2y3  ̂-  ( у  + У3)  rfy = 2 J  ( I  + у3) dy = 
o = 20‘2+̂ ) = 2(3 + 4) = 14^ У

2 У +  Т
6) D қисықсызықты аймақ болған жағдай.
Анықтама 1.2. D аймағының ішкі нүктелерінен өтетін х  — а(у  = /?) 

түзулері оның шекарасын екі нүктеден артық нүктелерде қимаса, онда D 
аймағы Оу осінің бағыты бойынша (Ох осінің бағыты бойынша) дұрыс аймақ 
деп аталады. Егер D аймагы Ох жэне Оу осьтерінің бағыттары бойынша дұрыс 
болса, онда ол дұрыс аймақ деп аталады.

Теорема 9.3. f ( x , y )  функциясы D = {(х, у)|а < х < Ь, у 1 (х) < у < у2 (*)}, 
мұндағы Уі(х) жэне у2 (х) функциялары [a,b] кесіндісінде үзіліссіз, аймақта

анықталған, осы аймақта екі еселі Я Д *  , y ) d x d y  интегралы бар жэне эрбір
D
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У2(х)

xE[ a, b]  үшін J ( x ) =  I  f ( x , y ) d y
M*)

b b y2(x)
болса, онда j'J(x)dx  = \dx  j  f ( x , y ) d y

a a уД*)

анықталған интегралы бар функция

қайталама интегралы бар жэне

\ \ f { x , y ) d x d y  = \dx  J f ( x , y ) d y
D Уі(х)

теңцігі орындалады. 
Дәлелдеуі.

Сурет 9.3

(9.10)

с =  min Уг(х),с1 =[a,b]
max у 2 (x) деп алайық жэне D аймақты [a.b]
D’ = {(x,y)\a < x < b, с < у  < d), тік 
төртбұрыштың ішіне орналастырайық.
D' тік төртбұрышта (сурет 9.3).

Ғ(Х’У )- І 0  ,(x ,y )G D '\D  
көмекші функцияны қарастырайық. Бұл 
функция теорема 9.3 шарттарын
қанағаттандырады. Шынында да ол D 
аймақта интегралданады, өйткені 
/(х ,у )  функциясымен дэлме-дэл
келеді, жэне D'^D аймақта да интегралданады, өйткені мұнда нөлге тең. Демек 
екі еселі интегралдың 3° қасиеті бойынша:

JJ F (x ,y )d x d y  = JJ f (x ,  у) dxdy жэне JJ F(x,y)dxdy = 0.
d ' d d ^d

Соңғы тендіктерденJJ F(x,y)dxdy  = ^ f ( x , y ) d x d y (9.11)

екендігі шығады. Әрі, эрбір х Е [a, b] үшін
d УіМ Уі(х) d

J Ғ{х,у) dy  = J F(x,y )dy  + J F(x,y)dy + J F(x,y)dy
с c УіО) Уг(х)

интегралы бар, өйткені оң бөліктегі үш интеграл да бар. Шынында да [с,уг (х)] 
жэне [у2(*)<^] кесінділері D аймақтыц сыртында жатыр, ал бұл кесінділерде 
Ғ(х ,у ) =  0. Демек, оң бөліктегі бірінші жэне үшінші қосылғыштар нөлге тең, ал
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екінші қосылғыш шарт бойынша бар, өйткені [Уі ОО1У2 00] кесіндісінде 
Ғ(х ,у )  = f ( x , y ) .  Сондықтан,

d У 2 О)

J Fix ,у) dy = J f ( x , y ) d y ( 9.12)
УіМ

Сонымен, F(x ,y ) функциясы үшін теорема 9.2 шарттарының барлығы 
орындалады. Демек, бұл функция үшін D' төртбұрышындағы екі еселі 
интеграл қайталама интегралға келтіріледі

b d

JJ Ғ(х ,у ) dxdy  = J dx j  Ғ(х, y)dxdy.
Dr а с

Осы тевдіктен жэне (9.11), (9.12) теңдіктерден
ь У2М

jj f ( x ,  у )  dxdy  = J dx J f i x ,  y)dxdy,
D a  Уі  (x)

яғни, (9.10) формула алынады.
(9.10) формула Оу-бағыты бойынша дұрыс аймақ үшін шығарылды. 

Ескерту 1.3. Егер D аймағы Ох осі бағытында дұрыс болса, теорема 9.3 
шартында х  пен у  орындарын ауыстырсақ, тұжырым

d d х2 (у)

J j ( y ) d y = J d y  J  f( x ,y )d x
с с *1 (у)

қайталама интеграл бар жэне
d *2 (У)

\ \ f ( x , y ) d x d y  = je fy  J  f { x , y ) d x (9.13)
*i(y)

теңдігі орындалады деп өзгереді.
Егер D аймағы дұрыс аймақ болса,

Ъ У2М  d Х2 (у)

[[ f ( x , y ) d x d y  = f  dx  f  f ( x , y ) d y = f d y  f  f ( x , y ) d x
D a  y-i(x) c *i (y)

тендіктері орындалады. Мұндағы x 1 (y ) ,x 2 (у) функциялары сэйкес 
У1ОО.У2ОО функцияларына кері функциялар.

Ескерту 1.4. Егер а <  \  < Ь  болып, ух (х) = <р(х),х 6 [а, (], 
уг(х) = гр(х),х е  [£ ,Ь] болса, онда (9.10) формула былайша жазылады:

f У2М ь УгО)f f  f i x ,  у)  dxdy = f  dx f  f i x , y ) d y +  f  dx f  f i x , y ) d y  (9.10a)
D a  <p(x) { 4>{x)

334



Осы СИЯҚТЫ с < Г} < d  болып, дсх(у )  =  ц{у),у 6  [c,rj], хг(у) = v ( y ) ,y  е  
[rj, d] болса, онда (9 .13) формула

п *2 O') d  Х2 ( у )

\ \ f { x , y ) d x d y  = \d y  J  f { x , y ) d x + \ d y  J  f ( x , y ) d x  (9 .13a)
c / j ( y )  rj v ( y )D

түрінде жазылады.

Мысал 1.2. ( a: -  y)dxdy  екі
D

еселі интегралды есептеу керек, 
мұндағы D аймағы у  =  2 -  х2, у  =  
2л: — 1 сызықтармен ш енелген.

Шешуі. D аймақты құрамыз. Бірінші 
сызық төбесі (0 , 2 ) нүктесінде Оу осіне  
сәйкес симметриялы парабола. Екінші 
сызық түзу. Бұл теңдеулерді жүйе  
ретінде ш еш іп, олардың қиылысу 
нүктелерінің координаталарын табамыз: 
А{- 3; - 7 ) ,  5 (1 ;  1) (сурет 9.4). (9 .10) 
формуланы қолдансақ:

1 2 - х 2

Сурет 9.4

хУ - ү \ \  dx =j j  ( х - у )  dxdy =  J dx J ( х -  y)dy = J
D  - 3  2 x - l  - 31
=  j  2̂x -  x3 — 2 + 2x2 — - x 4 +  2x2 +  x 4- 2x2 -  2x +  dx =

3 n

~ i ) dx=x3 +  2x2 +  x
- 3

1 .  x4 2x3 x2 3
-  —  x — — +  —— + — — —X

10 4  3 2 2

1
“  4  15

Енді осы интегралды x пен у  орындарын ауыстырып есептейік. Берілген 

сызықтардың теңдеулерін х -к е байланысты шешсек: х — ±J2 — у, х =  ^ +  -.

-  7 <  у  <  1 болғанда - J 2  -  у  < х(у) <  ^ +  - , ал 1 <  у  <  2 болғанда

—V 2 — у  <  х(у) < V 2 ~У
О нда (9.1 За) формула бойынша:

у + 1  -------------

1 2  2 72+У

jjf (х - у ) dxdy = J  dy / (x ~ y^dx + f  dy J  ” y)dx =
- 7

X

- /
- 7

~ 2 ~ y X

y+l
2 \x

d y +  ү - у х
Jt+y

-У ^ у
dy =
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-  / ( т  + ?  + 5 “ Т ~ 2 ~ 1 + 2 “ у^ 1 ^ ' ) л  +

= /  ( ~  8 у2 + 4 “  § ~  yV2 ~ y ) dy ~ 2 f Уу/ 2- y d y  =
- 7

j у7 2 -  ydy
2 — y  — t 1 

у  =  2  -  t 2

г

= + 2 (V 2 ^ y )S

Г о  , . 3  1
dy  =  —2 tdt
..2 n л 1113 у* 1 у 2 7 -г, -------- .о , ,-------Nc

■g Y  + 4У -  gy + 3 (л/2^у) -  2(V2 -  у)
- 7

+ (—2)
- і ( ^ Я * + 2 ( Л = Я І - ( - І Ч - і + 5 - * ) -

- ( - Т  + Т  + Т  +  5 ' з 3 - 2(- 2)5) [ 5 - 2] = 394
Мысал 1.3. IJ  20(х + 2y)dxdy

D

екі еселі интегралды есептеу керек. 
Мұндагы D аймағы у = х 2,у  = 0, х + 
у -  2 = 0 сызықтармен шенелген 
тұйық аймақ.

Шешуі. Сурет 9.5-те D интег- 
ралдау аймағы көрсетілген. Бул Ox 
oci бағытында дұрыс аймақ. Берілген 
екі еселі интегралды есептеу үшін
(9.13) формуланы пайдаланамыз:

1 2 - у

jj 20(х + 2y)dxdy  = 20 J dy J (х + 2y)dx  =20 J dy — + 2yx
D  0 Vy 0
1

2- У

Vy

= 2 ° / [
(2 -  y )2

+  4 y  -  2 y 2 — — — 2y2 d y  =  20
(У ~  2 )3 7 y 2 2 y 3 „ y 2 

6 2 ' 2  3 5

/  1 8 7 2 4 \  29

=  20 Г  6 +  6 +  4 ~ 3  _ 5 /  =  20  20 =
29

D аймақ Oy бағытында да дұрыс аймақ, бірақ жоғарғы шекарасы екі 
сызықтың бірігуінен тұрады. Бұл жағдайда сурет 9.5 тегідей D — Dx U D2 деп 
алып, (9.10а) формуланы қолдануға болатынын атап өтеміз.
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и
20(х + 2 y)dxdy = 20 JJ (x + 2 y)dxdy

Di
+ 20 ff (x + 2y)dxdy  = 

Dz

1 2 2-x

= 20 J dx J (x + 2y )dy  + 20 J dx j  (x + 2y )dy  =
о 0 

1
1 0 
2

= 20 J dx[xy  + y 2]J2 + 20 J  dx[xy + y 2]|o x =
о 0

1 2
= 20 J ( x 3 + x4)dx + 20 J [2x — x2 + (2 -  x )2]dx =

x4 x 5l|
= 20 |— + — + 2 0  

4 5 x +
x 3 (x -  2)3
3 3 = < 4 )

^ 4 -
8 1 1 

+20 (4 — 1 — — + — + 0 +
3 3

1\ 9
-  = 20 ■ —  
3 20

+ 20 -1  = 29.

+

1.4. Екі еселі интегралда айнымалдарды ауыстыру

/(х ,у )  функциясы кейбір тұйық шенелген D аймақты үзіліссіз болсын. 
Онда бұл функция D аймақта интегралданушы, яғни

\ \ f ( x , y ) d x d y  (9.14)
D

екі еселі интеграл бар. Енді
х =  х(и, v), у = у  (и, v), (9.15)

ауыстырулары жэрдемімен и және v айнымалдарға өтейік. (9.15) 
теқдіктерінен и, v  айнымалдары х жэне у айнымалдар арқылы бір мэнді 
анықталсын деп алайық:

и = u ( x ,y ) , v  = v(x,y),  (9.16)
(9.16) теңдіктер жәрдемімен D аймағының эрбір М(х,у) нүктесіне Ouv тік 

бұрышты координаталар жүйесінде кейбір M*(u,v) нүктесі сэйкес келеді. 
M*(u,v) нүктелер жиыны тұйық шенелген D* аймақты құрайды.

(9.15) координатларды алмастыру формулалары, ал (9.16) кері алмастыру 
формулалары деп аталады.

Жасалған ұйғарымдар бойынша, егер х(и, v) жэне у(и,  v) функциялары D* 
аймақты үзіліссіз бірінші ретті туындыларға ие болса жэне анықтауыш
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/  =
D(x, у)

дх дх
ди dv 
ду ду
ди dv

*  О (9.17)

D(x,y)

D(u, v)

болса, онда (9.14) интеграл үшін

\ \  f ( x , y ) d x d y  = IT f [ x { u ,  v ) , y { u , v)] d u d v  (9.18)
d d ' D ( u > y )

айнымалдарды ауыстыру формуласы орынды болады. (9.17) анықтауыш 
функционалдық анықтауыш немесе x(u,v) ,  y (u ,v ) функциялардың и жэне v 
айнымалдары бойынша Якобианы деп аталады.

Бұл айтылғандарды былайша тұжырымдауға болады.
Теорема 9.4. Егер (9.15) алмастыру тұйық шенелген D аймақты, тұйық 

шенелген D* аймаққа өзара бір мэнді бейнелесе, D* аймақта (9.15) 
функцияларының, бірінші ретті үзіліссіз дербес туындылары болып, оның 
якобианы J(u ,v ) =£ 0 жэне f (x ,  у)  функциясы D аймақта үзіліссіз болса, онда 
(9.18) айнымалдарды ауыстыру формуласы орынды болады ([4], Т 11, §5).

Дербес жагдайда Оху  тік бұрышты координаталар жүйесінен 0<рр тік 
бүрышты полярлық координаталар жүйесіне өткенде и  = q>,v = р  болып, 
(9.15) ауыстыру формулалар, х  = pcos<p,y = psiiup түрінде жазылады.

Онда Якобиан
дх дх

} =
д<р др 
ду ду 
д(р др

—psmq)  cos <р 
р cos <р sin (р = —р sin2 <р — р cos2 (р = — р,

ал |У| = р болады.
Сондықтан (9.18) ауыстыру формуласы:

\ \  f (x ,y)dxdy = JJ f[x{p\(p)-,y{p\(p)]-pdpd<p. (9.18 б)
D

Мысал 1.4. | |  yjx1 + у 2 dxdy екі еселі интегралды есептеу керек, мұндагы
D

D аймақ х 2 + у 2 < R2 дөңгелектің бірінші ширегі.
Шешуі. Полярлық коодинаталарға х  = pcoscp.y = psirup, мұнда 0 < р < 

R, 0 <  <р < - ,  формулалар жәрдемімен көшіп, (9.18а) формуланы қолдансақ,

jj y]xz +  y 2dxdy = j ■ pdpdtp =
D D*

72 Я 72Г Г  1 г 2?3 л »  4tD2
= J d<pjp2dp = - j  [p3]\od(p = —  [(p]\J2 = — .
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1.5. Екі еселі интегралдың кейбір қолданулары

Әртүрлі қолдануларда негізгі мәселе (9.2) теңдіктегі

=  Ү /  ( Щ  = Ү /  (Хі ’ X  ) ' ( 9 - 1 9 )
/=1 і=1

интегралдық қосындыларды қолайлы түрде құруға тіреледі.

1. Қисықсызықты цилиндрдің көлемін есептеу
Төменгі жағынан D шенелген тұйық аймақпен, жоғарғы жағынан z  = 

f i x , у') > 0 бетпен, бүйір жағынан бағыттаушысы D аймақтың шекарасы, 
жасаушылары Oz осіне параллель цилиндрмен шекараланған дене 
қисықсызықты цилиндр деп аталады.

D аймақты кез келген тэсілмен аудандары AS1,AS2,..., ASn болатын 
бөлікшелерге бөліп, эр бөлікшеде M^x^yf) ,  і =  1,п нүктені таңдасақ, 
бөлікшеге сәйкес элементар цилиндрдің көлемі Avt ~ f(M{) ■ ASt болып, 
жалпы көлемнің жуық мәнін анықтайтын (9.19) түріндегі

П

І=1
интегралдық қосындыны аламыз. f i x ,  у) үзіліссіз болғанда 
Я = maxdiam{45i} -> 0 деп шекке көшсек,

V = lim Y j  (М і ) • AS,.=  JJ f ( x ,  y)ds  = JJ f ( x ,  y)dxdy  (9.20)
(=1 D D

Мысал 1.5. у  = x 2, y  — l ,x  + y +  z = 4,z = 0 (сурет 9.6) беттермен 
шенелген дененің көлемін табу керек.

Шешуі. Берілген дене қисықсызықты цилиндр, жоғарыдан х + у  + z  = 4 
жазықтығының бөлігімен, төменнен Оху жазықтықтың у  = х 2 парабола мен 
у = 1 түзуінің арасындағы D бөлігімен шенелген, жасаушылары Oz өсіне 
параллель. (9.20) формула бойынша, дененің көлемі,

1 4у

V = fjzdxcfy = jd y  j  ( 4 - x - y ) d x =
D 0 - f i

1

= 1
0 L

(4 - y ) x dy = l \ { 4 - y ) y [ y d y
о

68
1 5 '

Басқаша ретпен интегралдасақ,

V = JJ zdxdy  -  J dx J(4 -  x  -  y )dx  = J
D - 1  x 2 - i

2іУ=1
(4 - x ) y -  — dx =

Jy = r
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= Л ( 5 ' * Н 4 ~ * )л:2+Т d * - “
15

-1

2. Жазық фигураның (пішіннің) 
ауданын есептеу.

(9.20) формулада z  = 1 деп 
есептесек,

5

теңдігі, яғни D пішіннің ауданының 
сандық мөлшері алынады.

Мысал 1.6. у  = х 2 жэне у = 1 
сызықтармен шенелген D пішіннің 
ауданын есептеу керек.

Шешуі. Мысал 1.4-те z = 1 десек
(9.21) формула жэрдемімен берілген пішіннің ауданы алынады:

і Vy і

S = ff 1 • dxdy = j  dy I  dx = j  x \ ^ d y  =
D 0 -s[y 0

1 1

= J(y/y  + yfy)dy = 2 j  y2dy = 2

Басқаша ретте интегралдасақ,
l l

з
yz
3
2

4
3'

S = J  dxdy = J  dx j  dy = j y l ^ d x  = J (1 -  x 2)dx =

3. Беттің ауданын есептеу
Oxyz  кеңістікте S  беті

z = /(* ,y ) , (x , y ) € D  (9.21)
теңдеуімен берілсін, мұндағы D -  шегарасы құрақты тегіс тұйық аймақ. Әрі 
f ( x , y ) функциясының fx (х, у), fy (х, у) дербес туындылары D аймақта 
үзіліссіз болсын. D аймақты құрақты-тегіс сызықтар арқылы ортақ ішкі

N
нүктелері жоқ N  бөлікке бөлеміз, яғни D  = Q Dj  әрбір Dj, j  =  1, N бөліктің

/=1
кез келген (xj ,у; ) нүктесіне S  беттің Pj (xj ,yj,Zj) нүктесі сәйкес келеді. Ру 
нүктесі арқылы S  бетінен жанама жазықтығын жүргіземіз. Dj бөлікшенің
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шекарасы бағыттаушы сызық, жасаушылары Oz өсіне параллель болатын 
цилиндрлік бет жүргіземіз. Ол бет (Oj жанама жазықтығынан (oj бөлігін 
кеседі. Осы бөліктің ауданы \а>]\ болсын.

Анықтама 1.2. S  бетінің ауданы деп,
71

|5| = lim У |а> ;*|
m a x  d (D .)-> 0  і—і 1

1 j = 1
шекті атайды.

0)j жанама жазықтығының теңдеуі (8.25) бойынша
0  -  zj) -  / ;  (xj ,yj )(x  -  Xj) -  / ;  (xj ,y j) (y  -  y j) = 0 

түрінде жазылады. Бұл жазықтықтың нормалі (8.26) бойынша
п/ = 1}

болғандықтан, S  бетінің Pj нүктедегі п; нормалі мен Oz осінің арасындағы 
бұрыштың косинусы

х к ■ n. 
COS[njA, Oz) = —

1*1 \ Пі J i + K 2{x j ,y j )+ f ; 2{xj,yj)
Dj бөлікше жанама жазықтықтың o)J бөлігінің Оху жазықтығына 

проекциясы болғандықтан, оның ауданы \Dj\ =  \ш]\ - cos(njA,Oz), ал бұдан 
алдыңғы теңдікті пайдалансақ,

\ш і  I =  1^/1'__ rZ T K  /тГ\ = + & 2 ( х р У ])  + /у2(*/'У/)'cos пі  Л' Oz)

болады. Демек анықтама 1.2 бойынша, S  беттің ауданы
N N _______________________________________

|S| =  =  т и “| в , ) - о З В/1 I '  + +  K K W j

=  / /  й Ф -  <9-22)
D

Осы сияқты S  беті х = F(y, z), (у, z)  G D' теңдеуімен берілсе

| S | = | |  ф  + [ғ , ( у , z ) f  + [ F , ( y , z )]2 dydz,  (9.22a)
D

ал S  беті у =  Ф(х, z), (x, z ) 6 D' теқдеуімен берілсе

|$| = JJ у]\ + [Ф'х(х,г)]2 +[<&'y (x,z)]2dxdz (9.226)
D V

формулалары орынды болады.
М ысал 1.7. х 2 + у 2 + z 2 = R2 сфераның S  ауданын табу керек. 
Шешуі. Сфераның жоғарғы жартысы (сурет 9.7).

z = y/R2 — X2 — у 2
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түрінде болады. D интегралдау аймағы
х 2 + у 2 < R2 шарттан анықталады. Сонымен (9.22) формула бойынша

------------------:dv \dx
,____ J R 2 — х 2 — у 2

теңдікке ие боламыз. Ішкі интегралды табу үшін х = pcos(p,y = ps\n<p 
полярлық координаталарға өтсек, D интералдау аймағының шекарасының 
теңдеуі р =  R шеңбер болады. Сонымен,

p d p j  d(p = 2 R J I—V ^2 -  P2] d(p =

r  i n

= 2 R Rd(p =  2R2[cp] \0 — 4 nR2

4. Жазық фигураның массасын ecenmey
Кейбір D  аймақга үзіліссіз р(х, у) тығыздықпен тарқатылған. т  массаны 

есептеу керек болсьш. Қабылданған үлгі бойынша D аймақты кез келген тәсілмен 
аудандары ASt болатьш £>і( і = 1, п бөліктерге бөлеміз. Әрбір бөліктен кез келген 

нүктені альш, D; бөліктің массасы жуықгап mi ~  р({ ,,rj^ASi деп алуға
болады.

Онда D  аймағының массасы, шамамен

m  = ^ m i ~ ^ p ^ i ^ A S i  
і =1 і=1

болады. Ал бұл қосынды үзіліссіз р (х ,у ) функциясы үшін D аймақ бойынша 
интегралдық қосынды. Я — m ax d { D i) —> 0 деп шекке көшсек, массаньщ дэл

i < , i < n
мэні шығады, яғни

71
m  =  lim = / /  p(x ,y )dxdy  (9.23)

;  i = 1 D
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5. Жазық пішін массасының ауырлық центрі Статистикалық 
моменттер.

Оху жазықтықтағы D аймақта орналасқан, М (х,у ) нүктедегі тығыздығы 
р{х,У) үзіліссіз функция болатын пішін массасының ауырлық центрін табу 
керек болсын.

Екі еселі интегралды анықтау үлгісіне сүйеніп D аймақты Di( і = 1,п 
бөліктерге бөліп, эр бөлікте г/і) нүктесін алсақ бөліктің массасы жуықтап 
Щ ~ ■ ASi болады, мұндағы AS; көбейткіш DL бөліктің ауданы. Енді
осы бөліктердегі массалар РіІҚі.Рі) нүктелерге жинақталды десек, бұл 
нүктелер жүйесінің ауырлық центрінің хс жэне ус координаталары үшін

± e r P V , . 4 , ) - & s i  p i ^ , t i , ) ’ASi
—  '=1

' £ р ( 4 „ ’һ ) - М і
і= 1

у  = -*=*-' s  С Г
' Z p i ^ - A S i
1=1

теңдікгері орынды болады. ([11] №1.110) Ал бүл координаталардың дәл мәндерін 
алу үшін Я — maxd(Dj) -» 0 деп шекке көшеміз. Сонда

=

JJx - p ( x , y ) d x d y  JJy p ( x , y ) d x d y

— >Ус= — (9.24)
т т

формулалары алынады. Мұндағы т  = JJ р ( х ,  y )d x d y  пішіннің массасы.
D

Егерр(х, у) = с =  const болса,
J J  x d x d y  I I  y d x d y

I I  d x d y  I I  d x d y
D D

Vy = Я *' y ) d x d y ,p y = JJ у  ■p ( x ,  y )d x d y

(9.24a)

(9.25)

шамалары D пішіннің сэйкес Oy, Ox осьтеріне салыстырмалы статистикалық 
моменттері деп аталады.

X2 *Мысал 1.8. — + у 2 =  1 эллипс, х  = 0 жэне у = 0 координаталық 
осьтермен шекараланған бірінші ширектегі D пішіннің эрбір нүктесіндегі 
беттік тығыздық р(х ,у)  = k ■ х ■ у  болғанда, массасы, ауырлық центрі жэне 
статистикалык моменттерін табайық.

Шешуі. (9.23) формула бойынша D пішіннің массасын есептейміз:

М

т
2 Г^2

= JJ k ■ х ■ ydxdy  =  k J xdx j  ydy  = -  j  xdx[y2]j 4 =
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к 1  Г
= 2 4 J х{4 — x 2dx)  = —

х ’
2* 2 ~ т

Статистикалық моментгерін табамыз:
Jo

/THE
2 N 1 4 2

рх = JJ У ' kxydxdy  = к J  xdx J  y 2dy  = fc J

/с
2 '

Ji
dx =

дг = 0 де t = 1
t2 =  1 - T

x
2 td t  = — - d x  x  = 2 де t  = 0

к f  к C . 4k \ t 5] ° 4k (  1\ 4/c
“  3 J  ' 3( - 4 t W  = -(-4)Jfa — T  T  = - T ( - s )  -  Ц .

1 x8Осы сияқты есептесек py = — k болады. (9.24а) формулалары бойынша
ауырлық центрінің координаталары:

Ду 16 ttr 8
*с m 15 ,Ус m 15 '

5. Жазың пішіннің инерция моменттері
Материалдық нүктенің кейбір I оське салыстырғандағы инерция моменті 

деп, m нүктесінің массасының осы нүктеден оське дейінгі арақашықгыгының 
квадратына көбейтіндісін атайды жэне /г = m d 2 деп белгілейді. Ал 
материалдық нүктелер жүйесінің инерция моменті осы нүктелердің инерция 
моменттерінің қосындысына тең болады.

Оху жазықтықтағы D аймақтың эрбір материалдық нүктесінің тығыздығы 
р{х ,у ) үзіліссіз функция болсын. D аймақты Dj бөліктерге бөліп (ортақ ішкі 
нүктелері жоқ) эрбір бөліктен (Сі* ̂ і) нүкте алып, осы нүктеге бөліктің 
массасын шоғырландырамыз. Сонда бөліктің массасы Ш; «  р(£и г){) ■ Д5( 
болады да, саны ақырлы нүктелер жүйесінің Оу осімен салыстырмалы 
инерция моменті, жуықтап

П

І — 1
Ох осімен салыстырмалы инерция моменті жуықтап

П
Jx - ^ V i P i X i . y O A S i ,

і=1
0(0; 0) нүктесімен салыстырмалы инерция моменті жуықтап

П

/°  *  ^ ( й 2 +  Лі)2р (хі>Уі)№ і,
І = 1
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түрінде жазылады. Енді Я = maxd(D[) -> 0 деп шекке көшсек р(х,у) үзіліссіз 
функция болғандықтан, дэл мәндері екі еселі интеграл түрінде анықталады:

J y  = \ \ x 2r ( x , y ) d x d y  (9.26)
D

J x = \ \ y 2 p ( x ,y)dx( fy-  (9.27)
D

Соцғы жуық тендіктен J0 = Jy + )x екендігі көрінеді. Демек,

J o = \ \ { x 2 + y 2 ) p ( x , y ) d x d y ,  (9.28)
D

J xy = Я  ‘ y } dxdy  (9-29)
D

интегралы центрден тепкіш инерция моментін анықтайды.X уМысал 1.9. -  + -  = 1, х = 0, у = 0 сызықтармен шенелген үшбұрыштың
0(0, 0) нүктесімен салыстырғандағы / 0 инерция моментін р — 1 болғанда, 
есептеу керек.

Шешуі. (9.28) формула бойынша,
а

Jo =  JJ (X2 + y 2)p(x,y)dxdy = J  dx I  (х2 + y 2)dy =

а
Гг 1 .1 И 1-!) һ ь  2 ь 3 1

] [ х у  + з у } 
0

dx =  I - x 2(a -  x) +  -r:(a -  x)3 
о J 1« cl 

0

dx =

=  \ і  ь х 2 _ А х4 _  һ —  • І  (а -  х)4 
3 4а З а 3 4 ^  J

ab(a2 + Ь2) 
12

§ 2. Үш еселі интегралдар

Анықталған интегралдың үш айнымалды функция үшін жалпылауы үш 
еселі интеграл болып табылады.

2.1. Үш еселі интегралдың анықтамасы және бар болу шарттары

и = f ( x ,  у, z ) функциясы кеңістікте Т шенелген түйық аймақта
анықталған және шенелген болсын. Т аймақты кез келген тәсілмен ішкі ортақ 
нүктелері жоқ Tlt Т2, . . . ,Тп бөліктерге бөлеміз жэне олардың көлемдерін сэйкес 
ДЕ1(ДК2, . . . . АЦі деп белгілейміз. Әрбір Т, бөліктен кез келген Рі, ( і)
нүктесін таңдап,
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(9.30)
і=і

интегралдық қосынды деп аталушы қосынды құрамыз.
A. = m a x d(T .)  яғни 7) бөліктердің диаметрлерінің ең үлкені, деп

І Й І І Я  '  '

белгілейміз.
Анықтама 2.1. Егер Я -» 0 болғанда (9.30) интегралдық қосынды ] шекке 

ұмтылса, онда бұл шек f ( x , y , z ) функциясының Т аймак бойынша Риман 
мағынасындағы үш еселі интегралы деп аталады жэне

J  = X  f  ’ *7/. С, )А К = JJJ f ( x ,  у,  z ) d v = JJJ f  (x, y,  z)dxdydz (9-31)
'=> T T

символдардың біреуімен белгіленеді.
Бұл шек Т аймақты бөлу тәсіліне жэне эрбір бөлікте нүктесін

тандауға байланысты емес екендігін атап өтейік.
Бұл жағдайда f ( x ,  у, г)функциясы Т аймақта интегралданушы функция, Т 

интегралдау аймағы, x ,y , z  -  интегралдау айнымалдары, dV немесе dxdydz 
көлем элементі деп аталады.

Егер /  (х , у, z ) функциясы Т шенелген тұйық аймақта үзіліссіз болса, онда
(9.31) шек, яғни үш еселі интеграл бар.

f { x , y , z ) функциясының Т шенелген тұйық аймақта шенелген болуы -  
қажетті шарт, ал үзіліссіз болуы -  жеткілікті шарт.

Егер f ( jx ,y ,z ) функциясын Т аймақта заттың үлестірімінің көлемдік 
тығыздығы десек, онда (9.31) үш еселі интеграл Т аймақтағы заттың массасын 
анықтайды.

Келесі тұжырым орынды.
Теорема 9.4. (интегралдың бар болуы). Егер u = f ( x , y , z )  функциясы 

шенелген тұйық Т аймақта үзіліссіз болса, онда (9.31) интегралдың 
қосындылардың Я -» 0 болғандағы шегі бар жэне ол шек Т аймақты болу 
тэсіліне эрі Т бөліктерде г]0 нүктелерді таңцауға байланысты емес.

2.2. Үш еселі интегралдардың негізгі қасиеттері

Үш еселі интегралда интегралданушы функциялар үшін екі еселі 
интегралдардың негізгі қасиеттері орындалады.

1 • Шс ■ z ^ d v = с  ■ Ш у ’  z ^ d  у,с=const’
т т

2 .

\ \ \ [ f { x iy iz ) ± g { x iy,z)}f iv  = JJJ f i x ,  у ,  z )d  v  ± JJJ g(x, y , z ) d v ,
T T T

3. Егер T= T U T , T П T=Y, мұнда Г -  шекара сызыгы болса,
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\ \ \  f i x ,  у ,  z )d v  = JJJ f i x ,  y> z )dv + JJJ /(*> y, z ) d v ;
T r, T2

4. /  (x, y, z) >  0 болғанда, z } d v >  0 болады; егер T аймақта
т

f ix ,  y , z ) >  д (x, у, z) болса, Я И ' . *  z ) d v >  Ш  g ( x , y , z ) d v ;
Г Г

5- J J J ^ h ^ i өйкені f { x , y , z ) = 1 болғанда кез келген интегралдық 
т

П

қосынды У ? ;  =  Т  болып, сандық мэні дененің көлеміне тең.
/ = і

6. Егер Т  аймақта m < f { x , y , z ) < M  болса,
m\VT I < JJJ f i x ,  y , z ) d v  < M\VT \

V

1. Орта мэн туралы теорема: егер f i x , y , z ) функциясы шенелген тұйық Т 
аймақта үзіліссіз болса, онда осы аймақта M0ix0, y 0, z0) нүктесі табылып,

y , z ) d v  = f i x 0, y 0, z 0)\VT\
т

теңдігі орынды болады, мұндағы | VJ дененің көлемі.

2.3. Үш еселі интегралды есептеу

Үш өлшемді кеңістіктегі тұйық S  бетпен шенелген Т аймақ мынадай 
қасиеттерге ие болсын:

1) Oz осіне параллель, Т  аймақтың ішкі нүктесінен өтетін эрқандай түзу S 
бетті екі нүктеде қиып өтсін;

2) Т  аймақтың Оху жазықтыгына проекциясы D дұрыс аймақ болсын;
3) Т  аймақтың Оху, Oxz, Oyz координаталық жазықтықтардың кез 

келгеніне параллель жазықтықтармен қиғандағы эрқандай бөлігі 1) жэне 2) 
қасиеттерге ие болсын.

Көрсетілген қасиетгерге ие болған Т  аймақ дұрыс аймақ деп аталады. 
Эллипсоид, тік бұрышты параллелопипед, тетраэдр, шар т.с.с. денелер 

дұрыс аймақ болады. Біз негізінен дұрыс аймақтарды қарастырамыз.
Үзіліссіз f i x ,  у, z)  функциясының Т  аймақ бойынша ]т үш еселі интегралы 

ұғымын енгіземіз.
Т  аймақ жоғарыдан z = z2(x,y), төменнен z = zx (х, у) беттермен 

шенелсін.
Т  аймақтың Оху жазықтықтағы проекциясы D  төменнен у =  Уі(х), 

жоғарыдану = у2(х) жэне х  — а,х  = b сызықтармен шенелген болсын.
Онда f i x ,  у, z) функциясының T  аймақ бойынша қайталама интегралы деп,
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(9.32)
ь v:(x) Уі(х.у)

II 1 j f ( x , y , z ) d z dy >
а һ  (*) _У\ ( Х’У)

dx

түрінде өрнектелген интегралды атаиды.
]т интегралды z бойынша интегралдап,
Ньютон-Лейбниц формуласын қолданып х  
жэне у айнымалдардың функциясы 
алынады. Содан соң D аймақ бойынша 
алынған функция, екі еселі 
интегралдағыдай интегралданады
(сурет 9.8).

Теорема 9.5. Егер f ( x ,  у, z )функциясы 
Т = { ( x , y , z ) \ c i < x < b ,  Уі (х) <

У ^ У 2(*Х z 1 { x , y ) < z < z 2{x,y)} 
шенелген гүйық дұрыс аймақта үзіліссіз 
болса, мұндагы уі (х), у2 (х), (х, у), z 2 (х, у)  функциялары анықталу

Ь Уг (х) *2<,х.у)
аймақтарында үзіліссіз, онда ■I, = \dx  I  dy J f ( x , y , z ) d z  қайталама

a >,(*) (х.у)
интеграл бар жэне

Ь У2(х)  х2(х, у)JJJ f ( x ,  у, z)dxdydz = jc& J dy J / (x, y, z)dz (9.33)
а У, (x) zt (x,y)

теңдігі орындалады.
(9.33) формула Теорема 9.3 сияқты 

дэлелденеді.

Дербес жағдайда Т = {0 < х < а, 0 < 
у <  b, 0 <  z <  с} параллелопипедтің

а Ь с

көлемі JJJ dxdydz = ̂ dx^dy jdz формула-

мен анықгалады (сурет 9.9).
Мысал 2.1. az С

эллипсоидтың көлемі табылсын.
Шешуі. Берілген эллипсоид (сурет 4.59)

ү2 у2 у2
— + — + — = 1,2 ^  ьг ^  г 2

Сурет 9.9

төменнен z
I у2 I д;2 у2

= — с |1 — — — — жэне жоғарыдан z = с I I — — р  беттермен

шенелген. Эллипсоидтың Оху жазықгығына проекциясы — + — = 1 эллипс. 
5-қасиет бойынша f ( x ,  у, z)  = 1 десек, үш еселі интеграл эллипсоидтың 
көлемінің сандық мөлшерін анықтайды. (9.33) формуланы қолдансақ,
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V  = H I d x d vd z  = I  dx  |  d y  |  d z
2 2

1.— ,1.---^

2 2

= | *  I  [^]  ̂r ^ T dy = 2 cf,dx

1
'44+

Ішкі интегралды есептегенде x  тұрақты деп алынады.

У -  b 1 ---- - sin t , dy  = b
a2

1 ---- - cos t d t
a 2

I X 2  I X 2  TZ 7Tалмастыруын енгізсек, - b II — - < у  < b 1 — - болғандықтан —  < t < -\  Я 2 2
болады. Бұл жаңа шектерді интегралға қойсақ,

— ( 1 ---- - I I sin2t bv-2cl dxl J H
2

7Г

= 2СЬ /  /  cos2dt = 2cb j  ( 1 _ ^ ) ^ / _ 2е

1 ---- - cos t d t  =
a 2

2 1 + cos2t
■dt =

= 2cb /( - 5 H t +
sin 2t

= ^  [ (a2 — x 2) dx =
a 2 7

n/2 cbn

- n / 2

cbn
a

2 X cbn a 3 ,  a 3l
a x ----- — ----- a 3 -  — + a J + — 1

3 a 2-a 3 3 J

Демек, эллипсоидтың көлемі |Қ | =
4 оболса, шардың көлемі, Ушар = -n R  .

4na.bc

4a3ncb 4nabc 
3a2 ~  3

Дербес жағдайда a = b — с — R
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2.4. Үш еселі интегралда айнымалдарды ауыстыру. Цилиндрлік және 
сфералық координаталар жүйелері

Үш еселі интегралдарды есептегенде, екі еселі интегралдар сияқгы, тік 
бүрышты Oxyz  Декарт координаталар жүйесінен басқа координаталар 
жүйесіне өту формулалары жиі қолданылады.

Үш еселі интегралда айнымалдарды ауыстыру келесі ереже арқылы жүзеге 
асады:

Егер дұрыс шенелген тұйық Т аймақ х  = x (u ,v ,w ) ,y  =  y(u ,v ,w) ,z  = 
z(u, v, w) үзіліссіз дифференциалданушы функциялар арқылы Т* дұрыс тұйық 
аймаққа бір мэнді бейнеленсе жэне J  якобиан Т* аймақта нөлге айналмаса, 
ягни

дх дх дх
ди dv dw 
ду ду ду
ди dv dw 
dz dz dz

Ф 0 болса, онда

du dv dw

JJJ f  (*> У, z)dxdydz = JJJ f[x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)] • | j\dudvdw (9.34)

формула орынды болады.
Дербес жағдайларды қарастырайық.

1. Цилиндрлік координаталар жүйесін- 
дегі үш еселі интеграл

Oxyz  кеңістіктегі М(х, у, z)  нүктені 
цилиндрлік координаталар деп аталушы үш 
сан (р, <p,z) арқылы анықтауға болады, 
мүнда

х  = pcos(p,y = psin<p,z = z(p > 0,<р €
[0;27t] ,z G R)

(9.34) формулада и, v, w ретінде p, <p, z  цилиндрлік 
координаталарды алсақ түрлендірудің якобианы

/  = (г; (р, z)  =

dx dx dx
dp d<p dz
ду dy dy
dp d<p dz
dz dz dz
dp d(p dz

cos <р — р sin р О 
sin^> pcos<p О 
0 0 1

= р >  0
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\ \ \ f ( x , y , z ) d x dydz  =  = JJJ f ( p  cos (p\ps\n.(p\z)pd pdcpdz (9.35)

түріне келеді (сурет 9.10)
Цилиндрлік координаталар деп аталуы 

р = const координаталық беттің түзу 
сызықты Oz осіне параллель цилиндр 
екендігіне байланысты.

2. Сфералық координатарлар жүйесін- 
дегі үш еселі интеграл

Oxyz кеңестіктегі M{x,y ,z)  нүктесін 
сфералық координаталар деп аталушы 
(р, (р, Ө) (сурет 9.11) үш сан арқылы да 
анықтауға болады.

Мұнда ауыстыру формулалары
х  =  pcos(psme,y = psin<psin0,z = pcos0, 

0 < р < +оо, 0 < (р <2п,  0 < Ө < 7Г 
түрінде болып, якобиан

/  =

дх ду dz
др др др
дх ду dz
д<р дср д(р
дх ду dz
дӨ дӨ ӘӨ

COS(p sin6 
—р sincp sin6 
р COS(p cose

sincp sine cose 
p cos(p sine 0 
p  sin<p cose sine

= pl sine ф о

Сондықтан (9.31) үш еселі интеграл жаңа сфералық координаталарда 
Я / ж  у ,z)dxdydz = JJJ/ ( р c o s s i n 6,ps\nq>sin Ө,p cosӨ)-\р2 sinp|dpdcpdO (9.36)

T T

түрінде болады.
Сфералық координаталар деп аталуы р =  const координаталық беттің 

сфера болуымен байланысты. Сфералық координаталарды басқаша- 
кеңістіктегі полярлық координаталар деп те атайды.

Әдетте, үш еселі интегралда цилиндрлік немесе сфералық координаталарға 
өткенде Т* аймақ бейнеленбейді, ал жаңа координаталардың геометриялық 
мағынасын ескере отырып, интегралдау шекаралары тікелей Т аймақтың 
түріне қарап қойылады.

Мысал 2.2. H I  9 z y j x 2 + у 2 d xd yd z интегралын есептейік. Мұндағы V
т

аймақ х 2 + у 2 — 2 х  цилиндр жэне у  = 0, z  = 0,z  = һ жазықтықтармен 
шенелген.
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Шешуі. Ц илинрлік  коорди наталарга өтсек , ц и л и н др дің  тен д еу і p 2cos2<p + 
p 2s in 2<p =  2pcos<p н ем есе  p 2 ( c o s 2<p2 +  s in 2cp) =  2pcos<p, яғни p  =  2cos<p 
т ү р ін д е  бол ады . Д ем ек , T аймақта. 0 < р  < 2 co s< p ,0 < ср < п,0 < z < һ. 

С онды қтан

П
2

(pdcp- 12/г2 j( l-s in V )c /(s in  ср)
о

= \2Һ: 1 . з
sin <Р~ —sin (р = \2Һ2 • — = 8/г2. 

3

Мысал 2.3. J*J*J*15дс2dxdydzинтегралы есеп т ел сін . М ұндагы  Т -  радиусы

т
а -ғ а  тең  ш ар.

Шешуі. (р , (р, Ө) сф ералы қ координаталарга отсек , олар 0 < р < a, 0 < 
(р < 2п, 0 < Ө < п, аралы қтары нда ө згер ед і.

Д ем ек , (9 .3 6 )  ф ор м ул а  бойы нш а,
п  I n  a

Ш »  х 2 d x d y d z  -  15 J J J  р 4 c o s 2 ^ s i n 3 d d p d < p d G =  15J s i n 3 d d d j  c o s 2 < p d < p jp * d p  =
t  r

1 .5 <r
= 1 5 ------- f s i n 3 d d d

5 -2 i
(p +  — s i n  2-Ф

о

4 n

= 15- —  j(co s2 Ө - 1) /̂(cos 0) =

= 3яа4
c o s3

-cos <9 = 4яа4.

2.5. Үш еселі интегралдардың кейбір қолданулары

Ү ш  е сел і интегр алдар  ж и і қолданы латы н есеп т ер д ің  формулаларын  
к ел тір ем із. Б ұл  ф ор м ул ал ар ды ң  қоры ты п ш ы ғары луы , екі есел і интегралдар  
ү ш ін  сәй к ес  есеп т ер д ің  ф орм улалары н ш ы ғару сияқты.

1. Т д е н е н ің  к өлем і V =  j j j  d v  н ем есе:

т
Д ек ар т коорди наталар  ж ү й е с ін д е ,

V =  JJJ dxdydz , (9 .37)

т
ц ил и н др л ік  коорди наталарда
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(9 .3 7 a )

сф ералы қ к оор ди н атал ар да

V = H I  pdpd(pdz,  
т

V  = H I  p 1 sin Gdpd(pdz (9 .3 7 6 )

2. Д е н е н ің  м ассасы . m  м асса  T д е н е д е  ^ ( x , y , z )  көлем дік  ты ғы зды қпен  
үл естір іл се,

m = Я Й * -  y , z ) d xd y d z .  (9 .3 8 )
т

3. С татистикалы қ м ом ен ттер . К өл ем дік  ты ғы зды ғы  ц(х ,у ,г )  болаты н Т 
д ен ен ің  Оху, Oxz, Oyz координаталы қ ж азы қты қтарм ен салыстырмалы  
SXy,Sxz,Syz, статистикалы қ м ом ен ттер і:

3* = \ \ \ z  ^ y , z ) d v  ,Sa = ^ y - p { x , y , z ) d v ,  = ^ x - ^ x , y , z ) d v  (9 .3 9 )

T T T
4. Д е н ен ің  ауы рлы қ ц ентрі. T д ен ен ің  С  ауы рлық центрін ің  

координаталары :
S  9 S*J y z  ° x z  ^ х ухс = — ,ус = —  , zc — — . тп тл m

( 9 .4 0 )

5. Д е н ен ің  инерция м ом ен ттер і. Т д ен ен ің  Оху, Oyz, Oxz координаталы қ  
жазықтықтарға салы сты рғандағы  сэй к ес  инерция м ом ен тгер і:

]ху = JJJ z 2 • n (x ,y ,z)dv,  ]yz = j j j x 2 K*>y.z)dv, Sxz =
T T

= Ш т у 2 ’fi(x,y,z)dv,  (9 .4 1 )

ал Ox, Oy, Oz координаталы қ осьтер ге салы сты рғандағы  инерция
м ом енттері:

Jx = f f f  (У2 + z 2) /*(х,У.z)dv, Jy = JJJ(x 2 + z 2) - ц(х ,y,z)dv,

= f f f ( x 2 + У 2) -n(x,y ,z)dv, (9.42)

ден ен ің  0 ( 0 ;  0; 0 ) н ү к т ес ін е  салы сты рғандағы  инерция м ом ен ті

Jo = JJJ(x 2 + y 2 + z 2) ■ n(x ,y ,z)dxdydz.  (9-43)

Мысал 2.4. z  = x 2 + у 2 ж ә н е  z -  2 б етт ер ім ен  ш ен ел ген  T д ен ен ің  көлем і 

табы лсы н.
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Шешуі. Берілген дене төменнен z  = х 2 + у 2 параболоидпен, жоғарыдан 
z  = 2(] \0xy)  жазықтықпен шенелген. Дененің көлемін цилиндрлік 
координаталарды (9.37а) пайдаланып есептейміз:

2тг V2 2п у[2

V = JJJ pdpdcpdz = J d<p j  pdp ( J d z j  = J dtp J p (2 -  p 2)dp =
T 0 [ o \ p 2 / 0 0

2n ^2 2тг

= J [p2 -  ү ]  dtp = J (2 -  l)d<p = 2 n.

Мысал 2.5. x  = 0,x = l , y  = 0,y  = l , z  = 0,z — 1, жазықтықтармен 
шенелген T дененің көлемдік тығыздығы р = х  + у  + z  болса, оның массасын 
табу керек.

Шешуі. Берілген дене тік бұрышты параллелопипед. (9.38) формула 
бойынша

тп = \ j \ ( x  + y  + z)dxdydz = \ d y \  j ( x  + y  + z)dz
У J

I l

= W
0 0 L

(x  + у  + z )2
, -|1 1 1

<ty = ~ \ d x  J[(x + у  + l)2 -  (x + y f ^ y  =
Jo

l
0 0
1

= — |[ ( j f  + У + 1)3 - (* + .у)3]  dx = ~ J [ ( *  + 2)3 ~ ( x  + \ f  - ( x  + 1)3 + x3J<ix: =

4 f
(x  + 2)4 .  (x + \ ) 4 , x

— 2 + ■
о L

-ii

Jo

3
2

Мысал 2.6. z  = 3 — x 2 — у 2 параболоид жэне z  = 0 (z >  0) жазықтықпен 
шенелген Т біртекті дененің ауырлық центрінің координаталары табылсын 
(сурет 9.12).
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Шешуі. Т дене Oxz жэне Oyz координаталық жазықтықтарға салыс- 
тырғанда симметриялы болғандықтан хс = ус = 0. zc координатаны табу үшін 
дененің тп массасын табамыз. Цилиндрлік координаталар енгіземіз (9.38) 
формула бойынша,

/4
- JJJ dxdydz = 4 j  d<p

•s/з  ̂3-р1
J pdp J dz
0  V о

л

J.
4J d(p\p[z] d p  =

Я 2 *
7 Л  ,~p 7

=  A ^ d < p  j  /?(3 -  p 1 ) d p  =  A ^ d (p

0  0  о о

У 9л- 
d<p = 9 ■ = —

Мысал 2.7. x + у  + z = 1, x = 0, у = 0 және z  = 0 жазықтықтармен 
шенелген T біртекті пирамиданың Оху координаталық жазықтықпен 
салыстырғандағы инерция моментін анықтайық (сурет 9.13).

Шешуі (9.41) формула бойынша,

1

J  ч  = JJJ z 2 dxdydz = J dx
T 0

1}

f  1-X-y

J dy J z 2dz
V о 
\

= \ \ dx
1 — X 1 - x - y

= U d x [ ] { \ - x - y ) d y  = J [ ( l  -  -  з )̂4]  dx = 
-’ o v o  J ^  о 0

Л У ]  dy
о 0

\ - x

= — f (1 -xYcbc = f (1 - x ) V ( l - x )  =
12-V 1 2 ' V 12

(1 -x )5
60

Мысал 2.8. Радиусы r -ге тең болған шардың, оның центрімен 
салыстырғандағы инерция моменті есептелсін.

Шешуі. Oxyz  координаталар жүйесінің бас нүктесін шардың центріне
орналастырайық. (9.43) формула бойынша J 0 = JJJ (x2 + у 2 + z 2)dxdydz.

T

Сфералық координаталарды енгізсек,
2 я  я  г 2 я  я

Jo = |  dtpj sin Qdoj p*dp =J dtpj sin Odd

5 2я- -5 2я
— J J^jsin 9d9 = —  J [-cos ӨҮ0 dcp = —— J d(p = ——  J [(pfY -

5 2 n 2 r5 2л 4лт5
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§ 3. Қисықсызықты интегралдар

Анықталған интеграл ұғымын интегралдау аймағы қисық сызық болған 
жағдайга жалпылайық.

L = АВ қисығында Ғ(х ,у)  функциясы анықталған болсын. L қисығының 
теңдеуі у  = f ( x ) ,  a < х  < b  немесе х = x ( t ) , y  = y (t), a < t < p  параметрлік 
түрде беріледі.

Анықтама 3.1. Егер кез келген е >  0 саны үшін S = 5(c) > 0 саны 
табылып, L қисығының кез келген (*і,Уі) жэне (х2, у 2) нүктелері

үшін \ ] ( х 2 ~ -^і)2 + (>2 "  У\ ) 2 < д(£ )  шарты орындалғанда
\Ғ(Х\>У\)~ Ғ(х 2, у 2)\ < £  теңсіздігі орындалса, онда Ғ(х ,у ) функциясын L 
қисықта үзіліссіз деп атайды.

Анықтама 3.2. Егер f ( x )  функциясы [a, b] кесіндісінде үзіліссіз f ' (x)  
туындысы (немесе x( t )  жэне y (t) функцияларының [a; /?] кесіндісінде 
үзіліссіз x'(t)  жэне y '( t)  туындылары) болса, онда L тегіс қисық деп аталады.

Егер L қисығы ортақ ішкі нүктелері жоқ, ақырлы тегіс қисықтардан 
қүралса, онда L -  қүрақты-тегіс қисық деп аталады.

[jc '(/)]J + [y '(O ]2 = 0 болатын нүктелер L қисықтың ерекше нүктелері 
деп аталады.

Қисықсызықты интегралдардың екі түрін қарастырайық.

3.1. Бірінші текті (дога бойынша) қисықсызықты интеграл

1. Бірінші текті қисықсызықты интегралдың анықтамасы.
Оху жазықтықта тегіс L = АВ қисығын жэне осы АВ қисықта анықталған 

жэне үзіліссіз z =  f ( x , y )  функциясын қарастырайық. АВ қисыгын кез

келген тәсілмен А  = М , М , М ^  . . .М , М  — В  нүктелері арқылы п бөлікке 
бөлеміз жэне эрбір М[_1М1 бөлікте кез келген М- нүктені аламыз да

п
<у_ -  У  / (М  ) • Аі ,  мұндағы Alt — доғаның ұзындығы, қосынды

і =1

құрамыз. Бұл қосынды АВ қисыгы бойынша z = f ( x , y )  = f (M )  функциясы 
үшін интегралдық қосынды деп аталады. X арқылы М ^ М і  бөліктер
догасының үзындығының ең үлкенін белгілейміз, яғни Л = max IА/ I

1 <,і<,п 1 ' '

Анықтама 3.3. Егер сгп интегралдық қосынды 0 болганда J-ге тең 
шекке үмтылса, онда бұл шек f ( x ,  у) функциясының АВ қисыгы бойынша 
бірінші текті қисықсызықты интегралы деп аталады жэне

J = \ f ( M ) d l =  j  f (x,  y)dl
А В  AB

түрінде белгіленеді. Демек { ^ , ц )  десек,
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(9.44)J  = І і т ^  f  ■ Ai = \  f ( x , y )d l
Л=0 J
<«-»•> ' =1 AB

Мұнда AB қисығы интегралдау контуры, f i x ,  у) -  AB қисығы бойынша 
интегралданушы функция, dl -  доға ұзындығының элементі, A 
интегралданудың бастапқы нүктесі жэне В соңғы нүктесі деп аталады. (Сурет 
9.14)

Ескерту 3.1. u = f { x , y , z ) функциясы үшін кеңістіктегі L қисығы 
бойынша бірінші текті қисықсызықты интеграл да осы сияқты анықталады:

J  = lim £ / ( £  , ц ) -  А/, = J f { x ,  y)dl (9.45)
(Л-КО)

мұндағы Щ & ъ ь )  -  L қисықты
бөліктегенде ұзындығы A f  болатын 
Мі- .М і бөлік доғаның кез келген 
нүктесі, ал М (х, у, z) -  L сызықтың 
айнымал нүктесі, dl -доға ұзындығы- 
ның элементі.

2. Бірінші текті қисықсызықты 
интегралдьщ негізгі қасиеттері:

1°. j  / (х ,  y ) d l  = j  f ( x ,  y ) d l ,
Сурет 9.14

AB BA

яғни бірінші текті қисықсызықты интеграл интегралдау бағытына байланысты 
емес.

2° J c f  (jc, y ) d l  -  с  J f { x ,  y )d l ,  c  = const
AB AB3° / [ / ( * ,  y ) ±  g ( x , y ) ] d l  = J f i x , y ) d l ± j  g ( x , y ) d l

AB AB AB

4°. Егер L = U L2, Lx Л L2 = 0 болса,

J f i x ,  y)dl  = j  f i x ,  y )d l  + J f i x ,  y)dl
L L2

5° Егер L қисықтың барлық нүктелерінде f  (x, у) < д{х ,у)  болса, онда

J f i x ,  y )d l  < ^ g i x , y ) d l  6олады.
L L

П

6° f dl  = lim  V  А/. = / , мұндағы l -  AB қисығының ұзындығы.
J л=о —  '
AB ( " -* » )  1=1

7°. Орта мэн туралы теорема.
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Егер f  (х , у) функциясы АВ қисығында үзіліссіз болса, бұл доғада (х0, у0) 
нүкте табылып,

J f ( x ,  y ) d l  = f ( x 0, y 0) - l  (9.46)
АВ

теңдігі орындалады.
Бұл теңдіктерде оң бөліктердегі интегралдар бар деп есептелінеді.
Бұл қасиеттер анықталған интегралдың сэйкес қасиеттері сияқты дәлел- 

денеді.

3. Бірінші текті қисықсызықты интегралдың бар болуы және оны 
анықталган интегралға келтіру

L = АВ қисығы х = х ( і ) , у  = у ( і ) ,а  < t < (і параметрлік теңдеулерімен 
берілсін.

Теорема 9.6. Егер f i x , у ) функциясы ерекше нүктелері жоқ L сыптығыр 

қисықта үзіліссіз болса, онда J  = J f ( x , y ) d l  бар жэне
L

f> _______________
J  = )f(x,y)dl  = \f[x(t),y(t))Alx'(t)f +ly'(t)fdl  (9.47)

L a

формула орынды.
Дәлелдеуі. (9.47) теңдіктің оң бөлігіндегі интеграл бар, өйткені интеграл 

астындағы функция [а; /?] кесіндісінде үзіліссіз функция. Сондықтан,

lim  <тп = I f ( x , y ) d l  — J  екендігін дэлелдеу жеткілікті.
шах Д/, J

L
Аддитивтік қасиетке (3° қасиет) сүйеніп,

j = £  J  л х ( і ш ) ] А і х ' ( і ) г + y v f v t
1=1 'м

түрінде жазуға болады. Екінші жағынан, бөлікше доғалардың ұзындығы,

х(т,),у(г,)]]  V b 'W f+ L v M f A
*і- 1

J  мен оп шамалардың бүл өрнектерінен

ст» - - /  = Ё  } f [x( l) ,y ( t)U[x( . t) ]2 +[y \ t )] 2d t \ .  С)
'=1 и

Қисықтың ерекше нүктелері болмағандықтан,

[д г '(0 ]2 + [ ^  ( о ] 2 ^  S 2 > 0 теңсіздік орынды.
Бүл теңсіздікке сүйенсек,

АІ, = J і /Ь ( ') ]2+[У «)]2<*. Онда а ,  = £ Л
I. . 1=1
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А// Ц *  « I + b ' ( ' > I dt > S(t — t ,) = <5А/.v i i-l 7 i

теңсіздігі алынады. Бұл теңсіздіктен max А/ -> 0 болғанда, max At  -> О
1<1<Я, ' І^И, '

болады. Кез келген в > 0 санды белгілейік .
f ( x , y ) функциясы үзіліссіз болғандықтан, күрделі f[x( t) ,  y(t)] функция да 

а < t < (3 болғанда үзіліссіз болады. Демек S = <5(г) > 0 саны табылып, 
шах А/, < d(e)  болғанда (*) теңдіктегі фигуралық жақшаның ішіндегі өрнек

І

\/[х(ті),у(Ті)] -  f[x( t) ,y( t)] \  < -  теңсіздікті қанағаттандырады.

Онда (*) теңдіктен m ax Д/. < d(e )  болғанда

k - ^ l ^ y Z J f  >/[*’ (0 ]2 + [ y ' i o j d t  = у  J ̂ х ( 0 Т  + [У (0 ]2<* = £■
7 '=І »,-1 7 в

теңсіздігі шығады.
Теорема дәлелденді.
Ескерту 3.2. Егер АВ қисығы у  = ( р ( х ) , х  £ [a,b] (мұндағы ср (х) үзіліссіз 

дифференциалданушы функция) теңдеуімен берілсе, онда
b IJ f  (х, y)dl = J /  [х, ф(х)] • У1 + [ф '(х)]2 dx . (9.47 О)

(9.47 6) формуласының оң бөлігіндегі интеграл астындағы өрнек, сол 
бөлігіндегі интеграл астындағы өрнекті у  = (р{х) функциясына жэне

2
dx  доғасының дифференциалына ауыстыру арқылыd l  =  J  1 + Уіх)

алынады.
Ескерту 3.3. Егер кеңестіктегі АВ қисығы х = x ( t ) , y  = y ( t ) , z  = z(t)  

параметрлік теңдеулерімен берілсе, эрі x'(t),y '( t) ,  z '(t) функциялары [a; /?] 
кесіндісінде үзіліссіз болса, онда

I f ( x , y , z )d l  = j  Л ^ Х К О .^ ) ] ^  © ]2 + [У « Т  + 0 ' ( 0 ] 2‘Л (9.48)
ЛЛ a

формула орынды болады.
Ескерту 3.4. Егер жазықтықтағы L кисыгы р = р{ср),(рх< <р < <р2 

полярлық теңдеуімен берілсе, онда dl = J p 2 + ( p <p) 2 • dtp болып,
4>i ----------- -—

j  f ( x , y ) d l  = j f ( p  cos <p,psm<p)-^ p 2 + ( p ip) 2 -dtp (9.476)
L f t

формула орынды болады.
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Мысал 3.1. J  =  J (4 \[x  — 3-yfy)dl қисықсызықты интегралды A ( - 1; 0)
L

нүктеден В (0; 1) нүктеге дейін есептеу керек: 1) АВ түзу бойынша; 2) х = 
cos3t , y  =  sin3t -  астроида (сурет 7.14) бойынша.

У - У  а _  Х ~ ХАШешуі. 1 )АВ  түзудің теңдеуі: ------------—------------ формуладан алынады:
У в - У л  ХВ Х А

у  = х  + 1. Бұдан у'  =  1, d  = Vl+V<* = Vztik а = —1,6 = 0 болғандықтан 
(9.47 О) формула бойынша,

° f  \_ \ о
Ju J 4х> -Ъх2 \dl = J

IV

= -72

/ 1
4 х 3 -зТГ+Т

_1_

4Jx3£/x- 3 J ( jc + I)2 d(x +1)

yfldx =

0 1

= уі2 Зх3 -2(х + \у = Т2(-3-1-2) = -5Т2;

2) Берілген қисықсызықты интегралды анықталган интегралға келтіреміз: 
х = соs3t, dx = -  3cos2t • s in td t.y  = sin3t, dy = 3sin2t  ■ costdt, tA = 

n , tB =  ^ болғандықтан, (9.47) формула бойынша,
П 
2

J  = j(4  cos / -  3\l sin31 )3 sin t cos tdt =

П
2 5

Мысал

= - J cos2 td(cost) - 9  J sin2 td(sint) =
п П

\ l ( x  + y ) d l

л 3 18 . I '-4 cos t -----sin2/
46

’ 7

3.2.

есептейік. Мұндағы L бірінші 
ширекте орналасқан р =  7 s in 2  (р 
лимниската.

Шешуі. Интегралдау қисығы 
сурет 9.15-те көрсетілген. (9.476) 
формуланы пайдаланамыз.

dl =
cos2 2 (р d<p

sin 2<р +  0 d(p =
sin 2 <p

d(p
7sin  2<p P
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Онда 0 < <р < -  екенін ескерсек,

j 2 (x + y)dl  = 2 ^(р  cos ср + p s i r u p ) ^ -  
L О Р

= 2 j(cos (р + sin cp)d(p =2[cos^ + sin(z»]o2 =2(1 + 1) = 4.
О

3.2. Еісінші текті (координаталар бойынша) қисықсызықты интеграл

1. Екінші текті қисықсызықты 
интегралдын анықтамасы

Р(х,у ) және Q (х, у ) функциялары 
АВ қисығында шенелген болсын. АВ 
қисыгын
А — Mq,AА * Mj, ...r Мц 
В нүктелермен n  бөлікке бөлеміз.
Мі_гМі, і = 1,п, векторының коор- 
динаталық осьтердегі проекцияларын 
Ахі жэне Ауі деп белгілейік.

Әрбір Мі_і  Мі бөлікше доғада М* (A, rji) нүктесін алып Р(х,у ) жэне Q(x,y)
п п

функциялары үшін = УҮ*(М. ) • Дх жэне ) • Ay интегралдық
і=1 1=1

қосындылар құрамыз. Мұндағы Axt = жэне Ayt — Уі ~ Уі- і  бөлікше
доғасыньщ сэйкес Ох жэне Оу осьтеріндегі проекциялары. Mt доғасының 
ұзындығын Alt жэне Я = max ІА/г| деп белгілейміз (сурет 9.16).

\< і< ,п  ' '

(  \

Анықтама 3.4. Егер °] — J\ шекя-»о
("-Н

lim ег, = 7,/1->0 2 2
V(n̂ °°)

бар болса, жэне ол

АВ қисығын бөлу тәсіліне жэне эрбір бөлікше доғада нүктелерін
таңдауға тэуелді болмаса, онда Д (/2) Р О ,у ) функциясының (<?(х,у) 
функциясының) Л5 қисығы бойынша екінші текті қисықсызықты (координа­

талар бойынша) интегралы деп аталады да j  P (x ,y )dx \  |  Q(x,y)d)} \
AB J

түрінде белгіленеді. 
Сонымен,
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Г п Г ПJ P(x,y )dx  = lim Y 'P f a r i J A X i ,  J Q (x ,y )d y=  Urn J ^ Q fa r j jA X i .
AB (n-»oo) І=1 лв (n-*oo) t=l

Э
(n^oo) i=1 ЛВ

Жалпы түрдегі екінші текті қисық-

АВ АВ

тендігімен анықталады.
Кеңістіктегі Г  қисық бойынша екінші текті қисықсызықты интеграл

J  P(x ,y ,z )dx  + Q(x ,y ,z )dy  + R{x,y ,z)dz  
г

осылайша анықталады. Бұл интеграл үшін

J P(x,y ,z )dx  + Q(x, у, z )dy  + R(x, y, z )dz  = 
г

= j P(x,y ,z )dx  + J Q(x ,y ,z )dx  + J R(x ,y ,z )dx
г г г

теқщп орындалады.

2. Екінші текті қисықсызықты интегралдардың негізгі қасиеттері:
1° Интегралдау жолының бағытын өзгерткенде екінші текті қисықсызықты 

интеграл өзінің таңбасын қарама-қарсы таңбаға өзгертеді, яғни

j Р(х,y )dx  + Q(x,y)dy = -  j P(x ,y)dx  + Q(x,y)dy
AB BA

2°. Егер AB қисығы C нүктесімен AC жэне CB бөліктерге бөлінсе, онда 

J P(x, y)dx + Q(x, y)dy = J P{x, y)dx + Q(x,y)dy + ^P{x,y)dx + Q{ x, y)dy
AB AC CB

3°. Егер AB 1 Ox болса, fAg P(x, y )dx  = 0 (барлық Axt = 0) болады, ал 

AB A Oy болса fAB Q(x, y )dx  = 0 (барлық Ayt = 0) болады.
4° Тұйық қисық бойынша ф қисықсызықты интеграл бастапқы нүктені 

таңдауға байланыстыемес, тек интегралдау бағытына байланысты (сурет 9.17) 
Шынында да,
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J P(x, y )d x +Q(x, y)dy  = J P(x, y )dx + Q(x, y)dy = J P(x, y )dx+ Q(x, y)dy.
AfJCvA AfJC CvA

Екінші жағынан,

J P(x,y )dx  + Q(x ,y)dy = J P(x,y)dx + Q(x,y)dy =
CvAfiC CvA

Сондықтан,
- / ■

AfiC

P(x, y )dx  + Q(x, y)dy.

j  P{x,y)dx  + Q(x,y)dy = J P(x,y)dx + Q(x,y)dy
AjlCvA CvAjlC

3. Екінші текті қисықсызықты интегралды есептеу
L сызығы параметрлік теңдеулерімен берілсін:

х = x ( t ) , y  = y(t) , a < t < (3.
Теорема 9.7. Егер Р(х ,у ) жэне Q(x,y)  функциялары ерекше нүктелері жок 

параметрлік теңдеулерімен берілген L сыптығыр қисықта үзіліссіз болса, онда

^P (x ,y )dx
L
жэне

жэне j Q (x ,y ) d x екінші текті қисықсызықты интегралдар бар

Р
Ji =  f  P(x,y)dx  = j  P [ x ( t ) , y ( t ) ] - x \ t ) d t  (9.49)

L a
P

, y )dy  = J Q[x(t) ,  y(t)]  ■ y \ t ) d t  (9.50)
L  a

формулалары орынды.
Бұл тұжырым теорема 9.6 сияқты дэлелденеді.
(9.49), (9.50) тендіктерді қоссақ

J P(x,y)dx + Q(x,y)dy = j  {P[x(t)-,y(t)]x\t) + Q[x{t)\y{t)]y\t)}dt (9-51)
L a

Егер L = AB қисығы у  = y(x), x  G [a; b] теңдеуімен берілсе, x  айнымалды 
параметр деп, АВ қисықтың х  = х, у  = у(х),  а < х  < Ь, түріндегі параметрлік 
теңдеулері алынады. Онда (9.51) формула

ь

AB a

J P ( x , y ) d x  +  Q ( x , y ) d y  =  J { P [ x , y ( x ) ]  +  Q [ x ; y ( x ) } y \ x ) } d x  (9.51a)
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түріне келеді. Дербес жағдайда
ъ

J  Р(х, y)dx = J Р[х, y(x)]dx, (9.49а)
АВ a

Ь
{ Q(x,y)dy = \Q[x,y(x)]- y(x)dx. (9.50a)
АВ  и

Егер х  = х (у ) , у  = у, с < у  < d түріндегі параметрлік теңдеулерді алсақ
ь

j  Р( х, y)dx + Q(x, y)dy = J  № ( y )  ,y]x '(^ ) + Q[x(y),y] }dy. (9.516)
AB a

Егер L = AB қисық, кеңістіктегі x = x ( t ) , y  = y ( i ) , z  = z ( t ) , t  € [a; fl] 
параметрлік теңдеулерімен берілген сыптығыр қисық болса, онда 
қисықсызықты интеграл

J Р(х,у, z )dx + Q(x,у, z )dy  + R(x,у, z )dz  =
AB

= I P {x ,y , z )dx+  I Q (x ,y , z )dy+  I R(x ,y ,z )dz  =
AB AB AB

P

= J {p[x(t),y(t),z(t)]x'(t) + Q[x(t),y(t),z(t)]y'(t) 
a+ R[x(t ) ,y(t ) ,z (t )]z '( t)}dt  (9.52)

формуламен есептеледі.
(9.52) формула да (9.51) сияқты дәлелденеді.
(9.51), (9.52) формулалардан екінші текті қисықсызықты интегралдарды 

есептеу, анықталған интегралды есептеуге келтірілетіні көрінеді.
Сондықтан анықталған интегралдардың негізгі қасиеттері екінші текті 

қисықсызықты интегралдар үшін де орынды.

Мысал 3.3. J -  J (3 x y - l ) d x  +  3x2y d y  қисықсызықты интегралды А( 1; 0)
г

нүктеден В (0; 2) нүктеге дейін есептеу керек: а) у  + 2х — 2 = 0 түзуі 
бойьгаша; б) Ах + у 2 = 4 парабола доғасы бойынша; в) х  = cost, у = 2sint 
эллипс доғасы бойынша.

Шешуі. а) Берілген түзудің тендеуі бойынша, (9.51а) формуланы 
пайдаланып, қисықсызықты интегралды түрлендіріп, х  айнымал бойынша

„ . у - 0 х —1анықталған интегралға келтіріп есептеиміз: = —
у  = -  2х + 2 , dy  = -  2 dx.
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хв =0

I = 3 J {[*(2 -  2 x) -  1] + x 2(2 -  2 x )( -2 )}dx =
XA=1

= 3 J (4x3 — 6x 2 + 2x — \ )d x  = 3[x4 -  2x3 + x 2 -  = 3 • 1 = 3;
l

б) Бұл жағдайда J  қисықсызықты интегралды у  айнымал бойынша2
анықталған интегралға келтіру ынғайлы: х  = l - ~  ,dx  = - - d y .

(9.516) формула бойынша,
Ув= 2 ,

Ул=0
„ Г / У \ У 4 У3 у 2 3у \

= 3J ( і б + т - т - т + т ] ^ ' 3

- н

у2^
1 yj dy =

[ z ! HҺУІ. у 4 3y2L ^
96 Һ40 8 6 4

в) J  интегралды t айнымал бойынша анықталған интегралға 
түрлендіреміз: х  =  cost, dx = -  sintdt; у  = 2sint, dy = 2costdt

(9.51) формула бойынша.

'в= 72
7 = 3 J [(cos t 2 sin t  — 1)(— sin t) + cos2 t • 2 sin t • 2 cos t] d t =

72
СЛ=0

= 3 I (4 cos3 t sin t + sin t -  2 sin2 t cos t)d t =
0

72 72 72p
= -1 2  f cos3 td(cos t) + 3 I sin td t — 6 sin2 td(sin t) =

JJ0 J0 0
r 2 ]

n1 /2 4
=  3 - cos4 1 -  cos t -  -  sin3 1 = 3 ■ -  = 4.

L 3 Jlo 3

Мысал 3.4, Л(3; -6 ; 0), 5(3; -6 ; 0) нүктелері берілген.

J  = Jxy2dr + yz2dy -  қисықсызықты интегралды: a) OB кесіндісі
Г

бойынша; б) х 2 + у 2 + z 2 = 45, 2х + у  = 0 теңдеулерімен берілген шеңбердің 
АВ доғасы бойынша есептеу керек.

Шешуі. 0(0; 0; 0) жэне В(-2; 4; 5) нүктелерінен өтуші түзудің тендеуі:

х - х 0 _  у  ~Уо _  Z - Z 0 X _  у _  z
хв - x 0 у  в — у  о  ZB - z 0 - 2  4 5'
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Бұл тең қатынастарды /-ға теңестірсек х = - 2 t , y  -  At.z = St түріндегі OB 
түзудің параметрлік тендеулерін аламыз. (9.52) формула бойынша dx = 
-  2dt, dy  = 4dt, dz  = 5dt  шамаларды ескеріп, J -ді есептейтін анықталған
интеграл алынады. t0 = — = 0, = у  = 1, екендігін ескерсек,

і

/  = I [—2 t(4 t)2(—2) + 4 t(5 t)2 ■ 4 -  5 t(—2t)2 ■ 5]dt =

I= 364 t 3dt  = 364
364

(1 - 0 )  = 91

б) Шеңбердің тендеулерін параметрлік түрге келтіреміз. х = t десек, екінші 

У  —21, бірінші теңдеуден z = л/ 45 — 5/2

5 tdt

теңдеуден 

dx = dt,dy = -2 dt, dz = -

Осыдан

Демек, (9.52) формула бойынша
(45-5/

х 4 = t4 = 3, хи =?в = —2 екендігін ескерсекА ’ В В

-2  "

( -2 t )2t + (-2/)(45 -  5 /2)(-2 ) -  V45 — 5t2 • t 2
5 tdt

V 4 5 -5  О
л  =

= J(180/-17r2)^  = 9 0 0 - 170
J3

= -1 7 3 - . 4
3.3. Бірінші және екінші текті қисықсызықты 
интегралдар арасындагы байланыс

АВ қисықтың М(х,у)  нүктесіндегі оң 
бағытталған жанама МТ (АВ бағытындағы) 
координаталык осьтермен а жэне (3 бұрыштар 
жасасын. Онда (сурет 9.18) dx = cos adl,
dy  -  cospdl  қатынастары алынады. Демек 
екінші текті кисықсызықты интегралдар бірінші 
текті қисықсызықты интегралдар арқьшы былайша өрнектеледі:

I  P(x,y)dx =J Р(х, у) cos adl
АВ АВ

jQ(x,y)dy =J Q(x, у) cos bdl
АВ AB

J  P {x , y )d x  + Q { x , y ) d y = J  [ P ( x , y )  cos a + Q ( x , y )  cos b ] d l .

(9.536)

(9.536) 

(9.53)
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M ( x ,y ) нүктесінің қозғалысы АВ қисығын бойлап қарама-қарсы бағытқа 
өзгерсе, онда cosa, cosp, d x  жэне d y  шамаларының да таңбалары өзгереді.

3.4. Грин формуласы

Грин формуласы D аймақ бойынша алынған екі еселі интегралды шекарасы 
тұйық L сызық бойынша алынған қисықсызықты интегралмен байланыс- 
тырады.

D -  дұрыс аймақ, яғни ішкі нүктелері 
арқылы өткізілген Ох жэне Оу осьтеріне 
параллель түзулер L шекараны екі 
нүктеден артық нүктеде қимайды, ал L -  
құрақты-сыптығыр немесе сыптығыр 
сызық болсын.

Теорема 9.8. Егер Р(х,у ) пен 
Q(x,y') функциялары жэне олардың —

пен ■— дербес туындылары дұрыс D
аймақта үзіліссіз, ал тұйық шекарасы L 
құрақты сыптығыр (немесе сыптығыр) 
болса, онда

У1

0

A,
в

)

a b 'x

Сурет 9.19

дР
ду

j  dxdy  = j> P(x,y)dx  + Q(x,y)dy, (9.54)
D L

Грин формуласы орынды болады.
Мұндагы қисыксызықты интеграл І-дің оң бағыты бойынша алынады, ягни 

L бойынша жылжығанда D аймақ сол жакта қалады (сурет 9.19).
Дәлелдеуі. АЕВ доғасының теңдеуі у  = уі(х) АЕВ догасының теңдеуі у  = у 2(х)
а < Х < Ь  болсын. Алдымен

интегралды табамыз. (9.6) екі еселі интегралды есептеу формуласы бойынша

JJ— ckdy = \dx  J — dy = \dx{P{x,y)\v̂ ) =
b У, (x) dP

о & a y ,( x )
dy

b o
= J[P{x,  y 2 (x))]dx  -  J[P(x ,  y x (x))]dx

a a
Екінші жагынан, (9.50а) формуласы бойынша

JJ— dxdy = J Р(х, y)dx -  J P(x, y)dx =
D O y  AFB ЛЕВ
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=  - J  P { x , y ) d x -  J P ( x , y ) d x  =  - \ P ( x , y ) d x

Осы сияқты, JJ— dxdy = <J> Q(x, y)dx теқдігі де дәлелденеді. Бұл соңгы

тендіктен алдыңғы теңдікті алсақ, (9.54) формула шығады. Грин формуласы D

аймақ c < y < d ,x ( y ) < x < x ( y )
теңсіздіктермен берілгенде де орынды 
болады.

Ескерту 3.5. Грин формуласы дұрыс 
аймақтарға бөліктеуге болатын кез келген 
D аймақ үшін де орынды.

Шынында да D аймақ сурет 9.20 
дағыдай болсын. Оны D\ жэне D 2 дұрыс 
аймақтарға бөлеміз. Бұл аймақтардың 
әрқайсысы үшін (9.54) формула орынды.

Олар үшін Грин формуласын жазып, 
алынған теңдіктерді мүшелеп қоссақ, сол 
бөлігінде аймақ бойынша екі еселі 
интеграл, ал оң бөлігінде контур бойынша 
қисықсызықты интеграл шығады. Өйткені 
қосымша сызық бойынша алынған 
қисықсызықты интегралдар қарама-қарсы 
бағытта болып, қосқанда жойылып кетеді.

Мысал 3.5. Грин формуласын қолданып

J 2 ( х 2 + y 2)dx + (x  + у ) 2 dy
г

интеграл есептелсін. Мұндағы L -  төбелері A(l;  1), 6(2; 2), С(1; 3) болған, 
үшбұрыштың контуры (сурет 9.21)

Шешуь Бұл мысалда Р = 2(х2 + у 2), Q — (х2 + у 2) жэне ^  = 2(х + 

У)’Ту =  *У-
(9.54) Грин формуласын қолдансақ,

J 2(дс2 + у 2 )dx + (х + у ) 2 dy = J J [2(л: + у )  -  4y]dxdy.
Г DABC

0

Сурет 9.20

У С
3

2  “  

1 >
0 I  \ 2

X

Сурет 9.21

Алынған екі еселі интеграл (9.10) формула бойынша,
2 -х+4 2J J [2 (х  + у ) ~  4 y]dxdy = 2  J<& J(x  -  y)dy  = - 2 j dx[(x -  y ) 2]] x+4

DABC
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мұнда АВ түзудің теқцеуі у = х, ВС түзудің теңдеуі у = -  х  + 4 екендігін 
пайдаландық.

3.5. Екінші текті қисықсызықты интегралдың интегралдау жолынан 
тәуелсіз болу шарттары

D с  Оху аймағы бір байланысты болсын, яғни D аймақта жататын кез 
келген тұйык контур қоршаған аймақ та толығымен D аймақта жатады.

А(хг,уі) жэне В(х2,У2) нүктелері бір байланысты D аймақтың кез келген 
нүктелері болса, оларды қосатын эрбір Zy сызықтарында, жалпы
алғанда,

/  = J P(x,y)dx + Q(x,y)dy
АВ

интегралы эртүрлі мэндерді қабылдайды.
Егер J  интегралы АВ сызықтары эртүрлі болғанда бірдей мэнді қабылдаса, 

онда J  интегралын интегралдау жолынан тәуелсіз деп айтады.
Бұл жағдайда J  интегралында А(х1 , у 1) бастапқы нүкте мен В(х2, у2) соңғы 

нүктені көрсету жеткілікті:
іх-г.Уг)

}= j  P{x,y)dx + Q(x,y)dy  (9.55)
(*і.Уі)

Қандай шарттар орындалғанда екінші текті қисықсызықты интеграл 
интегралдау жолына тәуелсіз?

Теорема 9.9. Егер бірбайланысты D тұйық аймақта Р(х,у ), Q(x,y)  
функциялары жэне олардың ^  дербес туындылары анықталған және
үзіліссіз болса, онда (9.55) J  интегралы 
интегралдау жолына тәуелсіз болуы 
үшін, осы аймақтың эрбір нүктесінде 

дР дО
. (9S6)

шартының орындалуы қажетті және 
жеткілікті.

Дәлелдеуі. Жеткіліктілігі. D аймақта 
берілген А жэне В нүктелерінен өтетін кез 
келген Г  тұйық контур алайық. Бұл контур үшін Грин формуласы орынды.
(9.54) теңдік бойынша

Сурет 9.22

f P(x,y )dx  + Q(x ,y)dy = 0 немесе

f
АЕВҒА

P ( x , y ) d x  +  Q ( x , y ) d y =  0 .
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Екінші текті қисықсызықты интегралдың қасиеттерін ескерсек, 

f  P(x,y)dx + Q(x,y)dy = j> P(x,y)dx + Q(x,y)dy + j> P(x,y)dx + Q(x,y)dy =
AEB BFA

= j> P(x,y)dx + Q(x,y)dy -  j> P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0.

AEBFA

AEB AFB

Алынған теңдік қисықсызықты интегралдың интегралдау жолына тэуелсіз 
екендігін көрсетеді:

J Р (x ,y )dx  + Q(x ,y)dy = I P (x ,y )d x  + Q(x,y)dy.
AEB AFB

Қажеттілігі. Егер кез келген Г  с  D тұйық қисығы үшін

f P(x,y )dx  + Q(x,y)dy = 0 (9.57)

болса, контуры Г  сызыгы болған D' c  D аймақтың эрбір нүктесінде (9.56) 
теңдік орындалатынын көрсетеміз. Керісінше жориық, яғни — — — -ф- 0 деиік.

Анықтық үшін кейбір М0(х0, у 0) нүктеде ^  ^  > 0 болсын. Шарт бойынша
бұл теңсіздіктің сол бөлігіндегі функция үзіліссіз. Сондықтан М0 нүкте ішінде 
жататын жеткілікті кішкене D'  аймақ табылып, кейбір 5 > 0 санынан үлкен 
болады.

D'  аймақ бойынша ^  өрнекті интегралдасақ, ол оң мэн болады.
Шынында да

Ijf  ?Q-_— \ jxdy> ff 8 ■ dxdy = £ ff dxdy = S ■ Sn. > 0
dy)  a

Бірақ Грин формуласы бойынша, соңғы теңсіздіктің сол бөлігі D' 
аймақтың шекарасы Г' бойынша алынған қисықсызықты интегралға тең, ал ол 
қисықсызықты интеграл нөлге тең. Демек, соңғы теңсіздік (9.57)
</j, P(x,y )dx  + Q(x ,y)dy = 0 шартқа қайшы, яғни М0(х0, у 0) нүктесінде
^  ^  >  0 болсын деген ұйгаруымыз дүрыс емес. Сондықтан D аймақтың

барлық нүктелерінде ^  ^  = 0. Сонымен, теорема толығымен дәлелденді.
Салдар 3.1. Егер (9.57) шарт орындалса, онда Р(х,y )dx  + Q(x,y)dy  өрнек 

кейбір и(х ,у )  функциясының толық дифференциалы болады, яғни
P(x,y )dx  + Q(x, y )d y  =  du{x,y).  (9.58)

Сонда (9.55) бойынша

J =  J  P ( x , y ) d x + Q ( x , y ) d y  = J  d u ( x , y )  -
(*i .>i) (w i)

370



= [“( ^ ) ! ^  = « ( х 2 , У г ) -  м(*і>Уі) >яғни
(хі У і )

J = \  P ( x , y ) d x + Q ( x , y ) d y  = u (x 2 , y 2) - u ( x l , y l). (9.59)
(*і >Уі )

(9.59) формула Ньютон-Лейбниц формуласының толық дифференциалдың 
қисықсызықты интеграл үшін жалпылауы деп аталады.

Салдар 3.2. Егер P(x,y)dx  + Q(x, y )dy  — du(x, у)  жэне Г интегралдау 
контуры туйык болса, онда

f Р(х, y )dx  + Q(x, y )dy  = 0.

Ескерту 3.6. (9.56) шартты қанағаттандырушы и = и(х, у)  функциясын

Ф ,  У) = Г Р ( £ ’ У  о №  +  Г  Ф о  , Л Ф  + С  (9.60)Jxo Jy<t
формуласын пайдаланып табуға болады. Әдетте (дг0.Уо) бастапқы нүкте 
ретінде (0; 0) нүктесін алады.

Ескерту 3.7. J Р(х, у, z)dx +Q(x, y,  z)dy + R(x, y, z )d z , мұндағы Г -  кеңістік-
Г

тегі қисық, кеңістіктегі қисықсызықты интеграл үшін де осы сияқты 
тұжырымдар орынды. (9.52) шарт, (9.58) тендік, (9.59) жэне (9.60) 
формулалары сәйкес келесі түрде болады:

dP = dQ dQ = dR dR = dP
ду д х ’ dz д у ’ dz д х ’ 1 ‘ '

Р(х , у , z )dx  +  Q(x,у , z )dy  +  R(x,у , z )dz  -  du (x ,y , z ); (9.58')
(*2.У2.*2)

J P (x , y, z )dx  + Q(x, y, z )dy  + R(x, y, z )dz

= U{x2,y2,z2) - ufr^y^Zi); (9.59')
x  У  z

и = (x , y , z ) = J P ( £ , y 0, z 0)d£ + J P(x0,Tj,z0)dTj + J P(x0, y 0,g)dg  (9.60')
xо Уо

Бұл теңдіктер кеңістіктегі J  қисықсызықты интегралдың интегралдау 
жолына тэуелсіз болу шарттары.

(2.4)
Мысал 3.6. J  = J  ydx + xdy  қисықсызықты интегралды есептеу керек.

(0.0)
Шешуі. Бүл интегралда Р(х, у) = y,Q(x ,y ) — х, ^  ^  =  1, яғни (9.56)

теңдік орынды. Демек, (9.58) теңдік орындалады: ydx  + xdx  =  d(xy).
Теорема 9.9 бойынша берілген интегралдың мәні интегралдау жолына 

тәуелсіз. Интегралдау жолы ретінде у  = 2х түзу кесіндісін немесе у  — х 2 
парабола догасын алуга болады. Онда (9.59) формула бойынша
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(2,4) (2,4)

/= J y d x  + x d y  = j d(x-y) = [x-y]go] = 2-8 —0-0 = 8.
(0,0) (0,0)

( 1,1)

Мысал 3.7. J  = J e~ydx  -  (2y  + xe~y )dy  қисықсызықты интеградцы
(0,0)

есептеу керек.
Шешуі. Алдымен интеграл астындағы өрнектің кейбір и(х,  у) функцияның 

толық дифференциалы екенін анықтайық.

д д
d u ( x ,y )  =  — и(х, y ) d x  +  — и(х, y ) d y  екендігі белгілі.

Біздің жағдайда, ^  =  j - ( e  у) = - е  у , ^ = - j - ( 2 у  + х - е  у ) = - е  уд у д у  дх дх
Демек (9.56) теңдік орындалады, яғни интеграл астындағы өрнек кейбір 
и (х, у )  функциясының толық дифференциалы. Сондықтан

ди ди
Т* = е ' У’Ту =  - ( гу  + х ' е ~У'1

теңдіктері орынды.
Бірінші теңдікте у-ті тұрақты деп, х  бойынша интегралдасақ,

u(x,y) = J е у dx = е ух  + <р(у),
мұндағы ср(у) кез келген функция. Енді осы алынған өрнекті екінші тендікке 
қойып ср(у) функциясын табамыз. 

д д
^  —  [е~у х + <р(у)] = - х е ~ у + <р,{у) = - ( 2 у  + хе~у );
оу оу

<р'(у) =-2у,<р(у) = - у 2 + С, С = const 
Сонымен и (х ,у ) =  хе~у -  у 2 + С,
Теорема 9.9 бойынша берілген J  интегралының мэні интегралдау жолына 

тәуелсіз. Онда у  — х  түзу кесіндісін немесе у = х 2 парабола доғасын 
интегралдау жолы деп алуға болады. (9.59) формула бойынша 

(ід) (i,D

/ =  j е~у dx — (2у +  xe~y)dx  =  J d(xe~y — у 2 +  с) =
(0 ,0) (0,0)

= [xe~y - у 1 +СЩ , =(Ге~' - I 2 + С )-С  = е~' -1;;

и(х, у) функциясын (9.60) формуланы қолданып та табуга болады:
х У

и(х, у) = J e~°dg + J (-2  7 -х -ё ~ ’’ )drj + с =
о о

= х - у 2 + х-е~у - х  + с = хе~у -  у 2 + с.

372



3.6. Қисықсызықты интегралдардың кейбір қолданулары

Қисықсызықты интегралдар математика, физика жэне техниканың эртүрлі 
салаларында жиі қолданылады.

а) Бірінші текті қисықсызықты интегралдың кейбір қолданулары 
1. Қисықсызықтың үзындығы. АВ жазық қисықтың немесе кеңістіктегі 

сызықтың ұзындығы:

/  =  \ d l .  (9.61)
АВ

Бұл формула тікелей анықтамадан шығады.
2. Цилиндрлік беттің ауданы.
Егер Оху жазықтығындағы АВ қисығы цилиндрлік беттің бағыттаушы 

сызығы, ал жасаушылары Oz осіне параллель болса, онда z = f ( x ,  у) 
функциясымен берілген цилиндрлік беттің ауданы:

S = \ f ( x , y ) d l  (9.62)
АВ

3. Қисықсызықтың массасы. Материалдық АВ қисықтың (сым, шынжыр 
т.б.) массасы ц (х ,у ) тығыздықпен үлестірілсе, оның массасы:

т =  J /d(M )dl = J [л{х,у)(іІ (9.63)
АВ АВ

4. Статистикалық моменттер. Ауырлық центрі. АВ материалдық 
қисықтың Ох жэне Оу осьтерімен салыстырмалы статистикалық моменттері

s x = J  у  ■ К х , y)dl, Sy = J x  • / /(x , y)d l (9.64)
АВ AB

формулаларымен, ал қисықтың ауырлық центрі

у  X

хс = — >Ус= —т т
(9.65)

формулаларымен анықталады.
5. Инерция моменттері. АВ материалдық қисықтың Ох, Оу осьтерге жэне 

0(0; 0) координата бас нүктесіне салыстырмалы сэйкес инерция моменттері:

Jx=  I y 2 -n (x ,y )d l ,  Jy = I x 2 • n(x ,y)dl
АВ AB

J 0 = j  ( x 2 + У2 ) M X, y ) d l  (9.66)
AB

б) Екінші текті қисықсызықты интегралдың кейбір қолданулары 
6. Жазыктыктағы фигураныц ауданы. D тұйық аймақтың шекарасы L 

тұйық сызығы болсын. Осы аймақтың ауданын есептейік. Белгілі болғандай
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екі еселі интеграл D аймақтың ауданы 5-ті анықтайды. Сондықтан

Грин формуласында ^  ^  = 1 болатындай P(x,y ),Q(x ,y)  функцияларын
тапсақ, онда D аймагының S ауданы

S = jj  1 dxdy  = P(x,y)dx  + Q(x,y)dy

формуламен анықталады.
Q(x,y ) = x, P(x ,y ) =  0 десек, сонда ^  = 1 болып,

o x  o y

S = j> xdy (9.67a)
L

болады. Осы сияқты
Q(x,y) = 0,P(x,y) = у  десек

S = — j> ydx (9.67 b)

Q(x,y) = - y-  ,P{x ,y ) =  |  десек

S = -  j> xdy  — ydx. (9.67)
L

Сонымен ауданды есептеу үшін үш формула алынды.
7. Айнымал күштіц жумысы. F[P(x,y),Q(x,y)]  айнымал күштің АВ 

қисығы бойынша орындаған жұмысы

Л = J Р(х, y)dx  + Q(x, y )dy  (9.68)
АВ

формуласымен табылады.
Шынында да, (дг, у)  материалдық нүкте Ғ күшінің эсерімен Оху 

жазықтығында қайсыбір қисықты бойлап А нүктесінен В нүктеге дейін 
жылжысын. АВ қисығын A = M0l M tl М2, .... Мп = В  нүктелерімен п бөлікке 
бөлеміз. бөлікше доға ұзындыгын Alt деп белгілеп, әрбір бөлікше

доғада кез келген Сі\ Е п ,Т}і ' =  \,П нүктесін аламыз. М 1_1М 1 доғасын

= (Ах,А у )  векторымен ауыстырып, ол векторда

Ғ( =  (Р (х t ,h j ) ,Q (x І,Һ())күшті тұрақты деп есептейміз.

Ғі күштің МІ_1МІ доғадағы жұмысын жуықтап
А і *  Ті ■ Mt^ M t = Р ( £ ,rjd • Axt + Qtfo щ) • Ayi 

деп қарастыруға болады.
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Барлық Аһ і — 1,п мәндерін қоссақ, Ғ күштің АВ қисықтағы жұмысының 
жуық мэні шығады:

п  п  п

А ~ ^ Аі bXi + 'Y^Q tf i,rii) ■ Ауі
і=1 І=1 1=1

А жұмыстың дэл мэні ретінде алынған қосындының Я = max Д/; —> 0
1</<л

болғандағы шегін (Axt -> 0, Ayt -* 0 болуы айқын) қабылдаймыз:
( п П \

■ Ьхі + ^ № , * ? і) Д У і|=  J P(x,y)dx  + Q(x,y)dy
1 = 1  і = 1 '  а в

Қисықсызықты интегралдың анықтамасын ескерсек (^,!/,) нүктелерінің 
орнына (Хі,уі) нүктелерін алуға да болады.

Ескерту 3.8. АВ кеңістіктегі қисық болғанда,
Ғ = {Р(х, у, z), Q(x, у, z),R(x,  у, z)} күштің жұмысы

A = j  Р(х, у, z)dx + Q(x, у, z)dy + R(x, y, z)dz (9.68a)
AB

формуламен анықталады.
Мысал 3.8. F = 4х 4і + xyj  күштің у  = х 2 парабола бойлап 0(0; 0) 

нүктеден 5(1; 1) ігуктеге дейінгі орындаған жұмысын табу керек.
Шешуі. (9.68) формула бойынша, Р = 4х4, Q = ху  екендігін ескерсек,

1 1
4 = |  4x‘>dx + xydy = j4 x 4dx+xx22xdx = ̂ 6x4dx = 6

OB L  5  JO 5 5
Мысал 3.9. x  = 2acost -  acos2t, у = 2asint -  asin2t, 0 < t < 2n кардоида- 
ның ұзындығы табылсын. (сурет 9.23)

Шешуі. Доғаның дифференциалы

dl = V (d x)2 + (dy)2 = y /[x ' ( t )¥  + \y ' ( t ) ]2d t

x \ t ) = - lasm t  + 2 as\n2 t, 
y'(t) = 2acos/ -  2acos2/

болғандықтан, dl -  4a sin — dt (9.61) фор-
2

мула бойынша
l = fL dl = 4 a  Jq* s in^d t  = [ - 8 a  ■
ti2ir

c o s -  =  16a.
2Jo
Мысал 3.10. у = lnx материалдық 

қисықтың эрбір нүктесіндегі сызықтық
тығыздығы осы нүктенің абсциссасының квадратына пропорциянал болса, 
4(1; 0) жэне В (3; ІпЗ) нүктелерімен шенелген доғасының массасын табу керек.
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Шешуі. (9.63) формуланы пайдаланамыз. Шарт бойынша ц{х,у)  = кх2, 

у '  = доғаның дифференциалы dl = J 1 + (y ')2dx = 11+ \ d x  , екендігін 

ескерсек,
3 П  3

= J n(x ,y )d l  = к J x 2 X ^  1 dx = (x 2 + 1)2d ( x 2 + 1) =
AB 1 ^  1

^  (x2 + 1)§] = ^  (lOVTO -  2V2) *  9,6fc.

Мысал 3.11. x = a ( t - s in t ) ,  
у = a ( l  -  cost), 0 <  t  < 2 n  циклоида- 

ның C(xc,yc) ауырлық центрінің коорди- 
наталарын табу керек. (сурет 9.24).

Шешуі. Циклоида х  = п  түзуіне 
сәйкес симметриялы болғандықтан 
хс = п  деп аламыз. Енді т  мен ус-ны 
табамыз. Циклоиданың теңдеуінен

сонда

2п

dl = V (dx)2 +  (dy) 2 = J [x ' ( t )]2 + [y '(t)]2 dt =

= д/[а( 1 — cos t)]2 +  [a sin t]2dt  = aV2V 1 — cos t  dt;

2re 27Г

m = J  dl = J  aV 2V l — c o s td t  = aV2 J  V2 s in - d t  =
L 0 0

Г П2я= 2a ■ 2 I — c o s-  = 4 a  +  4a = 8a;
L 2Jq

2ж
j yd/ J a(l -co s  t)ayfiyfc -  cos tdt

Ус =■ /и

= a J  ^1 — cos2 ^  d ^cos = —a

8 a
3 ft cosл -

cos ------- -—2 3

a f , t 
= — sin — dr =

2 0 2

/ 1  1\ 4a= - a ( - l + - - l + - j  = y .
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Мысал 3.12. х  = Rcost, у  = fisint, О < 
t < 7г/ 2 ширек біртекті шеңбердің 
координата осьтерімен жэне коорди- 
натаның бас нүктесімен салыстырғандағы 
инерция моменттерін табу керек.

Шешуі. Шеңбердің координаталық 
осьтерден бірдей қашықтықтарда орналас- 
қандығынан Jx = ]у . (9.66) формула
бойынша:

X

Jx

п/г
y 2dl = R2j  s in 21 ■ -JR2 c o s 2 t + R2 sin2 t dt = 

о

=  R3 

Jo =

sin 2 1^/2 _ R3 n _ nR3
2 J0

R d t = R 3[t]J2 =
R3n
~

Мысал 3.13. x = acos3t , y  — asin3t , 0 < t < n  (сурет 9.25) астроидамен 
шенелген пішіннің ауданын табайық.

Шешуі. (9.51) жэне (9.67) формулаларды қолдансақ:
1 2і і 2»1 Г 1 Г j 2 з 2 *

S = — xdy -  ydx = — \[а cos t ■ За sin t cos t -  a sin t ■ 3a cos t (-  sin t)]dt =
2 J 2 JA 0 ^ 0

3a2 2r 1 -  cos 41 
------ I -----------------dt

3 a1 sin 4 1 2

16 L 4

3аг За2 я
= ------2 n = -------

16 8

§ 4. Беттік интегралдар

Беттік интеграл екі еселі интегралдың жалпылауы болып табылады. Бұл 
параграфта бетте берілген функциялардың интегралдары қарастырылады.

4.1. Бірінші текті беттік интеграл

1. Бірінші текті беттік интегралдын анықтамасы
u = f ( x , y , z ) функциясы Oxyz  кеңістіктегі ауданы s -ке тең S бетте 

анықталған және үзіліссіз болсын. S бетті кез келген тэсілмен S1(S2,. . . ,S n 
бөліктерге бөліп, бұлардың аудандарын ASV Д52,...,А 5П деп, ал диаметрлерін, 
сэйкес, dv  d2, . . . , d n деп белгілейік. Әрбір 5£) і = 1,п бөлікте кез келген 
Мі(Хі, Уі.гі) нүктесін альш,
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n

° п = Ү / { Х і>Уі>2і ) 'Ь З і (9.69)
(=l

қосынды құрамыз (сурет 9.26). (9.69) 
қосынды f ( x , y , z ) функциясы үшін S бет 
бойынша интегралдық қосынды деп
аталады. X арқылы 5І( і = 1,п бөліктер- 
дің диаметрлерінің ең үлкенін белгілей- 
міз, яғни / = m ax d  (S .) .

lJ iJ я v 7

Анықтама 4.1. Егер
Л = max d ( s  ) -» 0 болғанда lim a n = J  болса, онда J саны f(pc,у , z )

is/s* ' /-> 0

функциясының S  беті бойынша бірінші текті беттік интегралы деп аталады 
жэне I J  f  (х,  y , z ) d s  түрінде белгіленеді.

Демек, анықтама бойынша,

J  = (9.70)

2. Бірінші текті беттік интегралдың негізгі қасиеттері

1. \ \ c  f ( x , y , z ) d s  = с | |  /  ( x , y , z ) d s , c  = const.
s s

2■ j | [УІ (* ,y , z )±  f 2 (jc,У, z ) \is  = JJ f x ( x , y, z ) ds ±  jj f 2 (x ,  y,z)ds.
s s s

3. Егер S  беті ортақ ішкі нүктелері жоқ жэне бөліктерге бөлінсе, яғни 
5 = U S2, онда

II f ( x , y , z ) d s
s

II f ( x , y , z ) d s
Si

+ If f ( x ,y , z )d s .

4. Егер S  бетте Д (x, y, z) <  / 2 (x, y, z) болса, онда

jj f 1 ( x , y , z ) d s <  jj f 2(x,y,z)ds.
S S

,  j j *  = s , мұндағы s -  S  беттің ауданы
s
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6 . \ \ . f ( x , y , z ) d s  < ^ \ f { x , y , z ) \ i s
^ о

7. Орта мэн түралы теорема. Егер f ( x , y , z ) функциясы S 
болса, онда бұл бетте (х0, у0, z0) нүктесі табылып,

бетте үзіліссіз

\ \ f { x , y , z ) d s  = f { x 0, y Q, z 0) - s  (9.71)
s

формуласы орынды болады.
1 Ъ  қасиеттер тікелей анықтамадан шығады, ал (9.71) формула екі еселі 

интегралдағы сәйкес теорема сияқты дэлелденеді.

3. Бірінші текті беттік интегралды есептеу
S  бет бойынша бірінші текті интегралды есептеу, S беттің Оху 

жазықтығындағы проекциясы D аймақ бойынша екі еселі интегралды 
есептеуге келтіріледі.

Теорема 9.10. Егер f ( x , y , z ) функциясы S  бетте үзіліссіз, S бетті 
анықтайтын z  = z(x, у)  функциясы, беттің Оху жазықтығындагы проекциясы 
D аймақта үзіліссіз жэне z'x{x,y),z'y(x,y) үзіліссіз дербес туындыларға ие 
болса, онда

JJ / ( х , y , z )  ds = J J / [х , y , z ( x , y ) \  yjl + z ? (x ,  у )  + z (дг, y)dxdy  (9.72)
S D

формула орынды.
Дәлелдеуі. S бетті кез келген тэсілмен 

Si, і = 1, п  бөліктерге бөліп, (сурет 9.27) 
эрбір бөліктің Оху жазықтыктағы проек- 
циясын Di, і = 1,п десек, D аймақ п 
бөлікке бөлінеді. Dt бөліктен кез келген 
Мі(хі,Уі) нүктесін алып, осы нүктеден 
жазықтыққа перпендикуляр тұрғызайық.
S бетте MiiXi.yi.Zi) е  St нүктесін аламыз.
Мі(ХһУі.гі) нүктесінде S бетке жанама 
жазықтық өткізіп, оның проекциясы D, де 
жататын Г; бөлігін қарастырамыз. Sh 7) 
жэне Di бөліктердің аудандарын сэйкес 
Д5), ДГіЖэне ADi деп белгілеп, жуықтап

АТі *  Д5і (*)
деп есептейміз. Oz осьпен нүктесіндегі беттің 
арасындағы бұрьшіты у, десек

АТі ■ cos Үі = ADi (**)
теңдігі орындалады. S  беттің тецдеуі z = f ( x ,  у) болғандықтан, оның Мі 
нүктесіндегі жанама жазықтықтың теңдеуі (8.25) формула бойынша 

4 ( * і.Уі) 0  " Хі) + 4 (^£ ,У і)(У -У і) -  ( z - z i )  = 0 
болады, мұндағы _ 1 } нормаль вектор (сурет 9.27).

щ нормаль векторы
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Уі бұрыш, fc(OfO,l) мен nilz'xCxi.y^.Zytx^yi), —l} векторларының 
арасындағы бұрыш болғандықтан,

k t ■ щ 1
cos Үі = -= — —  = — —

| f c i | - | n7 l  V 1 +  2х2(хі,Уі) + z^ixi .yi )
Сонда (**) теңдік

АТі =  J l  + zfC x o yJ + г ? ( х 0 у() ■ AD,

түріне келеді. (9.70) теңдіктің оң бөлігіндегі ASt шаманы (*) жуық теңдік 
бойынша АТг те, ал z t — ді г{Хі,Уі)-ге ауыстырамыз. Сондықтан,
/ = m ax d  (5  )  ® 0 болғанда, т а х б / ( Д ) - > 0  болып, (9.72) теңдік

IJiJ» 4 7 OSiSn 4 ' У
шыгады.

Сонымен бірінші текті беттік интегралды есептеу екі еселі интегралды 
есептеуге келтірілді.

Егер S  беті у  = у(х, z) немесе х = x (y ,z )  теңдеулермен берілсе, онда

Һ Ы  z)ds = Я / (  x ,y , ( x , z ) , z ) -y j l+ y 2 +у 2 dock, (9.72a)
S Dt

Ц / ы  2 )<і 1 =1 1 Л х (У’2 )>У’2) - ^ +Ху +x]dydz (9.72б)
5 D,

формулалары алынады, мұндағы Dx жэне D2 сэйкес S  беттің Oxz жэне Oyz 
координаталық жазықтықтардағы проекциялары. Дәлелдеулері (9.72) 
формуланы дәлелдеген сияқты жүргізіледі.

Мысал 4.1. IT------------ - бірінші текті интегралды есептеу керек, мұнда S
s (l + X + z)3

беті х + у  + z = 1 жазықтықтың бірінші октанттағы бөлігі (сурет 9.28).
Шешуі. S  беттің теңдеуін айқын түрде z  = 1 - х - у  түрінде жазамыз. 

(х, y ) E D  мұндағы D аймақ беттің Оху жазықтықтағы проекциясы (сурет 
9.29). Ол х  = 0, у  = 0 жэне х + у  = 1 түзулермен шенелген аймақ, ал
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ds = J l  + (z'x)2 + {z'y)2 dxdy  = yj 1 + ( - 1 ) 2 + ( - 1  )2dxdy =  V3 dxdy.

Интеграл астындағы функция, —  ——- _____l____
( l+ x+ l- x - y ) 3 болады-

Енді (9.72) формуланы қолданамыз:
1 Х—х

[[ ds _ f f  yjidxdy
JJ (l + x + z)3 = JJ (2 — y)3
S D

± 1—A

=V5W
dy

(2 — y)3

V 3 [ 1 1]
d x ~ ^

1 1 1 V3 1 V3

2 J І(1 + хУ  4J dx 2 1 + х  4*] О

1
м

 J
4

4 1 00 1

4. Бірінші беттік интегралдың кейбір қолданулары

1. Беттід ауданы
Егер S  беті z  = z(x,  у) теңдеуімен берілсе, ал оның Оху жазықтықтағы 

проекциясы D аймақ болса жэне D аймақта z(x, у), zx(x, у), Zy(x, у) 
функциялары үзіліссіз болса, онда аймақтың ауданы:

немесе s = №  z '? ( x , y )  + z '* ( x ,y )d x d y .  (9.81)
S D

2. Беттіқ массасы
S материалдық беттің массасы ц = \і(х, у ) беттік тығыздықпен үлестірілген 

болсын. Сонда массаны табу үшін S  бетті S t бөліктерге, і = 1, п бөліп, 
олардың аудандарын AS t арқылы белгілейміз; эрбір St бөлікте кез келген 
МііХоУі.гО нүктесін аламыз; 5/ бөліктің Ш; массасы H ^x^y^Z i )  ■ Д5* 
шамадан аз ғана ауытқиды; барлық St бөлікше аймақтардың массаларын 
қосамыз:

п п

т « 'J'm. = 'У'/і ( х ., у ., z() • AS. ■ S  материалдық беттің дэл мәні ретінде
«=1 і=1

п

т * lim (х. ,y. ,z .) -  AS. шекті, яғни
m zxd, —уО і=1

m = ^ n { x i, y i , z i )d s  (9.82)
s

интегралды қабылдаймыз.
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3. 5 материалдық бетгің статистикалық моменттері

$ху JJ z  M(Xi,yi,Zi)ds, Syz — JJ" х  • ц(Х(,уі, Zi)ds, Szx

= Ifs y - K x i . y i . z ^ d s ,  
формулаларымен табылады.

4. S  материалдық беттіц ауырлық центрі

Syz Sxz Х̂УХс = — ,УС = — ,ZC = —  1 т yL т L т

(9.83)

(9.84)

(9.85)

формулаларымен табылады.
5. S  материалдық беттің инерция моменттері

м , =JJ(y + z 2)-fj(x,y,z)ds,  М  =JJ(x2+ z 2)-^(x,y,z)ds,
S s

М: = \ \ ( х г+У2)-м(х,У,z)ds, M0 = jj(x2 + f  + z2) • v(x,y,z)ds,
s s

формулалармен табылады.
Бұл формулалардың дұрыстығы сэйкес екі еселі интегралдардың 

формул аларына негізделеді.
Мысал 4.2. х 2 + у 2 + z 2 = R2, z  >  0 жарты сфераның ауырлық центрін 

табу керек. Мұндағы беттің эрбір нүктесіндегі беттік тығыздығы осы нүктеден 
жарты сфераның табанына перпендикуляр радиусқа дейінгі қашықтыққа тең. 

Шешуі. Шарт бойынша р = -Jx2 + у 2,

ds = іі + 7 '? + y.'fdrdy =  Х2 .-----
V У y]R2 — x 2 — у 2

(9.82) формуланы қолдансақ

s  D -\]r 2 - x 2 -  y 2
Полярлық координаталарға көшсек.

, мұндағы D аймақ х 2 + у 2 = R2 дөңгелегі.

р£Я

72
- I I M - I - ' I

In

= 2nR I
R2 • sin2 t • R ■ cos t dt 

Rcost

P2dp 
y]R2 -  p2 

72

= 2n R
n

/
p2dp

у/R2 -  p2

p = R sin t 
dp = R- cos t dt 

n
O S t S j

= 2tffi3 /
1 — cos 21

d t = nR3 t -
sin.2ПЯ/2 n2R3

Материалдық жарты сфера Oz оське симметриялы орналасқандықтан хс = 
0 ,ус = 0 болады, өйткені Syz =  Sxz =  0.

(9.83) формула бойынша Sxy статистикалық моментті есептейміз:
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RdxdySxy = JJ Zflds = J yjR2 - X 2 - y 2 J x 2 + y 2 .
x 2+ y 2S R 2

X2+ y 2<R2

= R JJ yjx2 + y 2 dxdy

2n l

форм}

Ф О

x  = p cos <p , 0 <  p < R 
у  = p sin (p, 0 <  (p < 2 n 

dxdy  = pd<pdp

у/ R 2 — x 2 — y 2

= R JJ p 2d<pdp =
p£R

p 2dp = R 2n
R

Jo ■ I * * 4-
(9.84) формула бойынша, zc = —  = —. Демек, ауырлық центрі

771 ЗТГ

нүктесі.

4.2. Екінші текті (координаталар бойынша) беттік интеграл

1. Екінші текті беттік 
интегралдыц анықтамасы

Екінші текті беттік интеграл 
екінші текті қисықсызықты интег- 
ралдың үлгісімен құрылады.

z  = z(x,  у )  теңдеуімен екі жақты 
S бет берілсін, мұнда z(x,  у), 
z'x (х, у ), z'y (x, у) функциялары
беттің Оху жазықтықтағы проекция- 
сы D аймақта үзіліссіз функциялар. Мұндай бетте нүкте бет бойлап, 
шекарамен қиылыспай жылжығанда нормаль вектордың бағыты бетке 
байланысты өзгермейді. Нормаль вектордың бағыты бетке байланысты 
өзгеретін беттерді бір жақты бетгер деп атайды. Мысалы, Мебиус беті 
біржақты бет (сурет 9.30) .

Бұл бет ABCD тіктөртбұрыштың АВ және CD қабырғаларында А мен С 
жэне В мен D нүктелерін біріктіргенде пайда болады.

Бұл тақырыпта екі жақгы беттер қарастырылады. z  = z(x, у)  теңдеуімен 
берілген бет екіжақты бет деп түсініледі.

Oxyz кеңестіктегі екіжақты S бетте R(x, у, z) функция анықгалған жэне 
үзіліссіз болсын. 5 беттің таңдалған жағын кез келген тэсілмен і = 1, п , 
бөліктерге бөліп, оларды координаталық жазықтықтарға проекциялаймыз. 
Егер S беттің жоғарғы жағы алынса, онда St беттің проекциясының ADi ауданы 
“+” таңбамен, төменгі жағы алынса таңбамен алынады. Басқаша айтқанда 
жоғарғы жағын алғанда п нормаль мен Oz осі арасындағы бүрыш yt сүйір

(сурет 9.31), яғни cosУі > 0, ал төменгі жағын алғанда 72̂  нормаль мен Oz осі
арасындағы у* бүрыш доғал, (сурет 9.32), яғни cos/i< 0, болады.

Бет жағы ұғымымен оның шекарасының бағытталған сызық ұғымы тығыз 
байланысты.
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Жағы таңдалған S  беті L контурымен шенелген болсын. Нормаль 
вектордың ұшынан қарағанда L контур бойлап бетті айналғанда бет сол жақта 
қалса, онда L оң бағытталған контур, ал қарама-қарсы айналу бағытын теріс 
бағытталған контур деп атайды.

Егер беттің жағын өзгертсек, онда п  нормаль вектор да қарама қарсы 
бағытқа өзгереді, L контурдың айналу бағыты да өзгереді.

Енді екінші ретті беттік интегралды анықтауға көшейік.
R{x ,y ,z ) функциясы z  = f { x ,у) тендеуімен берілген S тегіс бетге шенелген 

болсын. Бетгің бір жағын тандаймыз, яғни нормальдың мүмкін болтан екі 
бағытының бірін белгілеп, бағытгалған бет аламыз. Егер нормаль векторлар Oz 
осьпен сүйір бұрыш жасаса z  = f i x ,  у ) бетгің төменгі жаты алынды дейміз.

S бетгі кез келген тәсілмен S1,S2,.-- ,Sn бөліктерге бөліп, Si,i = l ,n  
бөліктің Оху жазықтықтаты проекциясын Dt арқылы белгілеп, оның ауданын 
ADi дейміз. Беттің эрбір S, бөлігінде кез келген Miix^y^z f)  нүктесін алып,

і=1

қосындысын құрамыз. Беттің жогарты жатын алтанда AD( > 0, төменгі жагын 
алганда ADt <  0 болады. ап қосынды R(x, у, z) функциясы үшін интегралдық 
қосынды деп аталады.

X арқылы Si, і = 1,п, бөліктердің диаметрлерінің ең үлкенін белгілейміз, 
ягни. Л = m a x d ( S , ) .

1<І̂ П
Анықтама 4.2. Егер I  —> 0 болганда lim  <7„ = J  болса, онда J  саны

х->о "
R{x ,y ,z ) функциясының S  беттің таңдалган жаты бойынша екінші текті 
беттік интегралы деп аталады және

J  = JJ R ( М ) dxdy = JJR (x ,, y t, z ) dxdy (9.73)
S S

символдардың бірімен белгіленеді.
Бүл жагдайда R{x,y ,z)  функциясы S  бетінде x  жэне у айнымалдары 

бойынша интегралданушы функция деп аталады.
Осы сияқты P(x ,y ,z ) функциясының S  бетінің таңдалган жатында y,z

айнымалдары бойынша екінші текті беттік интегралы j j  P (x ,y , z )d yd z  және

Q(x,y,z)  функциясының S  бетінің тандалган жатында y , z  айнымалдары 
бойынша екінші текті беттік интегралы ITQ (x ,y , z )d zdx  аныкталады.

JJ P(x ,y ,z )dydz  + JJ Q(x ,y ,z )dzdx  + JJ R(x, y, z)dxdy
S . . S s,i екінші текті жалпы бетпк интеграл деп аталады жэне

В н ™  z)dydz + Q(x, у, z )  dzdx + R (x, у, z )  dxdy (9.74)
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түрінде белгіленеді.
Егер 5 түйық бет болса, онда екінші текті беттік интеграл сыртқы жағы 

бойынша ji£>, ішкі жағы бойынша <ji£ түрінде белгіленеді.
+ S -S

2. Екінші текті беттік интегралдың негізгі қасиеттері
1. Интегралдау жағын өзгерткенде, екінші текті беттік интегралдың 

таңбасы өзгереді.
2. Тұрақты көбейткішті интеграл белгісінің алдына шыгаруға болады.
3. Функциялардың алгебралық қосындысының беттік интегралы, сол 

функциялардың беттік интегралдарының алгебралық қосындысына тең.
4. Егер 5  =  5' U 5" болса, (мұнда 5' пен 5" беттердің ортақ ішкі нүктелері 

жоқ) онда 5  бойынша алынған екінші текті беттік интеграл 5' жэне 5" бөліктер 
бойынша екінші текті беттік интегралдардың қосындысына тең.

5. Егер S', 5", 5'" беттер жасаушылары сэйкес Oz,Ox,Oy осьтеріне 
параллель цилиндрлік беттер болса, онда

JJ R(x ,y , z )dxdy  = JJ P(x ,y ,z )dydz  = JJ Q(x,y ,z )dzdx  = 0

s '  s "  s ' "

Ескерту 4.1. Бір жақты беттер үшін екінші ретті бетгік интеграл ұғымы 
енгізілмеген.

3. Екінші текті беттік интегралды есептеу
Екінші текті беттік интегралдар екі еселі интегралдарға келтіру арқылы 

есептелінеді.
Теорема 9.11. Егер fl(x ,y ,z) функциясы 5 тегіс бетте үзіліссіз болса және 5 

бетті анықтайтын z  = z{x, у )  функциясы беттің Оху жазықтықтағы
проекциясы D тұйық аймақта үзіліссіз болса, онда ^R (x,y ,z)dxdy

s

интеграл бар жэне ол

j j  R(x , у, z)cbcdy = ± | R[x, у, z(x, y)]dxdy (9.75)
S D

формула бойынша есептеледі.

Дәлелдеуі. 5  бетті кез келген тэсілмен 5j, і = 1, п, бөліктерге бөліп, эрбір 
бөліктің Оху жазықтықтағы проекциясын Dt, і = 1,п десек, D аймақ 
бағытталған п бөлікке бөлінеді (сурет 9.31, сурет 9.32).
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Сурет 9.31

Әрбір Si бөліктен кез келген M t (x̂ .ŷ Zj) нүктесін алып
П

ү я ( х „ Уі, г , ) - т ,  мұндағы ДD[ -  D* ауданы, интегралдық қосынды
і=і

кұрамыз. Zj = z (xu yi) болғандықтан
п п

/=і »=і
Бұл теңдіктің оң бөлігінде D аймақта R[x,y,z(x,y)]  үзіліссіз 

функциясының екі еселі интегралы үшін интегралдық қосынды тұр.
(*) теңдікте Я = m a x J (5  ) —> 0 деп шекке көшсек (9.75) тендік шығады.

\<і<п
(9.75) теңдік S бетте үзіліссіз R(x, у, z) функциясының S  бет бойынша 

екінші текті беттік интегралы барлығын дәлелдейді, жэне ол интегралды екі 
еселі интеграл арқылы өрнектейді.

Егер беттің төменгі жағын таңдасақ (9.75) теңдіктегі оң жагындағы екі 
еселі интегралдың алдында минус таңба шығады.

Келесі формул алар да осы сияқты дэлелденеді:

і і р ( х ’У’ z ) d y d z  = ± ^ P \ j c ( y , z ) ,  y , z ^ d y d z ,  (9.75a)
5  D

z  ) dzdx  = ±  y ( y , z ) , z ~ ^ d z d x ,  (9.756)
s D

мұндағы бет сэйкес x = x (y ,z )  жэне у  = y (x ,z )  теңдеулерімен берілген, ал 
D'  пен D"  аймақтары S  беттің сэйкес Oyz пен Oxz координаталык 
жазықтықтардағы проекциялары.

(9.75) , (9.75а), (9.756) тендіктерді қоссақ (9.74) жалпы интеграл, егер S бет 
координаталык жазықтыктарға бір мэнді проекцияланса,
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JJ P(x,y, z )dydz  + JJ Q(x,y ,z )dzdx  + JJ R{x,y ,z)dxdy  =
s s s

= JJ P[x(y,z) ,y ,z]dydx  + JJ Q[x,y(xlz) ,z]dzdx
D '

JJ R[x,y,z(x ,y)]dxdy

D'

+ (9.76)

түрінде жазылады.
Егер S күрделі бет болса, онда оны  

теорема 9 .11-д ің  шартын қанағат- 
тандыратын бөліктерге бөліп , (9 .74) беттік 
интеграл сол бөліктер бойы нш а беттік 
интегралдардың қосындысы түрінде  
жазылады.

Мысал 4.2. j j  zdxdy + ydydz  + xdzdx
s

екінші ретті беттік интегралын есептейік.
Мұндағы S беті координаталық ш енелген  
х + у  + z  = 1 жазықтығының сыртқы жағы Сурет 9.33
(сурет 9.33).

Ш еш уі. Интегралды эрбір  қосылғыш үш ін жеке есептейміз. S бет -  ABC 
үшбұрышы. JJ zdxdy беттік интегралды S беттің Оху жазықтықтағы

s
проекциясы ЛОАВ =  D = { ( х ,у ) ,  0 < я г < 1 , 0 < у < 1 - х }  аймақ бойынша
(9.75) формуламен есептейміз:

1 і-ж і 2. - -
J j zdxdy = J  (1 -  х -  y)dxdy = j  dx J  (1 -  x -  y)dy = J  dx 1(1 - x ) y -  y

ЬОАВ 

1

= J ^ - ^ - d x  = ~ J ( l - x ) 2d ( l - x )  = \ - ±
1 (1 -  x)3ni

1

6'

Осы С И Я Қ Т Ы ,
1 -y

JJ ydydz = J  ydydz - J  ydy J dz =
5  AOAC 0  0

r f \ v 2 v3! 1 I l l
= J y [ z t ydy = J y (  1 -  y)dy = [ y - y j  = 2 ~ 3 = 6 ’
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1 1 - z

JJ xdzdx = J  xdzdx = J dz J  xdx =
д OCB о о

? \х2}1 2 ( ( 1  -  Z ) 2 1 Г _ 1 [(1 -  Z ) 31

\ dI т  0
= )  2 dz = - - J ( l - z m i - z )  = - -  0 0 0 3

1  1  _ 1

2 '3 ~ 6 '

Д ем ек, берілген интегралдың мэні,

JJ zdxdy + ydydz + xdzdx = JJ zdxdy + JJ ydydz + JJ xdzdx = \ Jr\ Jr\  = \-

4.3. Бірінші және екінші текті беттік интегралдар арасындағы 
байланыс

Екінш і текті беттік интегралдарды  
бірінш і текті интегралдар арқылы 
өрнектеуге болады  (сурет 9.34).

п бірлік нормаль вектордың  
координаталары {cos(n , Ox), cos (п , О у), 
co s(n , Oz)} болғандықтан AS • c o s(n, A0 z ) ,  
шама AS бет ауданының Оху 
жазықтығындағы проекциясы, AS 
c o s (п , л0х)~ Oyz жазықтығындағы  
проекциясы, AS • cos (n , л0у)~ Oxz 
жазыгындағы проекциясы жазықтағы  
проекциясы. Сондықтан,

AS ■ cos(n, Az) = AD, AS ■ cos(n, Ax) = AD', 
AS ■ cos(n, Ay) = AD”.

М ұндағы AD, AD', AD"- AS бет ауданының сэйкес координаталық 
жазықгықтағы проекциялары. AD = dx • dy, AD' = dy • dz, AD” = dz  • dx екен- 
дігін  ескерсек:

1) R(x,y ,z )  функциясынан, Оху жазықтық үш ін екінш і текті беттік 
интеграл, бірінш і текті беттік интеграл беттік интеграл арқылы

JJ R(x ,y , z )dxdy  =  JJ R(x ,y , z )  ■ c o s (n , AOz)ds
s s

тендікпен өрнектеледі.
2) Q(x ,y ,z )  функциясынан, Oxz жазықтық үш ін екінш і текті беттік 

интеграл, бірінш і текті беттік интеграл арқылы
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JJ Q(x,y ,z )dzdx  = JJ Q(x,y,z)  ■ cos(n,' 'Oy)ds
s s

теңдж пен өрнектеледі;
3) P(x,y ,z )  функциясынан, Oyz жазықтықтығы үш ін екінші текті беттік  

интеграл, бірінш і текті беттік интеграл арқылы

JJ P(x,y ,z )dydz  = JJ P(x ,y ,z ) - c o s (n,*Ox)ds
s s

теңдікпен өрнектеледі.

(n, A0x) = a, (n, A0y) = P, (n, A0z) = y,

деп белгілесек, жоғарыдағы тендіктер

^R (x ,y ,x )d xd z  = JJ R(x, у, z)- cos yds,
s s

JJQ ( x , У, x)dzdx = JJ Q(x, y, z) ■ cos fids,
s sJJ P(x, y, x)dydz = JJ P(x, y, z) ■ cos ads.

(9.77)

(9 .78)

(9 .79)

түрінде жазылады ж эне (9 .77 ), (9 .78), (9 .79) теңдіктерді қосып, жалпы түрдегі 
екінші текті беттік интегралды бірінш і текті беттік интеграл арқылы 
өрнектеуші JJ Р(х, у, z)dydz + JJ Q(x, у, z)dzdx +  JJ R(x, у, z)dxdy =

s s s

JJ \P(x, y, z) c o s  a +  Q(x, y, z) c o s  b + R(x, y, z) cos g ]  ds (9 .80)
5

формула алынады.

/ ч 6 x ( x ‘ + 9 )
Мысал 4.3 . f  ( x ) = — -------- - > 0, екінші текті интегралын есептеиік,

(*  -3 ) '
мұндағы S -  төртінш і октантта жатқан 2х — Зу + z = 6 жазықтығының 
жоғарғы жағы.

Шешуі. Жазықтықтың жоғарғы жағының п нормалі Ox, Oz осьтерімен  
сүйір бұрыш, ал Оу осьмен доғал бүрыш жасайды. С ебебі п = { 2; -3 ;  1} 

нормаль вектордың ұзындығы |n | =  2 2 +  ( —З )2 +  I 2 =  V l4 ,  ал бағыттаушы
косинустары:

2 3 1
co s  a =  - = =  >  0, co s  В = — —  < 0, co s  у = —=  > 0.

V l 4  V l 4  уҢЛ

Сондықтан (9 .75 ), (9 .75а) формулаларындағы екі еселі интегралдың  
алдында “+ ” таңбасы, ал (9 .7 5 6 ) формулада таңбасы қойылады.
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Д ем ек,

/  = + JJ (з  -  ^ у  + 0  dydz -  JJ zdzdx  + 5 JJ dxdy  =
D u D' DDn  

3 y + 6 6 - 2 X

= J  dy J  3 —- y  + - z ^ d z  — J  dx J  zdz  + 5 ■ - 2  ■ 3 = -5 .

4.4. Остроградский формуласы

О строградский формуласы Oxyz кеңістіктегі Т ш енелген тұйық аймақ 
бойы нш а үш  еселі интегралды оны ң S  шекаралық тұйық бет  бойынша беттік 
интегралымен байланыстырады.

Теорема 9.12 . Егер P(x,y ,z) ,  Q{x,y,z),  R(x ,y ,z )  функциялары және 
оларды ң бірінш і ретті дер бес туындылары, S  тегіс бетпен ш енелген Т тұйық 
дұры с аймақга үзіл іссіз болса, онда

JJJ — + —  + — ^ixdydz = jj Pdydz + Qdzdx + Rdxdy
дх

Остроградский формуласы орынды  
болады.

Дәлелдеуі. S  беттің, эрі Т ден ен ің  
Оху жазыктықтағы проекциясы D 
аймагы болсын ж эне S  беттің төменгі 
бөлігі S' беттің теңдеуі z  =  z 1( x ,y ) ,  ал 
жоғарғы бөлігі S" беттің теңдеуі 
z  =  z 2(x ,y )  болсы н (сурет 9 .35).

(9.81)

r. t  \  6 х ( х ‘ + 9) „ 
/  ( * ) = -----------— < о үш еселі

(У - з )
интегралды беттік интегралға келтірейік.
Ол үш ін оны қайталама интегралға 
келтіріп, Н ью тон-Л ейбниц формуласы н қолданып, z  бойынша 
интегралдаймыз:

z2Cх,У)

JJJ —  dxdydz = JJ dxdy J — dz = J jR [x ,y , z2( x ,y ) ] d xd y -J jR [ x ,y , z 1(x,y')]dxdy.
T D Zi(x,y) D D

D аймагы S' ж эн е S" та беттердің  Оху жазықтықтағы проекциясы 
болғандықтан (9 .75 ) формула бойы нш а екі есел і интегралдарды сәйкес 
z  = z2{x,y)  беттің жоғарғы жағы бойы нш а ж эне z  = zx{x,у) беттің жоғарғы 
жағы бойы нш а беттік интегралга келтіреміз. Сонда,

III £dxdydz = II R(х, у, z )dxdy  -  JJ R(x, у, z)dxdy.
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S' бойы нш а беттің  жағын ауыстырсақ, 

3R
JJJ —  dxdydz = JJ R (х, у, z)dxdy + JJ R(x,y ,z )dxdy  =

T s "  s '

= JJ R{x,y,z)dxdy.
. s

М ұндағы S б е л  T аймақтың шекарасының сыртқы беті. Осы сияқты

\ \ \ ^ d x d y d z  = \\pdydz

(9 .8 2 )

(9.82a)

JJ! — -dxdydz = | |  Qdzcbc (9 .826)

формул алары да  дэлелдендеі.
(9 .82), (9 .82а), (9 ,8 2 6 ) теңдіктерді қоссақ (9 .81) формула шығады.
Ескерту 4.1. S  бет құрақты-тегіс болғанда да  (9 .81) формула орындалады.
Ескерту 4.2. (9 .81 ) формула, ақырлы дұры с тұйық аймақтарға бөліктеу  

мүмкін болатьш, кеңістіктегі кез келген Т тұйық аймақ үш ін орындалады.
Ш ынында д а  (9 .81) формула кез келген дұры с тұйық бөлік үш ін  

орындалады. Оларды м үш елеп қоссақ, сол бөлігінде Т аймақ бойынш а үш  
еселі интеграл шығады, ал оң бөлігінде Т  аймақтың шекарасы S  бет бойынша 
алынган беттік интеграл шыгады. Қосымш а беттер бойынш а беттік интеграл- 
дар қарама қарсы жақтары бойы нш а екі рет алынады да, қосқанда жойылып 
кетеді.

Остроградский формуласы бойы нш а тұйық беттер бойынш а беттік  
интегралдарды есеп теу  қолайлы.

Екінші текті беттік интегралдар ж әрдем ім ен Остроградский формуласын  
пайдаланып, ден ен ің  көлемін есептеуге болады.

Егер Т  ден е жоғарыдан S"(z — z2(x,y)),  төм еннен S'(z — z1(x ,y)) l 
бүйірінен S'" цилиндрлік бетпен (жасаушылары Oz осіне параллель) ш енелсе, 
дененің көлемі:

V = — I I  xdydz + ydzdx + zdxdy, (9 .83)

Мұндағы S = S' U S" U S'"
Ш ынында да, (9 .81 ) О строградский формуласы нда P(x,y,z) =  х , 

Q(x,y,z) =  0 , R(x,y,z)  =  0 деп  алсақ, #  = | |  \  d x  , яғни
S т

V = <Ц> xdydz. (9 .83a)
s

Осы сияқты P(x, у , z) =  0, Q (x, у , z) = у, R (x, y,z) = 0 деп  алсақ,
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(9 .836)

P (x ,y , z )
s

0, Q(x, y, z )  =  0, R(x, y ,z )  = z  деп  алсақ

V = j ^ z d y d x  (9.83b)
s

формулалары алынады, (9 .83a), (9 .836 ), (9 .83в) теңдіктерді мүш елеп қоссақ, 
(9 .83 ) формула алынады.

Мысал 4.5. J  = ^ A x ^ d y d z  + Ay^dxdz  -  6 z 3d x d y , мұндағы S  бет x 2 + y 2 =
+s

a2 цилиндрдің z  = 0 мен z  = h жазыктықгар арасындағы бөлігі, беттік 
интегралды есептеу керек дейік.

Шешуі. Р = 4 х 3, Q =  4 y 3,R = — 6 z 4 болғандықган Рх' = 12х2, Qy = 12у 2, 
R'z =  —2 4 z 3. Табылған дербес туындыларды (9 .81) теңдіктің сол бөлігіне қойсақ 
, S туйық бет бойынш а бетгік интеграл, осы бетпен шенелген Т цилиндр 
бойынш а үш  еселі интегралға келтіріледі.

/ =  1 2  JJJ (х2 + у 2 — 2 z 3)dxdydz

Бұл үш  еселі интегралды алдымен z бойы нш а интегралдап, содан соң 
полярлық координаталарға көш іп, қайталама интегралды есептейміз:

2-Һ
dxdy =

х 2+ у2і а 2 "■ J z=0

һ
) = 12 jj dxdy j  (х2 + у2 — 2z3) dz = 12 JJ \{xz + y2)z — —

ТЛ n „7 , ..7 ̂  L

=  12
l bpsa

pdcpdp = 12
ft4 \
T p)dP =

= 12 [cp]20n
f t p *  
2 2 Jo

=  6 nha2(a2 — h3).

4.5. Стокс формуласы

Стокс формуласы тұйық қисық сызық бойы нш а қисықсызықты интеграл- 
дарды , осы  қисықпен ш енелген бет  бойы нш а беттік интегралдармен байла- 
ныстырады.

Теорема 9.13. Егер Р(х, у, z)  функциясы мен оны ң дер бес туындылары S 
тегіс бетте үзіл іссіз болса ж эне S  бетті анықтаушы z  = z (х, у )  функциясы мен 
оның д ер бес туындылары, беттің Оху жазықтықтағы проекциясы D аймақта 
үзіл іссіз болса, онда S  бетті ш енеуш і L түйық сызық бойы нш а қисықсызықты 
интеграл үш ін
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дР п дР cos р --- cos ү
dz ду

ds (9 .84)I P(x ,y ,z)dx  = JJ
L S '

формуласы орыңцы болады.
М ұндағы cos Р, cos у -  S беттің  

нормалінің бағыттаушы косинустары, ал 
L контуры оң  бағытталган, яғни L 
контуры бойы нш а айналғанда S беті оң  
жақта болады.

Д әл ел д еу і. Ш ар т б ой ы н ш а. S беттің  
z =  z(x, у )  теңдеуіндегі z(x, у) функ- 
циясы ж әне оның z'x{x,у ) ,  z'y(х,у )  дер бес  
туындылары S бетгің  Оху жазықтықтағы  
проекциясы D тұйық аймақта үзіл іссіз  
(сурет 9 .36).

S -  дұры с бет  деп  есептейік , яғни кез 
келген Oz оське параллель түзу  бетті бір  
нүктеден артық нүктеде қимайды.

j>P(x,y ,z)dx  түріндегі интегралды түрлендіріп, S беті бойынш а екінші
L

текті беттік интеграл арқылы өрнектейміз. Бұл түрлендіруді 

Һ І І  —> JJ* үлгісі бойы нш а өткізем із. P(x,y,z)  функциясының
L 1 D a
кеңістіктегі L сызықтағы мэні P[(x,y,z(x,y)]  функциясының I сызықтағы 
мэніне тең, мұндағы  I, L сызықтың Оху жазықтықтағы проекциясы.

Сондықтан §P(x ,y ,z)dx  = §P[x,y,z(x,y) \dx.  Грин формуласын

қолдансақ,

f  р Iх’ У' z (x>y)]dx = ~ f f  ^  • 4 )  dxdy-
1 DS -  беттің  жоғарғы жағы болғандықтан c o s (n , A0z)  =  co s  у > О,

п  =  { - z'x , - z ' y ,  l}.
Бағыттаушы косинустар п нормаль вектордың сәйкес проекцияларына 

пропорционал, дем ек
cosfi —z'y _  f

= ~л — ~ z ycosy 1 '
Сондықтан

D D .
Е нді (9 .7 5 ) ж эн е (9 .77 ) формулаларды пайдалансақ, бұл екі еселі 

интегралды беттік интегралға түрлендіруге болады:
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ГГ (дР дР с о s /? \  ГГ /дР дР co s  /?\JJ \ д у  +  dz co s  ү ) Х у  JJ \ду  +  dz co s  y)  C0S yds ~

= - I f (^ cosy- ^ cos/!)ds-
Сонымен

$P(x,y,z)dx = JJ[ c o s p  — ~z~c o s у
ч

Ж оғарыдағыдай, сэйкес шарттар орындалғанда,

ds

I  Q(x, у ,  z)dx = j j f  c o s  у  -  c o s  a ds

§R(x,y,z)dz  =  J J f  —  c o s  a -  —  c o s / ?  1 ds

(9.85)

(9.86)

ds

Стокс формуласы шығады.
Бірінші ж эне екінші беттік интегралдарды байланыстырушы (9.80) 

формуласының ж әрдем ім ен Стокс формуласын

, 3 z  дх
формулалардың дұрыстығы (9 .84 ) формула сияқты дэлелденеді. 

Алынған (9 .84 ), (9 .85), (9 .86) теңдіктерді мүш елеп қоссақ,

I Pdx + Qdy + Rdz = JJJJ '(  dQ dP '
co sy  +

'dR  dQ '
cos a  +

' dP dR"
C O S  p

s dx dy J 4, dy dz y Kdz dx j

§Pdx + Qdy + Rdz = \ \ \ ~ ^ dxdy + '  dR dQ\_LJ ( 8P dR ' ^ dydz +
dy dz d z  d x

d z d x (9.87)

түрде ж азуға болады.
Д ер б ес  жағдайда, S -  Оху жазықтықтағы аймақ ж эне L оның контуры 

болса, dxdz мен dydz  бойы нш а интегралдар нөлге айналып, Стокс формуласы  
Грин формуласы на айналады.

Стокс формуласы тұйық контур бойы нш а қисықсызықты интегралдарды  
беттік интегралдардың ж эрдем ім ен есептеуге мүмкіндік береді.

М ы сал  4 .6 . J  = y x 2y 3dx + dy + zdz  интегралы есептелсін, мұндағы L
L___________

тұйық сызығы z — + у а 2 — х2 — у 2 жарты сфераның Оху жазықтығындағы 
проекциясы.

Шешуі. L контуры х2 + у 2 = а2 ш еңбер. Стокс формуласы бойынш а

s
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=  - 3  JJ 3x2y 2dxdy = - 3  JJ x2y 2dxdy,
,  5  ,  D

мұндағы D аймақ xz + у < or дөңгелек. x = pcos<p, у = psin<p полярлық 
координаталарға көш сек,

a 2n

J = —3 JJ P5 c o s 2 <P s in 2 (pdpdcp =  - 3  J  psdp J  cos2 cp s in 2cpd<p =

о о
2n2 n  2n

3 r , ,  C s in 22<» 1 ,  f  1 — c o s 4 q>
=  6 M S 'J  - Т Г ^  = - 8 а - =

1 6  G <P +
sin4<p 2n a 6 na6

n = _ Тб' 2я = _ 1 Г
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X тарау. ҚАТАРЛАР

Бұл тарауда қосылғыштар саны ақырсыз болған қосындыларды үйренеміз. 
Бұл ақырсыз қосындылар көптеген функцияларды есептеудің  ж эне зерггеудің  
маңызды құралы болып табылады.

§ 1. Сандық қатарлар

1.1. Негізгі уғымдар

Анықтама 1.1. Берілген Uv  U2, U n, ... сандар тізбегінен құралган

и 1+ и 1 + . . . + и , + . . . = ү р ,  (юл)
п = 1

ақырсыз қосындыны сандық қатар нем есе қатар деп  атайды.
М ұндағы иъ U2, ..., Un, ... сандары қатардың мүш елері, ал Un = f(n) 

қатардың жалпы нем есе п - м үш есі деп  аталады.
( 1 0 . 1 ) қатардың алғашқы п м үш есін ің қосындысы

Sn = U1,+U2, + -  + Un (10.2)
қатардың n -дер бес қосындысы деп  аталады.

Анықтама 1.2. Егер {5П} сандар тізбегін ің
lim Sn = SП-» 00

ақырлы шегі бар болса, онда ( 1 0 . 1 ) қатар жинақты (жинақталады) деп  аталады, 
ал бұл шек жоқ нем есе ақырсыз болса, ( 1 0 .1 ) қатар жинақсыз деп  аталады. 

Жинақты болған ж ағдайда
00

£/і + U2 + ••• + Un + ••• — Un — lim Sn = S
/  ■ n - * o o
n = 1

деп  жазады да, S  санын қатардың қосындысы деп  атайды.
00 1Мысал 1.1. у ______ _______  қатар жинақгылыққа зерттелсш.

£ ( «  + 1 )(« + 2 )
Ш еш уі. Алғашқы п  қосылғыштың дер бес қосындысы

1  1  _ І _ 1

5п “  2^3 + F 4  + + + (п + 1 )(п + 2 ) _

Ч Н М Н М И Ь - ^ - с ^ И - ; ^
болғандықтан,

5 =  lim  ( - - - і - )  =  і .п—>оо \2 (п+2)/ 2
Д ем ек, қатар жинақты, оның қосындысы -  -ге тең.
Мысал 1.2. Геометриялық прогрессияның мүш елерінен құралған
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(10 .3)^aq"~l = a + aq + aq2 + ... + aq"~' + ...,a± 0,
00

қатар, жинақтылыққа зерттелсін.
Ш еш уі. q ф 1 болғанда п -дер бес қосынды

о ? „ , a — aqSn = a + aq + aq2 H-------1- aqn~x =
aq7

Осыдан:
1  ~ q  l ~ q  1 - q

naqa aq a
1 ) erep \q \ < 1 болса, limS = lim-------- lim------ = -------,яғни ( 1 0 .3 ) қатар

»-»» 1 — q »-«> 1 - q  \ - q
жинақты, оньщ қосындысы S =  ;

l - q

2) erep \q \ > 1 болса, iim  S n = lim a ~ аЧ =  яғни (10 .3) қатар жинақсыз;
л -ю о  П-+00 I  __  q

3) q -  1 болғанда (10 .3 ) қатар a + a +  a +  ... +  a + ... түрінде болып, 
lim Sn =  lim n ■ a = oo болады , яғни қатар жинақсыз;
п —> оо п —> оо

4) q = - 1  болғанда (10 .3 ) қатар a -  a + a -  a +... түрінде болып,

Sn = 2 ------- 2—  болады, яғни n  ж ұп болғанда 5n =  0 , ал n  тақ болғанда Sn =  a.
Д ем ек, lim S  n шек ж оқ, яғни (10 .3 ) -  жинақсыз. Сонымен, (10 .3 ) қатар

п - >  оо

\q I < 1 болғанда жинақты, \q |> 1 болғанда жинақсыз.

1.2. Жинақты қатарлардың қасиеттері

Теорема 10.1. Егер сандық қатар

= +U2 +-- + и к̂  + и к + и к+1 + и к+2 +.... + и„_1 +и„ + ...
Л = 1

жинақты болса, онда қалдық қатар

(10 .4)

Ү и „  = и ы  + и ы  + U ,  + . . .  (Ю .5)
п=к+1

жинақгы болады  ж эне, керісінш е, (10 .5 ) қалдық қатар жинақты болса (10 .4) 
қатар да жинақты болады.

Басқаша айтқанда қатардың жинақталуына оның алғашқы ақырлы сандағы  
мүш елерін шығарып тастау эсер  етпейді.

Д әл ел д еу і. (1 0 .4 ) қатар жинақты ж эне оның қосындысы S, яғни l im  S',, =  S
П-> оо

болсы н. (1 0 .4 ) қатардың шығарылып тасталған мүш елерінің қосындысын Sk, 
ал (1 0 .5 ) қатардың алғашқы п -к  мүш елерінің қосындысын ап_к арқылы 
белгілесек, онда

Sn = S k + (Tn. k (10 .6)

397



болады. М ұндағы Sk саны п-ге тәуелді ем ес. (10 .6 ) теңдіктен ап_к = Sn -  Sk. 
С онда

lim ап_к = lim (5n — Sk) = lim 5n -  limSk =  5 -  Sk.
n->oo n-> 0 0  7l-*0О n-> 0 0

Д ем ек, (10 .4 ) қатар жинақты.
Ж инақталушы қатарларға жай арифметикалық амалдарды орындауга 

болады.
00

Теорема 10.2. Егер ^ Ц „  қатар жинақты ж эне оның қосындысы S болса,
п= 1

онда • и п қатар да  жинақты ж эне оның қосындысы с ■ 5  болады;
и=1

мұндағы с -  кейбір сан.
00 00

Дәлелдеуі. 5 П шама В * .  қатардың ж эне ап шама 5 > і / „  қатардың
Л= 1 Л=1

д ер бес қосындылары болсын. О нда
(7п =  C U X +  СІ/2 +  ... +  СІІп  =  с((/і +  t/ 2 +  ... +  t/n) =  c S n

Бұдан n  -» oo деп  шекке көш сек,
lim  an =  lim  c 5 n =  c lim  Sn =  cS

П -Ю О  71“ » oo 7 l“ »00
oo

Я Ғ Н И  қатардың {<jn} д ер бес қосындылардың тізбегін ің  шегі cS
л=1

oo

екендігі шығады. Д ем ек, • U п =  C»S.
Л=1

Теорема 10.3. Егер =  S’ =  болса, онда ^ ( £ / 1 Қ )  =  s ±а
п=\ п=1 Л=1

болады.
00 00 

Дәлелдеуі. ^ U „  қатардың дер бес қосындысы Sn, ^TVn қатардың дербес
n= 1 n= 1

UU

қосындысы un, ал ± Қ ,)қ а т а р д ы ң  дер бес қосындысы rn болсын.

О нда
л=1

тп =  (£/i ±  Vi) + (t/2 ±  v2) + -  +  ОЛ, ±  К.) =
=  (Ух + U2 4-------Һ l/n)  ±  (Vi +  V2 Н-------1- Vn) -  Sn ± оп,

Бұдан ft  —>00 деп шекке көшсек,
lim  тп =  lim  (5 n ±  on) =  lim  Sn ±  lim  <xn =  S ±  a,

П-+00  n —»00 n - » o o  n - » o o

398



яг„„ £ ( l / „  — V„) қатардың дер бес қосындыларының тп тізбегінің шегі
77=1

S ± 5  екендігі шығады. Д ем ек, £ ( ( У „ ± Ғ „ )  =  5 ± < 7
т= 1

Сонымен жинақты қатарларды санға көбейту, мүш елеп қосу ж әне азайту  
мүмкін екендігі анықталды.

1.3. Қатар жинақтылығының қажетті шарты

Қатарды қарастырғанда негізгі екі мәселені ш еш у керек: 1) қатарды 
жинақтылыққа зертгеу; 2) жинақты болса, оның қосындысын табу.

Н егізінен, б із бірінш і теориялық м эселені ш еш умен айналысамыз.
оо

Теорема 10.4. (Қажетті шарт). Егер ^ U n қатар жинақты болса, оның
/7=1

жалпы м үш есі нөлге ұмтылады, яғни lim U — 0.
« —>оо

Дәлелдеуі. Ш арт бойы нш а берілген қатар жинақты, қатардың қосындысын
5  арқылы белгілейік. Sn = Ut +  U2 Н-------1- t/n_г +  Un, 5n_ i  ~ иг + и2 Л-------Ь
Un_1 болғандықтан Un — Sn — 5'n_ 1. n  -» oo деп  шекке көшсек,

lim Un = lim(5,n -  Sn_x) = lim Sn -  lim Sn̂  = S -  S = 0.
« —>oo « —>oo « —>oo « —>oo

lim U n = 0 қажетті шарт, бірақ қатар жинақты болуы үш ін жеткілікті
« —> оо

емес.
оо

1

Мысал 1.3. У —  гармониялық қатардың жинақсыз екендігі көрсетілсін.
tTl п

М ұндағы эрбір  мүш е, екінш ісінен бастап, екі көрші мүш елерінің  

гармониялық ортасы, яғни т  = ~ ( 3 7  + 3 7  ]. нем есе n =  ̂(п — 1  + n + 1 ).
П  \ п - 1  71 +  1 /

Шешуі. Гармониялық қатар үш ін қажетті шарт орындалады: lim -  =  0.

Қатардың жинақсыз екендігін дәлелдейм із. Ш ынында да қатар жинақты, 
оның қосындысы н S десек  lim (S2n — Sn) =  lim S2n — lim Sn = S — S = 0n-> 00 n-»cx> n-> 00

болады. Бірақ

1  1

$2п ~  Sn ~  : r
1 1 1  1  1 1  

+ •■■ + —— >   h — h  1- —— — 71 —— — —
n  + 1  n  +  2 2 n  2 n  2 n  2 n  2n 2
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яғни S2n — Sn > К Бұл теңсіздіктен lim  (S2n — Sn) =  0 тсңдігі
2 п~*оо

орындалмайтындығы көрінеді.
Д ем ек, гармониялық қатар жинақсыз.
С оны мен, егер lim  Un =£ 0 болса, қатар жинақсыз болады; ал lim  Un — Оn-»oo n-»oo

болса, қатар жинақты да, жинақсыз да болуы  мүмкін, оны қосымша зерттеу 
керек.

1.4. Қатар жинақтылығының қажетті және жеткілікті шарты. Коши 
белгісі

Ү Ғ .  қатардың жинақтылығы, оның {5П} д ер бес қосындыларының
п= 1

тізбегін ің  жинақты болуы мен анықталды. Сондықтан қатардың қосындысы S 
бар болса, {5П} тізбектің S ш егі бар, ж эне керісінш е, {5„} тізбектің шегі S

ОО

болса, ^ Ц „  қатардың косындысы да S болады.
п= 1

со

Теорема 10.5. (К ош и) ^ U „  қатары жинақты болуы үш ін , кез келген г > 0
п= 1

саны үш ін барлық п > N нөмірлері мен кез келген р  натурал саны үш ін
п+р

' <  Е (10.7)
*=я+1

+ и п+2 +... + и я + р

теңсіздігі орындалатындай N = N(e) нөм ірінің табылуы қажетті жэне 
жеткілікті. ([1],X V II §1)

(10 .7 ) теңсіздіктің сол жағы |5 п + р —5 п |-ге тең екендігін, мұндағы 5П 
берілген қатардың n -дербес қосындысы, ескерсек {5П} тізбектің 
жинақтылығының қажетті ж эне жеткілікті шартына келтіріледі.

Гармониялық қатар (мысал 10.3) үш ін п  жеткілікті үлкен сан болғанда жэне 
р — п болғанда (10 .7 ) теңсіздік  орындалмайды. Сондықтан гармониялық қатар 
жинақсыз.

§ 2. Мүшелері теріс емес қатарлардың жинақтылыгының 
кейбір белгілері

Ж оғарыда айтылғандай қатарлар теориясының басты мәселелері -  
қатардың жинақты нем есе жинақсыз болатынын анықтау ж эне ол жинақты 
болса, оның қосындысын табу.

Бүл м әселелердің  алғашқысын Кош и белгісін қолданып ш еш уге де болар 
еді. Бірақ бұл ж ағдайда берілген қатардың әрбіреуінің  ерекш ілігі ескерілуімен  
бірге олардың әрбіреуі үш ін шарттың орындалуын өзінш е қайта тексеріп
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отырған болар едік. Сондықтан қатарды жинақтылыққа зерттеудің тиімді 
әдістерін  үйрен у керек. Сол әдістердің  бірнеш еуін келтірейік.

оо

2 .1 . T.U.(U.  ^ 0 ) катардын жинақтылығының қажетті және жеткілікті
п=\

шарты
00

Теорема 10.6. У'У _ (U. ^ 0) қатар жинақты болуы үш ін {5П} дербес
л=1

қосындылар тізбегін ің  ш енелген болуы  қажетті ж эне жеткілікті.
ао

Дәлелдеуі. Қажеттілігі. ^ t /Д С / >  0)қатар жинақты болсын, онда {5П}
п=1

дербес қосындылар тізбегін ің  ш егі бар. А л әрқандай шегі бар тізбек Теорема  
2.6 бойы нш а ш енелген.

00

Ж еткіліктілігі (£ / >  0) қатардың {5П} дер бес қосындылар тізбегі
п=\

ш енелген болсы н. Қатардың мүш елері теріс ем ес болғандықтан {£„} 
кемімейтін тізбек, яғни 0  <  <  5 2 <  -  <  5 П <  5П+1 <  Ал теорема 5.6
бойынш а бірсары нды ш енелген тізбектің ш егі бар.

ОО

Д емек, У'У.У.  >  0 ) қатар уинақты .
п-1

2.2. Салыстыру белгілері
оо оо

Теорема 10.7. ^ £ /(£ 7  > 0 )ж ә н е  У'.УЛК ^ 0 ) қатарлары берілсін:
/і=1 /і=1

а) егер осы  екі қатардың мүш елері үш ін Un < Vn, п = 1,2,3, . . .  теңсіздіктері 

орындалып, ^ К ( К  -  ° )  катар жинақты болса, онда ] [ ] £ / ( £ /  > 0 )  қатар да
л=1 л=1

оо °®

жинақты, ал ^ £ / (£ / >  0) қатар жинақсыз болса, онда У^К(К  -  ° )  катар да
n=1 я=1

жинақсыз болады;
T J  00 00

lim  = A > 0  болса, онда  ̂ £ /  (£/ > 0 ) ,  У', К (К ^ 0)
П=1 И=1

б) егер І1Ш —-
л - > с0

қатарларының екеуі б ірдей  жинақты нем есе екеуі бірдей жинақсыз болады.
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Дәлелдеуі. а) Егер ^  (У  > 0) қатар жинақты болса У . V_ = S .
n=l Л=I

n n

онда теореманы ң шарты бойынш а ^ ^ U k < ^ ^ V k < S ', немесе
* = 1 /Ы

S = X t / 1 < S , n = l,2,...

Uk > 0 болғандықтан (5П) тізбек бірсарынды кемімейтін жоғарыдан S 
санымен шенелген. Сондықган, бірсарынды ш енелген тізбектің шегі туралы

00

теорема 5 . 6  бойынша, ^ J J n {Un >  0 )  қатар жинақгы ж эне оның қосындысы
п = 1

5' < 5 .
оо

Е нді ^TjJn (Un > 0 )  қатар жинақсыз болсын. О нда оның дербес
п = 1

қосындылары п санымен бірге ақырсыз өсед і, олай болса

± и к < Ү у к,п = 1 , 2 , . . .
*=1 к=\

оо

теңсіздіктер негізінде Х К ( К ^ О )  қатардың да  дер бес қосындылары
п = 1

00

ақырсыз өсед і, яғни ^  V n (V n >  0 )  қатар жинақсыз.
п= 1

и п
б) Егер ІШ І-----=  А  > 0  шарт орындалса, онда А > 0 болғандықтанЛ- » 0 0 I/  п

£ 0 > 0 саны табылып, А — е0 > 0 теңсіздігі орындалады ж эне берілген е  = 
е0 >  0  саны бойы нш а барлық п > N  нөмірлері үш ін

Un
0 < A -  £ < —  < А + е

*71
теңсіздіктері орындалатындай N  натурал саны табылады. Соңғы теңсіздік- 
терден келесі пара-пар теңсіздіктер шығады:

0 < (A -  £)Vn < Un < (A + £)Vn, п >  N (10.8)
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(1 0 .8 ) теңсіздіктерден теореманың а) тармағы бойынша: егер қатар
п= 1

00 00 
жинақты болса, Y J (А +  £)У„ қатары жинақты болады, яғни Ү У „

n = N +1 n=N +\
00

қатары жинақты, олай болса, Ү У „  қатары да  жинақты;
п= 1

00 оо

Егер ^ U n қатары жинақты болса, онда, қатары
n=N +l n = N + l

жинақты, олай болса ^ V n қатары да  жинақты.
п= 1

Енді екі қатардың бірін ің жинақсыздығынан екінш ісінің жинақсыздығы  
шығатынын дэлелдейм із.

00

Ү У „  қатары жинақсыз дейік. (10 .8 ) теңсіздіктердің оң жағындағы
л=1

ип <  (Л + e)Vn, п >  N
оо

теңсіздіктен теореманы ң а) тармағындағы тұжырымынан
n = N + 1

қатарьшың жинақсыздығы шығады. О нда £ ( a + s )k  қатары да жинақсыз.

оо

Олай болса ^ V n қатар жинақсыз.

п=1

И= 1

Ү У „  қатар жинақсыз болғанда (10 .8 ) теңсіздіктердің сол жағындағы

0 < ( A - s ) V n <Un
оо

теңсіздіктен ^  ( A -  s)Vn қатардың жинақсыздығы, одан ^  (A -  e)Vn
n = N + \ n = N + \

қатардың жинақсыздығы шығады. Д ем ек теореманың а) тармағындағы
00

тұжырымнан Ү У „  қатардың д а  жинақсыздығы шығады.
П= 1
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Мысал 2.2. жалпыланған гармониялық қатарды
п

жинақтылыққа зерттеу керек.

Шешуі. 0 <  a  <  1 болғандықтан кез келген п  нөмірі үш ін —  >  - ; ал

гармониялық қатар жинақсыз (мысал 1.3). О нда теорема 10.7-ның а)

00 1

I 1
тармағы бойы нш а берілген жалпыланған гармониялық қатар жинақсыз.

оо I
Мысал 2.3 . У, ---------- қатарды жинақтылыққа зерттеу керек.

«=і « ' 2

00 I
Шешуі. Бұл қатардың Un =  жалпы мүш есі Х т Г  жинақталушы

п п=і 2

қатардың жалпы м үш есі Vn =  (мысал 1.2) шамасынан кіші. Сондықтан 

берілген қатар жинақты.
оо і

Мысал 2.4. Х , ~  қатарды жинақтылыққа зерттеу керек.
И=1 z

Шешуі. п >  2 болғанда

1  1  

п2 ~ п(п — 1)
1теңсіздігі орындалады. ^ ------------- қатарды зерттейік.

»-і «(« - 1 )
1

7Я1 « ( « - 1 )
түрінде ж азсақ n -дербес қосынды.

- I

1 1

п - 1 п

= 1 ------ 1---------- 1---------- 1"
п 2 2 3 3 4

1  1 1 , 1
---------- + ------------------- =  1 —
п - 1 п - 1 « п

{5П} =  ( і  — “)  дер бес қосындылар тізбегі ш енелген. Демек, теорема 10.6

1
бойы нш а X --------------  катар жинақты. А л бүл берілген қатар үш ін мажоранта

1 )
қатар. Сондықтан (теорема 10.7 а) тармақ) берілген қатар да жинақты.
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2.3. Даламбер белгісі

Теорема 10.8 (Даламбер). М үш елері оң  

жэне ақырлы нем есе ақырсыз

І Р Л и . х ь
п= 1

қатар берілсін

І і ш —— =  L (Ю .9)л-ко TJ
п

шек бар болсы н. Онда: a) L <  1 болғанда қатар жинақты; б) L >  1 болғанда  
қатар жинақсыз болады.

Д әл ел д еу і. а) Егер (10 .9 ) теңдікте L < 1 болса,
и„'п + 1

и„ - L < £,П> N
теңсіздігі орындалатындай N нөмірі табылады. Бұл теңсіздік

L — £ <
U,71+1

Un
< L + £, п> N (10.10)

қос теңсіздікке пара-пар.
L < 1 болғанда L +  £ < 1 теңсіздігін  қанағаттандыратын £ > 0 саны 

(мысалы £ =  ) табылады.
L +  £ =  q < 1 деп  алсақ (10 .10 ) теңсіздіктердің  оң теңсіздігі бойынш а

< q нем есе Un+1 <Un - q болады. n = N, N + \, N + 2, ... мэндерінде  
U'п

соңғы теңсіздіктен UN+1 <UN-q, UN+2 < UN+1 <UN-q < UNq2, UN+3 < 
Un+i <  UN+2 ■ q < UNq3 ... теңсіздіктері шығады. Яғни

Un+i +  UN+2 +  Un+з +  ■” (10 .11)
қатардың мүш елері сэйкес құрылған мүш елері кемімелі геометриялық 
прогрессия болатын

UNq + UNq2 + UNq3 + -  (10 .12)
қатардың м үш елерінен кем.

q < 1 болғандықтан (10 .12 ) қатар жинақты (мысал 10.2).
Бірақ (1 0 .1 1 ) қатар берілген қатардың алғашқы ақырлы N мүш елерін  

шығарып тастаған қатар.
00

Д ем ек, ^ U „  (U n >  0) берілген қатар жинақты
п= 1

б) L > 1 болсы н. е >  0 санды L -  £ > 1 болатындай етіп аламыз.
О нда n  >  N болғанда (10 .1 0 ) теңсіздіктердің сол теңсіздігі бойынш а

>  1 н ем есе Un+1 > Un теңсіздігі орындалады. Сонымен п >  N нөмірден

бастап берілген қатардың мүш елері өсед і, яғни Un қатардың жалпы мүш есі 
п - >  оо болғанда нөлге ұмтылмайды. Д ем ек, теорем а 10.4 бойы нш а қатар 
жинақсыз.
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Ескерту 2.1. L  = 1 болғанда ^ U „  ( U „  >  0 ) қатар жинақты да жинақсыз
Л=1

да болуы  мүмкін. Оны анықтау үш ін басқа белгілермен қосымша зерттеу 
керек.

Мысалы 2.4. Д аламбер белгісі бойы нш а қатарларды жинақтылыққа 
зерттеу керек:

■ > i f  6 ) і ^  ;
Ш еш уі. а) М ұнда JJ  =  —  , JJ — + ^  ; Сондықтан,

п У  я+̂ зп+1
(п + \ у

и  , з -  іГ и  + lV  .. \ ( .  О
lim —— = lim — —А— = h m — -------

И-» со

З7

3 \  п
-  l im  — 1 +  -

3 \  п) 3

Д емек қатар жинақты.

б ) М ұнда Uп

U.
lim^T±L = «lim „
П->Т. U Х - > *  2 пft ___

п\
Д емек, қатар жинақсыз.

в) М унда и  =  _ L  , U , =  , * . Сондықтан
" \[п я+| 3V ^ n

2  п п 2(п + 1 ) ” +1

= Г  ; и п+1 = — ------—  Сондыктан,
и! ( я + 1 )!

2 (и + 1 ) ”+1

(и + 1 )! _ . (л+ 1 ) л+1 -п\ _ . (и  + іҮ
=  lim =  lim

п —>со ( и  +  1 ) ! -  Yl*1 Л—>00 \  / 7  /  л —>оо \  Y I )
=  lim l 1 + — = е >]

1

lim  ̂  =  l i m ^ + I  =  lim  jJп-+00 ^  Я-КО |  Я-Юо ^ А? + 1
= lim

Л 1 +
=  1.

Д ем ек Д аламбер белгісі бойы нш а, анық тұжырым жасауға болмайды. Бірак

салыстыру белгісі бойы нш а —  > -  екендігін ж эне гармониялық қатардың
Ifn п

жинақсыздығын ескерсек, берілген қатар жинақсыз.
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г) М ұнда

2

U = - и .n+ 1
n ( n + \ f

Сондықтан,

!т ^  = нт 1 ^ ± 0 _ = цт . nlim
U 2_ 

ri2
(»  +  l ) 2

= lim n
f

1 +  -  +  -  
V n n

— 2 Бұл мысалда да

1 1
Даламбер белгісі бойы нш а тұжырым жасауға болмайды. Бірақ —  < -------

1

екендігін ж эне

п п(п - 1)

= 1 қатардың (мысал 10.4) жинақтылығын ескерсек
п ( п - 1 )

салыстыру белгісі бойы нш а берілген қатар жинақты.

2.4. Радикалдық Коши белгісі
00

Теорема 10.9 (Коши). М үш елері оң ^ Ц „  (Ц„ ^  0) қатар берілсін  

ақырлы нем есе ақырсыз.

жэне
п = 1

lim  ĵu~n = L (10 .13)

шек бар болсын. Онда:
а) L < 1 болғанда қатар жинақты;
б) L > 1 болғанда қатар жинақсыз болады.
Дәлелдеуі. а) Егер (1 0 .1 3 ) теңдікте L < 1 болса, онда L + е < 1 теңсіздігін  

қанағаттандыратын £ > 0 саны үш ін, мысалы г =  — , барлық п >  N 
нөмірлеріне

L — е <  <  L + £ (1 0 .1 4 )
теңдіктері орындалатындай N саны табылады.
(10 .14) теңсіздіктердің  оң жағынан шығатын Un < (L +  г ) п, п >  N теңсіздігін

жэне ^ ( L + e ) \ L + e  <  1 қатарының (кемімелі геометриялық прогрессия)
N

ОО

ескерсек, салыстыру белгісі бойы нш а ^  U  п қатарының,
N

00

олай болса ^  U п қатарының жинақтылығы шығады.

жинақтылықты

п= 1
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а) Егер (10 .1 3 ) теңдікте L>1 болса, онда L-e> 1 теңсіздігін

қанағаттандыратын € > 0  саны үш ін , мысалы _ L ~ 1 , барлық п >  N
3

нөмірлері үш ін (1 0 .1 4 ) теңсіздіктердің  сол жағынан шыгатын

yjUn > L — £  >  1 ,нем есе Un> 1, п > N теңсіздігі, яғни қатардың

жинақтылығының қажетті шарты орындалмайтынын, сондықтан да
N

00

қатардың олай болса V W  ,U  > 0 ,  қатардың жинақсыздығын аламыз.
гс=1

Ескерту 2.2. L =  1 болғанда берілген қатар жинақты да, жинақсыз да 
болуы  мүмкін. Бүл жағдайда қосымша зерттеу керек.

Мысал 2.5 . Радикалдық Кош и белгісі бойы нш а қатарларды жинақтылыққа 
зерттеу керек:

00 л л X 'а) ; 6) шЛ = 1 п п= 1

Ъп+\
п+2

\ 2п

2 ”  7 п 2
Ш еш уі. а) М ұнда U„=— Демек Н ш "JlT = lim я —  =  lim — =  0 <  1.

П—>аэ '  n->oo ү y jn Г —► со ft

Сондықтан берілген қатар жинақты.

Зл +  1
б ) Жалпы мүш е (J  =

\п + 2
болғандықтан,

(

lim  mJ - lim «n-+Qo V г п—і<ю Д

If Ъп + \
\\п + 2 

берілген қатар жинақсыз.

=  lim
Зи + 1

п + 2
=  lim

п\ 3 +

п\ 1 +  :

=  З2 = 9 > 1. Демек,

п/ /

2.5. Кошидің интегралдық белгісі

Теорема 10.10. Егер f(x)  функциясы  
[1; + о о ) аралығында теріс ем ес, үзіл іссіз

+0С
ж эне өспейтін болса, онда J f(x)dx

менш іксіз интегралы мен £  f  (п)
п=1

қатары екеуі д е  бірдей жинақты нем есе  
бірдей  жинақсыз болады.

Дәлелдеуі. Ж оғарыдан у = f i x )  > О 
функциясының графигімен, х = 1 ,х  = п түзулер ж эне 0 х  осім ен шенелген
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қисықсызықты трапецияны қарастырайық (сурет 10.1). Бұл трапецияға 
табандары [1; 2], [2; 3 ] , [п — l ; n ]  болатын іштей ж эне сырггай тік төрт- 
бұрыштар құрайық. Анықталған интегралдың геометриялық мағынасын 
ескеріп, теореманы ң шарттары бойынш а келесі теңсіздіктерді жазуға болады:

/ ( 2 ) - 1  +  / ( 3 )  1 +  -  +  / ( п ) - 1 <П

< I  f(x)dx < /(1) ■ 1 + /(2) ■ 1 + —f f(n  — 1) ■ 1,
1

немесе U2 + U3 +  ... +  Un < f  f ( x) dx < U X+ U 2 + ... + Un_x,
1

П

немесе Sn -  Ux < f f(x )d x  < S„ -  U n. (10 .17)
l

+oo +oo

1-ж ағдай . J / W  dx менш іксіз интеграл жинақты, яғни J /  (x)dx -  A .
1 1

n +00

j  f ( x) dx < J  f ( x )  dx -  A болғандықтан (10 .17) теңсіздіктер бойынша
1 1

S —U <A,  яғни S < U  + A

U > 0  болғанда {5„} д ер бес қосындылар тізбегі бірсарынды өспелі жэне  

{Sn} жоғарыдан ш енелген болғандықтан И тА  ақырлы шек бар. Сондықтан

^  U п , U„ > 0 қ а т а р  жинақты.
И=1

2 -жағдай. I / O )  dx менш іксіз интеграл жинақсыз. О нда | / ( х ) й 6 г - + о о
і

п

болып, J*/  (x)dx интеграл n  -» оо болғанда ақырсыз өседі.
1

(10.17) теңсіздіктердің оң теңсіздігінен S >^f{x)dx + U екендігін ескерсек

ао

І Р . і и  >  0 )  қатардьщ жинақсыздығы шығады.
п=\

+CD
Ескерту 2.3. j  f(x)dx интегралдың орнына |  f{x)dx, мұндағы  

к е N ,к > 1 интегралды алуға болады. С ебебі қатардың алғашқы к
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мүшелерін шығарып тастасақ ^ U n(U„>0) қатардың жинақты немесе
л= 1

жинақсыз болуына эсер етпейді.
00 1

Мысал 2.6. У  — . р  > 0 жалпыланған гармониялық қатар
п Р

жинақтылыққа зертгелсін.
Шешуі. f ( x )  = ^  функцияны қарастырайық. Бұл функция [1;+оо) 

аралығында үзіліссіз, бір сарында кемімелі жэне /(n )  = -^ = Un р ± - 1 
болғанда,

+ 0 0

1

Г _ Гх~р+1
lim х pdx  =  lim I -------

b-»+oo J  b-*+ 0 0  J  1 — P
= lim

b ->+oo

- 1
- , p >  1  болғанда,

1 - p
ôo, p < 1  болғанда.

P = 1 болғанда f —  = lim[ln x ] f  =  +oo
J  X h —̂ oo
1 A

болады, ал сэйкес қатар

гармониялық қатар

Демек, жалпыланган гармониялық қатар р  > 1 болғанда жинақты, ал р < 1 
болғанда жинақсыз.

Атап өтетін жэйт, Даламбер мен Коши белгілері жалпыланган 
гармониялық қатардың жинақты немесе жинақсыздығын анықтай алмайды.

00 J

У  — , оның жинақсыз екендігі белгілі (Мысал 10.3).

§ 3. Айнымал таңбалы қатарлар

Анықтама 3.1. Мүшелері кез келген таңбалы сандар болатын қатарды 
айнымал таңбалы қатар деп атайды.

3.1. Ауыспа таңбалы қатарлар

Анықтама 3.2. Қатардың екі көрші мүшелерінің таңбалары қарама-қарсы 
болса, онда оны ауыспа таңбалы қатар деп атайды:

U , - U 2 + U 3 - U 4 +. . .  + ( - i y +'U n + ... = f d( - \ y +' U n,U n >0,  (10.18)
п= 1
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Теорема 10.11 (Лейбниц). Егер (10.18) ауыспа таңбалы V  (- і)" +1[ /  ,

в > ° ) қатардың мүшелерінің модулі өспейтін тізбек жэне lim U  = 0

болса, онда (10.18) қатар жинақты жэне болады.
Дәлелдеуі. (10.18) қатардың жұп нөмірлі дербес қосындыларын

S 2n = U l - ( U 2 - U 3) - ( U t - U s ) ~ . . .  - ( U 2„_2 - U 2n_ , ) - U 2n

түрінде топтасақ теорема шарты бойынша жақша ішіндегі айырымдар теріс 

емес жэне и „ >  0 . к  = 1,2,3,... екендігін ескерсек S 2n^ U l теңсіздігі 
шығады. Егер, осы жұп нөмірлі дербес қосындыларды

S 2. = ( UX- U 2) + (U,  -  U J  + ... + (£/,._, -  U J  
түрінде топтасақ, онда тағы да  жақша іш індегі айырымдардың теріс 
еместігінен {S2n} тізбегін ің  бір  сарынды кемімейтіні көрінеді.

Бірсарынды кемімейтін және жоғарыдан [/, санымен шенелген тізбек үшін
lim S 2n = S  < U ,
П —> со

қатысы орындалатыны анық.
Ал тақ нөмірлі дербес қосындылардың да шегі осы сан болады: 
lim S 2„-i = lim (S 2n -  U  2n) = lim S 2n -  lim U 2n = S  - 0  = S  Демек,

n —>00 n —>QO n —>00 n —>CO

lim S n = S  <
W -> 0 0

o° j

Мысал 3.1. V' (—1) и _ 1  — қатары жинақтылыққа зерттелсін.
t пП = 1

Шешуі. Бұл ауыспа таңбалы қатар. Шынында да — > 0 , и = 1,2,3, . . . ;  әрі
п

п = 1 ,2 ,3 , . . . ; ,  я = 1,2,3,. . .  жэне lim — = 0 Яғни Лейбниц теоремасының
и->0О п

барлық шарттары орындалады. Олай болса, берілген қатар жинақты жэне 
оның қосындысы 5*<1 .

00

Салдар 3.1. Егер (10.18) қатар жинақты болса, онда ^  { - \ ) n+XU n қатары
п = \

да жинақты жэне оның қосындысы 

болады.

Х ( - і Г ' с / „  = х < с / 4

п = 1

и к > 0
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Ескерту 3.1. (10.19)Х ( - і Г С / „ ,  и ,  > о
п  = 1

қатар, яғни бірінш і м үш есі теріс ауыспа таңбалы қатар, барлық мүшелерін ( -  
1)-ге көбейту арқылы (10 .18 ) қатарды зерттеуге келтіріледі. (10 .18) жэне 
(10 .19 ) қатарлар Л ейбниц қатарлары деп  аталады.

Ескерту 3 .2 . 0 < 5 < £ /, теңсіздіктер ж эне жоғарыдағы салдар 3.1 негізінде

Sn < U n+X баға орынды болады.

3.2. Абсолют және шартты жинақты қатарлар
СО

' £ и п = и , + и 2 + . . .  + и „ + . . . ,  ( 1 0 .2 0 )
п= 1

мұндағы иі,и2,--.,ип сандары оң  да  теріс те болуы  мүмкін, айнымал таңбалы 

қатарды ж эне оларды ң абсолю т шамаларынан құрылған

И=1

+  . . .+ и \ + . ( 10.21)

қатарды қарастырайық.
(10 .2 0 ) айнымал таңбалы қатарлар үш ін келесі жинақтылық белгісі 

орынды.
Теорема 10.12. Егер (10 .21 ) қатар жинақты болса, онда (10 .20) катар да 

жинақты болады.
Дәлелдеуі. (10 .20) ж эне (10 .21 ) қатарлардың мүш елерінен қүралған

қатарды қарастырайық.

0< C /„+ |(7„|<2 ||t/„ қос теңсіздігі барлық Ue N  нөмірлер үшін

СО

орынды екендігі айқын. ^  2  | ( / и | қатар теореманы ң шарты бойынша

п = 1

(теорема 10.12) жинақты. О нда салыстыру белгісі (теорема 10.7) бойынша
оо

+ | t / „ | )  катар жинақты. Берілген айнымал таңбалы (10 .20) қатарды
п= 1

оо оо оо

V (7 п =  V ( и п + 1Uп I) — ’'У IUп I түрінде жазуға болады.
/7=1 /7=1 /1=1

Бұл тендіктің оң  жағындағы қатарлар жинакты, сондықтан жинақты 
қатарлардың қасиеті (теорем а 10.3) бойы нш а сол жағындағы берілген (10.20) 
катар да жинақты.
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Анықтама 3.3 . Егер қатар жинақты болса, онда ^ U n қатар

п=\  И=1
00 00

абсолю т жинақты қатар деп , ал ^ U n қатар жинақты болып, ^  \{Jп | қатар

п = 1 п = 1

00

жинақсыз болса, онда ^  Un қатар шартты жинақты қатар деп аталады.

Мысал 3.2. ( - О
п = 1

п—1

- — , а  > 0  қатары жинактылыққа зерттелсін.

Шешуі. Бұл ауыспа таңбалы қатар. Л ейбниц теоремасының екі шарты да  
орындалады:

, 1  1 1  1
lim —  =  0; 1 >  —  >  —  >  ••• >  —  >  •••
п-* ооП“ 2 “ 3 “ па

Сондықтан берілген қатар жинақты.

( - 1)
п —1

_ J _  болғандықтан, берілген қатардың мүш елерінің абсолю т

со 1  Л  1 *  1
шамаларынан құрылған қатар V _  болады: U <  (X <  1 болғанда V —

п= 1 '
00

жалпыланған гармониялық қатар жинақсыз (мысал 2.6), (X =  1 болғанда V
И = 1 п

гармониялык қатар жинақсыз. a > 1 болғанда жинақты (мысал 2.6).
Д емек, берілген қатар 0  <  а  <  1 болғанда шартты жинақты; а > 1 болғанда  

абсолю т жинақты.
А бсолю т жинақталушы қатарлардың негізгі қасиеттерін дәлелдеусіз  

келтірейік:
00

1. Д ирихле теоремасы . Егер берілген ^  j j  катар абсолю т жинақталып,
п = 1

оның қосындысы S болса, онда қатардың мүш елерінің орнын ауыстырғаннан 
шыққан қатар да  абсолю т жинақты ж эне оның қосындысы да 5-ке тең болады.

2. ^  Un ж ән е ^  Vn қатарлары абсолю т жинақты болып, олардың  

И = 1  п =  1

00

қосындылары сәйкес S ж эне а  болса, онда ^  (Un ±Vn) қатарлары да
n = 1

абсолю т жинақты болып, ^  (JJn + Vn) = S + &, Y ( . u n- v „ )  = s - o
и = 1 п = 1

болады.
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00 00

3. 'У'Uп жэне ^  Vn қатарлары абсолют жинақты болып, олардың
п= 1 п= 1

қосындылары сэйкес S жэне о болса, олардың көбейтіндісі

±и„І > „ =  (и ,Ғ ,) + (С/,Г2 + V1U i ) + (t/,K3 + VJU,  + <У3К ,)+ ...и=Г п=\

..■ 4U xVn+U 2Vn_x+ ...+ U nVx)+ ...
қатарда абсолют жинақты болып, қосындысы S • а болады.

Демек, абсолют жинақталушы қатарларды өзара қосу, айыру жэне 
көбейтуге болады.

Шартты жинақталушы қатарлар үшін жоғарыдағы қасиеттер жалпы 
алғанда орындала бермейді.

00 1 1 1
Мысалы - —  ----- = 1------- 1-----------һ ... қатар Лейбниц теоремасы

^  п 2 3 4
бойынша жинақты, оның қосындысын S дейік. Бұл қатардың мүшелерінің 
орнын, эрбір оң таңбалы мүшеден кейін екі теріс таңбалы мүше келтіріп, 
ауыстырайық:

, _ 2 _ 4 + 3 _ 6 _ 8 + 5 1 0  12 _ 2 4 + 6  8 + 10 12+ "'“
1

(
1 1 1 1 1 1= -S

2
1 ----- 1-------- 1---------һ...

,  2  3 4 5 6  J
Бұл ауыстыруда қосынды екі есеге азайды.Тіпті шартты жинақталушы 

қатар үшін келесі тұжырым орынды.
00

Риман теоремасы. Егер берілген ^ U n қатары шартты жинақты болса,
П= 1

онда кез келген ақырлы немесе ақырсыз S саны үшін қосындысы S санына 
тең болатындай берілген қатардың мүшелерінің орын ауыстыруы табылады.

§ 4. Дәрежелік қатарлар

Анықтама 4.1. Әрбір мүшесі дэрежелі функция болатын
оо

^ а п х" =  а 0 + а хх  +  а 2х 2 + . . .  +  а пх п + .. .  (10.22)
и=о

қатар дэрежелік қатар деп аталады.
Мұндағы On, п = 0 , 1,2,... сандары дәрежелік қатардың коэффициенттері 

деп аталады.
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Дәрежелік қатар
оо

I <*„( х - х 0)" = a Q + а {( х - х о)+ а 2( x - x Q f  + . .  .+ан( х - х 0) н+ . . . (іо.23)
п =0

түрінде де беріледі.
х  айнымалға эртүрлі сандық мәндер берсек, әртүрлі сандық қатарлар 

шығады. Бұл сандық қатарлар жинақты немесе жинақсыз болуы мүмкін.
Анықтама 4.2. (10.22) Қатар жинақты болатын х  айнымалдың мәндер 

жиыны осы қатардың жинақталу аймағы деп аталады.
х  = 0  болғанда ( 1 0 .2 2 ) қатар жинақты, сондықтан ( 1 0 .2 2 ) дәрежелік 

қатардың жинақталу аймағы бос жиын емес.

4.1. Дәрежелік қатардың жинақталу интервалы

Теорема 10.13. (Абель) Егер (10.22) дәрежелік қатар:
а) х0 Ф 0  нүктесінде жинақты болса, онда ол |х| < |х0| нүктелерінде, яғни 

(— |х0|; |х0 1) аралығында, абсолют жинақты;
б) х1 нүктесінде жинақсыз болса, онда ол \х\ >  ІхД теңсіздігін қанағат- 

тандыратьш барлық х нүктелерінде, яғни ( -  оо , -  х , ] u  [х , , + оо ) жиында, 
жинақсыз болады.

ОО
Дәлелдеуі. а) Теорема шарты бойынша ^  а „х о сандық қатар жинақгы

и = і

болғандықган, оның жалпы мүшесінің шегі Нш а„ х$ = 0 болады. Бұл
П-> 00

теқдіктен {а^хJ} тізбегінің шенелгендігі шығады, яғни М  > 0 саны табылып 
ІсіпХоІ < М, п  = 1, 2, 3,... теңсіздігі орындалады. Осы теңсіздікті ескерсек

(10.24)1ОпХП\ = \ОпХ^\ X
п

< М X
х 0 х 0

теңсіздікті аламыз. Ал \х\ < х0 теңсіздіктен
п СО

X < 1 болып, У',М
л

х0 #1=1

қатары

(— |лг0 1; 1*0 1) аралығында жинақты болады, себебі қатардың мүшелері кемілелі 
геометриялық прогрессияны құрайды (Мысал 1.2). Олай болса, салыстыру

белгілері бойынша а пх п қатары да (— |*oM*ol) аралығында абсолют
#і=і

жинақты болады.
б) керісінше жориық, ( 1 0 .2 2 ) дәрежелік қатар \х2\ > |*іі теңсіздігін 

қанағаттандыратын х2 нүктесінде жинақты болсын дейік. Онда а) тармақ 
бойынша ( 1 0 .2 2 ) дәрежелік қатар \х2\ < \хг \ болатын хг нүктесінде жинақты 
болу керек. Ал бұл тұжырым б) тармақтың шартына қайшы келеді.
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А б ел ь  теор ем асы н ан  (1 0 .2 2 )  дәр еж ел ік  қатарды ң ж инақталу аймағы  х = 0 
н ү к т ес ін е  си м м етри ялы  ( - /? ;  R)  түр ін д ег і аралык, ал оны ң ж инақсы з болаты н  
н үк тел ер  ж иы ны  (-оо, - г )  и  (г , +оо,) тү р ін д е  болаты ны  к өр ін еді.

Іс ж ү зін д е  R  =  г  болы п, (10 .22 ) қатарында ( -  R; R )  абсолю т жинақты, 
( - о о  , - R )  u  ( R ,  + о о )  ж иы нда жинақсы з болаты н R  санын табу  керек. R саны 
келесі теорем а ж әр дем ім ен  анықталады.

Теорема 10.14. Е гер lim
и—>00

а п+ 1

а „
*  0  ақырлы ш ек бар б ол са , он да  (10 .22)

д эр еж ел ік  қатарды ң ж инақты лы қ р ади усы

а.R = l im
n - >  00 а « + 1

(10 .25)

ф ор м ул ам ен  аны қталады .
00

Дәлелдеуі. \апх п қатарды  қарасты райы қ. Ш арт бойы нш а

п=о

l i m
п—*°о

а п + 1

а у
Ф 0  ақырлы ш ек бар . Бұл ш екті -  арқылы бел гіл ей ік . О ндаR

lim
л —K >0

И+1 | |
an+\X =  |x | • lim

« —>00

an+1
\x\

anx n an ~ R
z -т ің  м ән ін д е  (1 0 .2 2 )  бер іл ген  д эр еж ел ік  қатар санды қ қатар болады.

°° Н
С онды қтан Д а л ам бер  б ел г іс і бой ы н ш а ^  \апх п қатар ~  <  1 бол ған да , ягни

п = 0

\х\ < R  б ол ган да  ж инақты .
со

О н да  тео р ем а  10 .13  бой ы н ш а ^  Cl„ X " айны мал таңбалы  қатар да
и = 0

|х |  <  R б ол ған да  ж инақты , эр і а б со л ю т  ж инақты  бол ады . \х\ > R болганда

-п+1 Ы=  1—L >  1. Я ғни бер іл ген  қатардың 
R

қатар ж ин ақ сы з, с е б е б і Ііш
л=0 п-̂ сс

а п + \ х

а У

ж алпы  м ү ш ес і апХ ,П —>со бол ға н д а  нөлге үм ты лм айды . С он ы м ен , берілген

қатар ( - /? ;  R) и нтервалды ң іш ін д е  а б со л ю т  ж инақты , ол оны ң сыртында  
ж инақсы з. Я ғн и , бер іл ген  д әр еж ел ік  қатарды ң жинақты лы  радиусы

R =  lim
л —>00 a И+1
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Теорема 10.15 (К ош и -А дам ар ). Егер ІІ і П а/  ^ 0  ақырлы ш ек бар
« —>00 v

со

б ол са , о н д а  ^  а пх " д эр еж ел ік  қатарды ң ж инақты лы қ радиусы

1

п=О

R =

п—»со

(1 0 .2 6 )

ф ор м ул ам ен  аны қталады .
Дәлелдеуі. Бұл теор ем ан ы ң  д эл е л д е у і т еор ем а  10.14 д әл ел д еу і сияқты. Тек  

Д ал ам бер  б ел г іс ін ің  орны на К ош и  б ел г іс і алы нады .
0°

/ \ а пХП қатарды  қарасты райы қ. Ш арт бой ы н ш а l in W lt f l  ФО ақырлы
I И—VT) V I I

л=0

1
ш ек бар, оны  —  д еп  бел гіл ей ік . О н да  

R

ІІШ?
«—Ко

а пх  =
«—КО v

К ош и  б ел г іс і бой ы н ш а 1—1 < 1
R

х -т ің  эр б ір  м эн ін д ег і сан ды қ  қатар
л=0

бол ғанда, яғни |х |  <  R бол ған да  ж инақты , о н д а  теор ем а 10 .12  бойы нш а
СО

а 0Х п айны м ал таңбалы  қатар |х |  <  R бол ған да  ж инақты , эр і абсол ю т
п = 0

жинақты . \х\ > R б ол ған да  1іт  цііа х п\ =  — >  1 болы п, катар ж инақты лығын
VI " I R

қаж етті ш арты  ор ы ндал м ай ды , яғни ж алпы  м үш е п 
ұм ты лм айды .

С он ы м ен  а б со л ю т  ж инақты лы к р ади усы  R -

оо нөлге

(1 0 .2 6 )  ф ор м ул а  А дам ар  ф ор м ул асы  д е п  аталады . 
Ескертулер:

4 .1 .Е г е р  l im
00

a п+ 1 = 0 б о л са , R - o о болып, бер іл ген  (1 0 .2 2 )  д эр еж ел ік  қатар

сан о с ін ің  барлы қ н үк т ел ер ін д е  а б со л ю т  ж инақты  бол ады . Егер
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l im
« —>00

a И +  1
-  со б о л са , R =  0  бол ады . Бұл тұж ы ры м дарға көз ж еткізуге

бол ады .

4 .2 . (1 0 .2 3 )  д әр еж ел ік  қатарды ң а б со л ю т  ж инақты лы қ аймағы  | х —JC0) < R  
т ең с ізд ік т ен  ш ы ғады , яғни ( х 0 -  R; х0 +  R) аралығы.

4 .3 . Е гер (1 0 .2 2 )  д әр еж ел ік  қатарға х -т ің  к ейбір  (барлы гы  бірдей) 
д әр еж ел ер і к ір м есе , о н д а  (1 0 .2 5 ) , (1 0 .2 6 )  ф орм улалары н қолдануға болмайды . 
Т ік ел ей  Д ал а м б ер  н е м е с е  Коши белгілерін қ ол дан у  керек.

4 .4 . x = ± R  н ү к т ел ер ін де  (1 0 .2 2 )  қатарды ң ж инакты лығы  қосымш а

зер т тел ед і. О сы  сияқты  X = X q + R  н үк тел ер ін де  д е  (1 0 .2 3 )  қатардың

ж инақты лы ғы  қосы м ш а зер ттел ед і.
М ы с а л  4 .1 . Қ атарларды ң ж инақты лы қ аймақтары  табы лсы н:

, V  ( -* )"

• > х
( х + 8 ) 3"

и=1 п

00 9" .

б > Е  - 2"
t 1 ( 2 и)!

оо

Г) ^ 1 0 2"(2 jc- 3 ) 2”-
п = 1

Шешуі. а) ап =

бой ы н ш а

( - 1)н г  я
з п- ' 4 п '  " + 1 ъп4 ^ + \

; болғанды қтан  (1 0 .2 5 )  формула

—  =  lim
R л->°о

лп + \ = lim
п—>00

3”̂ ’л/и
3 ” V « T T

• 1 =  — lim  А П = — lim
3 л->°O V n +  1 3 П )V

—ү  = — 1;
П 3n I 1 +  -

Д ем ек , R -Ъ  , ягни а б со л ю т  ж инақталу ж иы ны  -  3 <  х < 3  .

О н да  бер іл ген  қатар Д ал ам бер  б ел г іс і бой ы н ш а |х | > З б о л ғ а н д а  жинақсыз. 

х  =  ±  3 ш екаралы қ н үк тел ер ді қосы м ш а зер ттей м із. х  =  -  3 м әнінде

оо т 1
бер іл ген  қатарга сәй к ес  V  сан ды қ  қатар — болған  жалпыланган

Г і >/й" 2

гарм ониялы қ қатар (м ы сал 2 .5 )  ж инақсы з.

X  =  э  м эн ін д е  бер іл ген  қатар ^ ----- т=—  түр ін дегі ауы спалы  таңбалы
п= 1 V«

катар бол ы п, Л ей б н и ц  теор ем асы  бой ы н ш а ш артты жинакты . Д ем ек , берілген
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қатардың жинақтылық аймағы — 3  < х  < 3  болып -  3  < х  < 3  болғанда 
абсолют жинақты, х = 3 болғанда шартты жинақты.

б) Мұнда а _ 2”и! а _ 2 (и + 1)! болғандықтан 
" ( 2  п)\ " (2/7 + 2 )!

(10.25) формуласы бойынша

R = lim
/7—>оо

а„

л п - \

= lim
п—>оо

2 " -я! 
2п\

■)«+! (и + 1)!
(2п + 2)!

= lim
« —>00

(2/7 + 1) (2/7+ 2)
2(77 + 1)

= lim
«->00

4772 + 6 « + 2
2«+ 2 = lim

«->оо

п2( . 6  2  

1  п п )
f 2 ^ 1п 2  + —
1

= 00.

в) Бұл (х + 8 ) 3 өрнекке байланысты дәрежелі қатар, мұнда ап =
п 2

а —— -—  Онда (10.25) формуласы бойынша 
(л+1)2

R= lim
П—/00

a„

a,/i+i
= lim

« -> 0 0

n

(n + 1 )

= lim
«—>oo

(л+1)2 = lim «2 +2«+1
2 2п «—>оо п

= lim
«—>oo

п2 fi 2  п  
1 н— н- у 1
 ̂ п П У

2п
=  1.

Яғни, абсолют жинақтылық аймағы |х + 8 | < 1; |х + 8 | < 1; — 1 < х + 8  < 1.

Немесе - 9  <  JC <  7 . Х = -  9 болғанда ^

(- 1 )3лv ±1_— <\ ж:

\  3 «

қатаршығады. ііщ а = 1іт
л ®  Г л ® Г  үі

а І „ 2

«=1 п
1 > 1

« 2 (л+ 1 )

ауыспа таңбалы сандық

>- 1

шартгары орындалғандықтан, Лейбниц теоремасы бойынша жинақты эрі 
модулі бойынша (Х = 2  болатын жалпыланған гармониялық жинақталатын 
қатар.
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X =  —7  б ол ған да  —  санды қ қатар ш ы ғады . Бұл қатар а =  2 болатын
..і п

ж алпы ланған гарм ониялы қ а б со л ю т  ж инақталаты н қатар (м ы сал 2 .5 ).
Д ем ек , бер іл ген  катарды ң ж инақты лы қ аймағы  - 9  <  х <  - 7  эрі осы  

аймақта а б со л ю т  ж инақты .
г) Бұл қатарды  ( 2 х  - 3 )  өр н ек т ің  барлы қ д әр еж ел ер і кірмей отыр. 

С онды қтан 4.1 еск ер т у  бой ы н ш а б ер іл ген  д эр еж ел ік  қатарға тікелей  Д аламбер  
б ел г іс ін  қолданам ы з.

Қ атарды ң n -м ү ш есін  Ur =  10 2" ( 2 х  -  З )2" 1 (п + 1) мүш есін

С о н д ы қ т а н ,  б ұ л  н ү к т е д е  б е р іл г е н  қ а т а р  а б с о л ю т  ж и н а қ т а л а д ы .

= 1 0 2"+2 (2 jc -  З) 2”"1 д е п  алып Д ал ам бер  бел г іс ін  қолданам ы з:

L = lim
« —>00

U и+1

и .
9 9

=  1 0  ( 2 . x - 3 )  L <  1 бол ған да  ж инақты .

10 ( 2 х - 3 )  <  1 = > І 2 х - З І  < 0 ,1 ;  = > - 0 ,1  < 2 х - 3  < 0 ,1  = > 1 ,4 5 < х <  1,55.

Ш екара н үк тел ер ді зер ттей м із. 
х = 1 ,4 5  м эн д і қатарға койсақ,

- 1 0  - 1 0  - 1 0 . . . - 1 0 . . .  ж инақсы з қатар ш ы ғады . 

х  =  1 ,5 5  м ән д і қатарға қойсақ,

+  1 0  +  1 0  +  1 0  +  . . .  +  1 0  ... ж инаксы з қатар ш ы гады .

Д ем ек , бер іл ген  қатарды ң ж инақты лы қ (а б со л ю т ) аймагы 
1 ,4 5  <  х  <  1 ,5 5

Мысал 4.2.
СО /

Ц 'п= 1 ^ n j
қатар ж инақты лы ққа зерттелсін :

Шешуі. (1 0 .2 6 )  К ош и -А дам ар  ф орм уласы  бой ы н ш а ж инақты лы қ радиусын  
табам ы з.

Я =  lim \ П
п

п\\ і +  -
VV п)

lim 1 +
1 Л"

n j

Д ем ек , х < — бол ған да  б ер іл ген  қатар аб со л ю т ж инақты . х -  — болганда  
е е

1 1
^ ( 1  +  —) " ----- санды  қатар ш ы ғады . Бұл катарды ң ж алпы  м үш есі нөлге
«=і п е

ұм ты лм айды . Ш ы ны нда да
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( l  + l )  • e~n =  е [“ п+п2'п( 1+й)] =  e

С он ы м ен  x  =  — н ү к т ес ін д е  бер іл ген  қатар ж инақсы з. О сы  сияқты х = - —
е е

(  1 0н үк тесін де  д е  бер іл ген  қатар ж инақсы з. Д ем ек , бер іл ген  қатар — , ~
V е е )

аралықта а б со л ю т  ж инақты , сан  о с ін ің  басқа н үк тел ер ін де ж инақсы з. 

Дәрежелік қатарлардың қасиегтері

- П + 7Г ( Ь Ь Ч ? ) ) Р 2 П

f (x )  ф унк ц иясы  ( -  R; R)  аралы ғанда ж инақталуш ы  (1 0 .2 2 )  қатарды ң  
қосы нды сы  болсы н:

ОО

f ( x )  =  a0 + а хх + а2х2 + . . .+ а пх" +... = а0 + ^ а х п (1 0 .2 7 )
п= 1

Бұл ж ағдай да  / ( х )  ф ункциясы  (1 0 .2 2 )  дәр еж ел ік  қатарға ж іктел ді н ем есе  
х-тің  д эр е ж е л е р і бой ы н ш а ж іктел ді д еп  айты лады .

Н егізг і қ аси еттер д і д э л е л д е у с із  к ел тір ем із ([4 ], 4 . II, гл. 1, § 4 )
Теорема 10.16. ( -  R) R) аралы ғы нда ж инақталуш ы  (1 0 .2 7 ) дэр еж ел ік  

қатардың қосы нды сы  / ( х )  ф ункциясы  осы  аралықта ү з іл ісс із  ф ункция  
болады .

Теорема 10.17. ( -  R-, R)  аралы ғы нда ж инақталаты н (1 0 .2 7 ) дәр еж ел ік  
қатардың косы нды сы  f (x )  ф ункциясы  ( -  R: R) аралықта ди ф ф ер енц и ал -  
дануш ы  ф ункция ж эн е  қатарды  м үш ел еп  ди ф ф ер ен ц и ал дауға  болады :

Г

f i x )  = Іа0 + £  апхп )  =  і  ап ■ пх”"1
\ п= 1 / /1—1

Теорема 10.18. (1 0 .2 7 )  қатарды ң қосы нды сы  f (x)  ф ункциясы , оны н  
( -  R\ R) ж ин ак тал у аралы ғы нда кез келген  ретті туы нды ға ие.

Теорема 10.19. ( -  R; R)  аралы ғы нда ж инақталуш ы  (1 0 .2 7 )  дәр еж ел ік  
катарды кез к елген  [а; /3] а  [ - 7 ? ;  7 ? ]к е с ін д ід е  м үш ел еп  интегралдауға  

болады ; яғни
А . Р
| / ( х ) < 7 х  = I I  ax" dx
a n = l a

Ескерту 4 .6 . (1 0 .2 2 )  д әр еж ел ік  қатарлар үш ін  келтір ілген  қасиеттер  (1 0 .2 3 )  
түр ін дегі д әр еж ел ік  қатарлар үш ін  д е  оры нды .

4.2 Тейлор мен Маклорен қатарлары және олардың жинақталуы

Е гер f  (х) ф унк ц иясы  х = а н үк т есін ің  к ейбір  м аңайы нда (п  +  1 )  ретке  
дей ін г і туы н ды лары  бар  б о л са  (тео р ем а  6 .1 4 ) он да
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(10 .28)

f ' ( a )  f m (a)
f i x )  = /(«0 + 4 r (X '  a) + V 1  (* _ 0)2 + -

+ £ ^ ( x - a ) »  + W x )
Т ей л ор  ф ор м ул асы  оры нды  е д і, м ұндагы

я„, О) = / " ' ’(й + 0(* - а», о < < 1
(и + 1 )!

Л агран ж  т ү р ін д ег і қалды қ м үш е.
(1 0 .2 8 )  ф орм уланы  / ( х) =  Рп(х) +  й п+і ( х )  тү р ін д е  ж азам ы з,

/ \ а )  / п)(а)
м ұндағы  P(x)=f(a)A ---------- ( x - a ) + . . .H -------------( х -а )

1 ! п\
Т ей л ор  к өп м үш есі.

Анықтама 4.3. Е гер /"(дОфункциясы  х = а  н ү к т ес ін д е  ақырсыз ретті 

туы н ды ға ие ж эн е  lim Л п+1 (дс) =  О бо л са , о н д а  (1 0 .2 8 )  Т ей лор  формуласынан
П-> QO

алы натын.

f ( x ) =  f ( a )  + £ ± £ L ( x -  a)  + J ^ l ( x -  a y + . . .  + ^ f l ( x -  «)■ + ... (10'29)
қатар / ( * )  ф ункциясы н (х -  а )-н ы ң  д эр еж ел ер і бой ы н ш а ж іктейтін  Тейлор 
қатары  д еп  аталады .

Д е р б е с  ж ағдай да  a  =  0 б ол са , (1 0 .2 8 )  Т ей л ор  ф ор м ул асы н

m . m + m x + ^ + „ + £ M , + K a ( x )  «,о,о,
1! 2 !  п\

М аклорен  ф ор м ул асы  д еп  атайды , м ұндагы  қалдық мүше
п+1X

Rn+l(x)  =  - -----—  • /  (Өх) ,ал Т ей л ор  қатарын М ак лорен  қатары деп
(и + 1 )!

атаиды:

т- т + Ш х + Г Ш х >+ ,..+ (ю з ,)
1! 2! п\

А тап  кететін  ж ағдай , х = а н үк т есін ің  м аңайы нда ақы рсы з ретті туындысы  
бар  (қаж етті ш арт) f (x )  ф ункцияға сәй к ес  Т ей л ор  қатарын кұруға болады, 
бір ақ  б ұ л  қатарды ң қ осы нды сы  /(д с )-к е  тең  бол м ауы , т іп т і ж инақсы з болуы  
м үм к ін . М ы салы

1

f ( x )  =  < е ү2 ,Х Ф 0

0, х = 0
Ф ункциясы ны ң х =  0 н ү к т ес ін д е  барлы қ ретті туы нды лары  бар, эрқандай п 

ү ш ін  /  * ( 0 )  =  0 .  Я ғни  М аклорен  катары
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л о 0 2 о и
Он— х  н— х  + . . .  н— х

1! 2! и!
+ ...

түрінде болады. Бұл қатардың қосындысы 0-ге тең, бірақ f i x )-ке тең емес. 
Берілген /  (х) функцияға сәйкес оның Тейлор қатарын жазайық:

/ ( * ) =  f {a )  + - ^ \ x -  а) + f  ^ \ х -  а )2 + ...+  f  \а\ х -  а)п +... (1°-29) 
1! 21 п\

Теорема 10.20. f i x )  функциясына сэйкес (10.29) Тейлор қатарының х
нүктесінде /(* ))-ке жинақталуы үшін осы х  нүктесінде (10.28) теңдіктегі
қалдық мүшенің шегі 1іт/?и+1(л:) = 0 шартының орындалуы қажетті жэне

жеткілікті.
Дәлелдеуі. Қажеттелігі. а0 нүктесінің кейбір маңайында (10.29) Тейлор 

қатары f i x ) - ке жинақталсын, яғни lim  £„ (х) = f i x ) .  (10.29) қатардыңП̂УОО
дербес қосындысы Sn(x). Тейлор көпмүшелігі Рп(х)-пен дэлме-дэл келеді, 
яғни Sn(x) = Рп(х). Сондықтан

lim Rn+1 (x) = lim { f i x )  -  Рпіх ) ) = f i x )  -  lim Sn{x) = f i x )  - f i x )  = 0.
7 1 - » OO П —» c o  4  y  71—> 0 0

Жеткіліктілігі. 1ітРл (jc) = 0 болсын. Сонда
«->oo

lim Sn(x) = lim Pn(x) = lim [fn(x) -  Rn+1(x)]
71—> 0 0  71—> 0 0  71—> 00

= f ix )  -  lim Rn+1(x) = f i x ) -  0 = f i x )
71—> 0 o

Сонымен, x  нүктесінде (10.29) Тейлор қатарының f i x )  функциясына
жинақталуы lim Rn+l (x) = 0 шарттың орындалуына келтірілді. Ic жүзінде, бұл

«—>00
шартты тексеру қиын болған жағдайларда келесі жеткілікті шарттан 
пайдаланылады.

Теорема 10.21. Егер f i x )  функциясының барлық туындыларының модулі 
х0 нүктесінің кейбір маңайында бір ғана М  > 0 санымен шенелсе, онда осы 
маңайдың кез келген нүктесінде f i x )  функциясының Тейлорр қатары f i x )  
функциясына жинақталады, яғни (10.29) теңдік орындалады.

Дәлелдеуі. Теорема 10.20 бойынша, lim Rn+] (х) = 0 екендігін корсету
Л->оо

жеткілікті.
Теорема 10.21 шарты бойынша кез келген п  үшін f ^ n\ x ) < М  ■ Сонда:

lim R„+lix) = lim Г " +піс)
(/7 + 1)! (jc-^o)" < lim M ( x - x 0)n

(/7 + 1)!
= М  lim (*-*о)"

(/7 + 1)!
Енді

lim
« ->  со

{ х - х  о) п + \

in + 1)!
Л • • -  О • V1 | (* -* о Г= 0 екендігін көрсетеиік. Ол үшін >

S  (и + 1)!
қатарды
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қарастырайық. Бұл (10.23) түріндегі дәрежелік қатардың жалпы мүшесін 
( х -  х0)"+1

и н{хУ (п + 1)!

l i m ^ 1 = lim
П -Х Ю  U  п - к с

х -х ,

деп алсақ,

ІЯ+1 >I п+2 \х-х.0
(и + 2)! (и + 1)!

= lim
п + 2

Х-Хп = x-xj-lim -
У п - м  п + 2

=  0<1

болғандықтан Даламбер белгісі бойынша бұл дәрежелік қатар (—оо,+оо) 
аралығында жинақты болады.

Сондықтан қатар жинақтылығының қажетті шарты бойынша

lim U  „п—>QO
= lim

И->оо

( х - Х р У  
(п + 1)!

= 0 . Демек, lim R  х (х) = 0.
П-> оо

4.3. Элементар функцияларды Маклорен қатарына жіктеу

Берілген f ( x )  функциясын (10.31) Маклорен қатарына жіктеу үшін (10.30) 
Маклорен формуласының негізінде, келесі амалдарды орындау керек:

а) / ' W , / (2)W . •••> / (гг-)(х) ... туындыларды табу;
б) осы туындылардың х0 = 0 нүктедегі мэнін есептеу;
в) функцияның (10.31) түріндегі Маклорен қатарын жазып, жинақтылық 

интервалын табу;
г) ішкі нүктелерінде қалдық мүшенің шегі limRn(x) = 0 болатын ( - R; R)

П-* оо
жинақтылық интервалын анықтау; бұл интервал бар болса, интервал 
нүктелерінде қатардың қосындысы функцияның мэніне тең болады;

д) х = ±  R нүктелерді жинақтылыққа қосымша зерттеу.
Кейбір элементар функциялардың Маклорен қатарына жіктелуі мен 

жинақтылық аймағын көрсетейік.
Теорема 10.22. Функциялардың Маклорен қатарына жіктелуінің келесі 

формулалары орынды:
2 пX X  X

е -1  + —+ —  + ... + —  + ..jc е(-оо;+со) (10.32)
1! 2 ! 2!

+ ...Х е  (-оо; +оо)
3 5 2л+1X X  „ X

sin X = JC----- + ------ ... + (-1) -----------
3! 5! (2и + 1)!

2 4 2лX X  п X
cos х =  х ------н-------- ... + (-1 ) --------+ ...х е  (-оо;+оо)

2! 4! (2«)!

(10.33)

(10.34)

a
(1 + х )а = 1 + — х  + а (а — 1) 2 ______________ V  “

2!
х^ + ...+

а (а  — 1) ... (a — п + 1) 
л! хп +
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[—1; 1], a > 0, болса, 
х  £ ■{ (—1; 1], - 1  < а < 0, болса,

(—1; 1], а < — 1, болса.

= 1 + х  + х 2 + ••• + х п + ••• х £ (—1; +1);

(10.35)

1 — х У 2 у З  -уМ+1

1п(1 + х) = X ( _ 1)П
2 3 п + 1

arctgx = х -  —  + — -  . . . + ( - 1)п — —  
3 5 2п + 1

(10.36)

+ ..., х 6 (-1 ; 1]; (10.37)

+ ..., х £ [- 1; 1]; (10.38)

1 х 3 1 3 х 5 1 3 5 х 7
arcsinx = хН---------- 1-------------- 1------------------ь

2 3  2 4 5  2 4 6 7

1 3  5 ... • (2п)! x 2n+1 
+ 2 ■ 4 ■ 6 ■ ... 4п(п!)2 2п + 1 + ‘" '

Формулалардың дәлелдеуі

(10.32): f i x )  = ех болсын.

а ) / '( х )  = ex, f 2\ x )  =  ех...... f n\ x )  =  е* ,...;

(10.39)

б ) /(0 )  =  1 ,/ '(0 )  = 1...... / (п)( 0) = 1 ,...;

(п +  1)!

у ү2 yTl
в )е * ~  1 + -  + - +  . . .+  — +’ 1! 2! п!

/? = ІІШ
71—»оо

On
7̂1 + 1

= limП->оо п!
= lim (n + 1) = оо

Яғни жинақтылық интервалы (- оо; + о о ) ;

г) барлык х  £ (-/?; Я) нүктелері үшін кез келген R-де | / (п)(х)| = ех < 
eR = Д/. Теорема 10.21 бойынша (- R; R) аралықта барлык ретті туындылар 
бір ғана М = eR санымен шенелген, сондықтан (10.32) катар жинақты. Олай
болса, теорема 10.20 бойынша lim  R n+l (х) = 0 . Демек, (10.32) теңдік,

Л—>00
орынды. Жинақтылық интервалы (-оо; +оо).

(10.33): fix ')  = sinx болсын.

а) f i x )  = cos х = sin ( х  + | ) ,  = -  sinx = sin (x + 2 ■ 0 ,

/ (3)(x) = -c o sx  = sin (x + 3 ^ j , . . . , / (n)(x) = sin (x  + n ■ - ) ;  ..

б ) / (n)(0) =  s inn  =
’ 0, n = 0,2,4,6,...
— 1, n  = 3,7,11, ...

. +1 n = 1,5,9,...
y i> r 2 n + l

B) sin x ~ * -7 Г  + 7 Г  ••■ + (-! ) П p ^ I ) i  + - І
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R = lim
П —»oo

( ~ l ) nx 2n+1 
(2п + 1)!

= lim71-ЮО
(2п + 2)(2п + 3)

(_ 1 )п+і £2п+3 X2
(2п + 3)!

=  00.

Яғни, жинақтылық интервалы (-  oo; +oo);
г) Кез келген п үшін | / (n)(x)| = sin (x + n ■ 0 )  < 1. Сондықтан (10.33) 

катар теорема (10.21) бойынша жинақты. Онда теорема (10.20) бойынша 
Н т./?и(х) = 0 болып, (10.33) теңдіктің дұрыстығы шығады.П-> со

(10.34): / (х )  =  cos х болсын.
Дэрежелік қатардың касиетін (Теорема 10.18) пайдалансақ, яғни (10.33) 

тендікті дифференциалдасақ

х 2 х 4 ,2п
c°SJf=  1 -  — + — -  - + ( - 1 ) " ( а д і Н---- , X 6  ( - 00; +оо)

(10.35): / (х )  = (1 + х)“, a Е R болсын.

а) /'G O  = а (  1 + х )а~ \  (х) = а ( а -  і)(1  + х )“~2, ... , / (п)(х) =

= а{а -  1) ... (а — (п -  1)(1 + х )“_п, ...,  п Е N-,

б) / (0 )  = 1, / '( 0 )  = а, fW (0) = а ( а -  і ) ...... / (7і)(0) = а ( а -  1) ... (а - n  + 1),...;

в) (1 +  х )а -  1 +  а х  - ! ^ х г + ... + t - - * 1 V  +  . ■ ■;

г) R = lim
a

a

-  lim
и + 1

= lim

= lim
и—I 

1

a(a - 1 )(a -  2)...(a -  n +1) • (и +1)!

n \  1+-

»1^-1

n !• a{a  -1 )(a -  2)...(a - n  + \)-{a-n)

_ яғни (1 + a ) “ функциясы үшін құрылған катар

(-1 ; 1) аралықта жинақталады. х Е  (-1 ; 1) болғанда 1 і т ^ +1(х) = 0
п ->  00

екендігін көрсетуге болады. Демек, кез келген а Е R үшін жинақтылык 
интервалы (-1 ; 1) болады. а > 0 болғанда х = ±1 нүктелерінде де сэйкес 
сандық қатарлар Даламбер белгісі бойынша жинақты, -1  < а < 0 болса, 
(-  1; 1] аралықта жинақты болады.

(10.36): /'(х) =  болсын.
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Бұл ф орм улан ы  эртүрл і ж ол м ен  д ә л ел д еу ге  болады . М ы салы  (1 0 .3 5 )  
ф ор м ул ада  a = -  1 д е п , х -т і ( - х ) - к е  ауы сты ру арқылы. Ж инақтылык интервалы

(10.37): f ( x ) = In(1 + х) болсын.
Бұл ф ор м ул ан ы  д а  эр түр л і ж ол м ен  д эл ел д еу ге  болады . С оларды ң б ір еу ін  

келтірейік.

Барлы қ х 6  ( -  1; 1 )  н үктел ер і үш ін  оры нды  
1

— +  х -  1 -  х + х 2 -  х 3 Н------- 1- ( - l ) nx n Н— , п = 0,1,2,...
тең дік ті қарасты райы қ. Д эр еж ел ік  қатарды ң қасиетін  (Т еор ем а  10 .19) 
пайдалансақ, яғни соң ғы  тен дік ті [0; х\, х G ( - 1 ;  1 )  к ес ін д ід е  интегралдасақ:

f r n  =  j d t - j t d t  +  I ‘2dt  
0 0 0 0 

бол ады , н ем есе

X
J t 3dt  Н------- 1-

0

х
( - 1  ) n |  t ndt -\—  

о
^2 т̂і+І

1п( 1  +  х ) = Х - Т  + у - - + ( - 1 )п—  + -
Б ұл қатар х — 1 бол ған да  Л ей бн и ц  теор ем асы  бойы нш а жинақты.
Д ем ек , ж инақты лы қ интервалы  ( -  1; 1].
(1 0 .3 8 ):  f ( x ) =  a r c tg  х болсы н .
(1 0 .3 5 )  ф ор м ул ада  а = -  1 д е п , х - т і  х 2 қа ауы сты райы қ. С он да

---------- =  1 - х  +  х 4 -  . . . +  ( -  1)пх 2п + ... ,х  е  ( - 1 ;  1 ).
1  + х 2

Д әр еж ел ік  қатарды ң қасиетін  пайдаланы п (теор ем а  10 .19 ) соңғы  тең дік ті 

[0,х], х Е  ( - 1 ;  1 )  к ес ін д іс ін д е  интегралдасақ,
X X X X X

1 • dt  -  f  t 2d t  +  f  t 4dt +  ••• +  ( - l ) n f  t 2nd t  +  •••

0 0 0 0 0
н ем есе ,

X 3 X 3 x 2n+l
arctgAC = r - T  + T - - + ( - l ) j ^ T T + -

Бұл т ен д ік  x  =  ± 1  б ол ған да  да , Л ей бн и ц  теор ем асы  бойы нш а, 

оры ндалады . Д ем ек , ж инақты лы қ интервалы  [ -  1; 1].
(1 0 .3 9 ):  / ( х )  =  a r c s in x  бол сы н .

(1 0 .3 5 )  ф ор м ул ада  а  =  - ^  д е п , х -т і  ( - х 2)-қ а  ауы сты рсақ к ел есі тен дік  

ш ы ғады ,
1 х 2 1 - 3

—  -  1  + — + — - 4  
2 2 - 4

х 4  +
1 -  3 - 5

2 -  4 - 6 '
х 6 + х  £  ( - 1 ;  1 )

Б ұл тең д ік т і (Т ео р ем а  1 0 .1 9 ) [0; х ] , х  G ( -  1; 1 )  к ес ін д ід е  интегралдасақ,

( « . L . a + j ' l  d t + \ l l t*dt + ...
]  Д П Р  J J 2 2 - 4
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немесе
1 ' Г  1 3  X s

arcsin х = х + - —— + - —
2 - 3  2 -4  5

1 3 • 5 ... (2n — 1) x 2 n + 1

2 ■ 4 ■ 6  ... (2n) 2n + 1 
x = - 1  болғанда, Лейбниц қатары жинақталады. х  = 1 болғанда да 

алынған сандық қатар жинақты. Демек, (10.39) теңдік, х  G [-1; 1] нүктелерде 
орындалады.

Ескерту 4.7. (10.32)—(10.39) қатарларды қосу, азайту, көбейту, 
дифференциалдау және интегралдау ережелерін комбинациялау арқылы басқа 
да функцияларды Маклорен (Тейлор) қатарына жіктеуге пайдалануға болады.

Мысалы, arcctgx функциясының Маклорен қатары (10.38) формуласы 
сияқты. Ал arccos х  функциясыныкі (10.39) формуласы сияқты шығарылады. 

Мысал 4.3. f ( x )  — 2х функциясын Маклорен қатарына жіктеу керек. 
Шешуі. 2Х = е ]п 2 = ех,п2 болғандықтан (10.32) формулада х айнымалды, 

xln2  өрнекке ауыстырса,
In 2  1п2 2  _ ln3 2  1пп 2

2Х =  1 + - у х  + ~2\~х2 +  “з!- * 3 "*----- ~ffTx ■*— ' х е (-00; +0°)
Мысал 4.4. f ( x ) =  1п(3- х)  функциясының Маклорен қатарын жазу керек. 
Шешуі: f i x ) = ln(3- х) = In 3 ( l  - =  In 3 + In ( l  -  = In 3 +

...+ln[l + ( - | ) ]  болғандықтан, (10.36) формулада х  айнымалды г)-ке
ауыстырсақ,

Ц З - х )  = ІпЗ + ( - | )  - ( і ) ! + ( і )
2  3

1  1  X2
Іп(З-х) = ІпЗ - - Х -  — - у -

немесе,
хп+1

Зп + 1  п +  1

Мұнда -  1 < - -  < 1, яғни -  3 < х < 3.
3 з

Мысал 4.5. f i x )  = —  функциясының Маклорен қатарын жазу керек.
Шешуі. (10.36) формуланы пайдаланамыз. 

3 з _
~  4/00  = 4—Х = ■ ■ 771 деп түрлендіріп, (х)-ті -ке ауыстырсақ

(10.36) формула бойынша,

3 3 /  1 \  3 Г х / Х \ 2 / Х \ 3

= 4 = 4 L1  + 4 + (? ) + (? ) + "‘

немесе
3 Зх 3 / Х \ “ 3  / Х \ “ з х “
Г ^  = 4 4  + 4 І4 І + 4 W  + "' + 4 V '  + '"’

З х п

мұнда — 1 <  — <  1, яғни -  4 < х < 4.
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4.4. Дәрежелік катарлардың кейбір қолданулары

1. Функция мәндерін жуықтап есептеу
/ ( * )  ф ункциясы ны ң х =  х-і н үк тесін дег і м эн ін  бер іл ген  е >  0 дәл д ік п ен  

е с е п т е у  керек  болсы н .

Е гер  f  (х) ф ункциясы н ( - f t ;  R) аралы ғы нда д эр еж ел ік  қатарға ж іктеу  
м үм кін  б ол са ,

/ ( * )  =  а0 +  агх + а2х 2 + ... + апхп + ... 
ж эн е хг Е  ( -  R; R)  б ол са , он да  f{x{)  ш аманы ң д эл  м эн і,

f  (хх) =  а0 + а1х1 + а2х 2 +  . . .  +  а пх "  +  ... 
болы п, ал ж уы қ м эн і д е р б е с  қосы нды  5 п ( х 1) , яғни

f i x і )  *  5 п (Хі )  =  а0 + агхг + а2х\ + ... +  апх^ 
ш ама бол ады . п ө ск ен  сайы н соң ғы  ж уы қ тең дік тің  д эл д іг і артады. М ұндағы  
абсол ю т қате катар калды ғы ны ң м о д у л ін е  тең  болады , яғни

Яп+і(*і) =  l/(* i)  -  S„(*i)| = |an+1 xjl + 1  + ап+2х?+2 + |
С өй тіп , If ( x { ) -  £ „ ( * ! ) !  а б со л ю т  қатені Rn+1(x) қалдық қатарды бағалау

арқылы табуға  бол ады . Л ей б н и ц  қатарлары үш ін |Дя+і(*і)| ^ а п + \ Х \
и+1

ек ен дігі бел г іл і (Л ей б н и ц  теор ем асы , салдар  3 .1 ).
Басқа ж ағдай л ар да, м үм к ін д ігін ш е, м аж ор он та катарлар тауы п, осы  

катарды ң қалды қ катары ны ң қосы нды сы  |/?„+ 1( х ) |  ш аманы  бағалайды .
Мысал 4.6. е саны н 10 - 2  =  £ д эл д ік п ен  е с еп т еу  керек.

1 1  1
Ш е ш у і. (1 0 .3 2 )  формулада х =  1 д е с е к  е -  1 +  — +  — Н------- !- — + • • •  ^ұл

тен дік ті е = Sn +  Rn+і ( х )  д еп  ж азы п, Rn+1(x) қалдық м үш ен і бағалайық:

R n + l(x )  (п+1)! +  (п+2)!

< (^ТТ)і(1 + ̂ ТТ +

яғни Rn+1(x)  <  М ү н д а  к ем іл ел і геом етриялы қ прогрессияны ң

қосы нды сы ны ң ф ор м ул асы н  Я =  үш ін  қолданды қ. Е н ді <  0 ,0 0 1  

тең с ізд ік  оры ндалаты н дай  п натурал санды  та б у  керек. Бұл тең с ізд ік  п  >  6  
бол ған да  оры ндалады . С онды қтан ,

е
1 1 1 1 1  

1  +  1 + Й + 3 !+ 4! + 5! + 6 !
2 ,7 1 8

Мысал 4.7. п саны н е = 10 4 д ей ін г і д әл д ік п ен  е с е п т е у  керек.

Ш е ш у і. -  =  a r c s i n l  ек ен ін  еск ер іп , (1 0 .3 9 )  ф ор м ул ада  х =  -  д е п  алсак,

1 _  1 і V  ■ м ұнл а ( 2 п  -  1 )!! =  1 3 - 5 . . .
2  2  t t  2 <3п+1)н! (2 и + 1 ) ’
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Бұл қатардың қалдық қатары үшін

ү  (2к -  X)!! ү  (2*+  1)11
Z. (2к + 1) -  Z. 3 ■ 22к+1(к + 1)! (2fc + 1)

к=п+1 4 '  fc=n+l v '

бағалау орынды болғандықган жэне 3 2 зп+2 (п̂ і)!(2 п+і) <  Ю- 4  теңсіздің п > 4
болғанда орындалатындықтан -  санының жуық мэнін керекті дэлдікпен алу
үшін жіктелуде алынған сандық қатардың алғашқы бес мүшесінің 
қосындысын алу жеткілікті:

7Г

~6
1 . 1 , 3  , 5 , 35
2 + 48 + 1280 + 14336 + 72 ■ 8192

= 0,52359. Осыдан п »  3,1415.

2. Анықталған интегралдарды жуықтап есептеу
Алғашқы функция ақырлы түрде элементар функциялар арқылы өрнек- 

телмеген жағдайда анықталған интегралдарды жуықтап есептеуде дэрежелік 
қатарлар қолданылады.

ь
\ f ( x )d x анықталған интегралды £ > 0  дәлдікпен есептеу керек болсын.
a
Егер интеграл астындағы f ( x )  функциясын Маклорен қатарына жіктеу 

мүмкін болып, жинақталу аралыгы (-  /?; R) болса жэне [a; b] с  (- R; R) 
болса, онда берілген интегралды есептеу үшін бұл қатарды мүшелеп 
интегралдау қасиетін пайдалануға болады. Есептеудің қатесі функцияның 
мэнін есептегендей анықталады.

і
Мысал 4.8. J е~х2с£с анықталған интегралды £ = 0,001 дәлдікпен 

о
есептеу керек.

Шешуі. (10.32) жіктелуде х-ті (—х 2)-пен ауыстырсақ е~х функциясының 
жіктелуі

е
2 х 2 х 4 х 6

~Х = 1 - Т 7  + Т77-^7 +1! 2! 3!

(- 1 ) пх 2п 
+ -—  -----+П!

X €  ( - о о ;  + оо)

түріндегі қатар болады. Бұл абсолют жинақталушы қатарды [0; 1] G 
(-  оо; +оо) кесіндіде мүшелеп интегралдауға болады:

і і
/  7  Д  Ь  Г  + \ П . . У . П

) dx =( 2 Г (  X2 X4 X6 ( - l ) nx 2n\
e x dx = 1  — — + — -” — + *-  + -— -------V 1 ! 2 ! 3! n! )

=  1 -
1! ■ 3 2 !-5  3! ■ 7

+  •■• +
(~ 1 )п 

n! (2 n + 1 )
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Бұл Лейбниц қатары, сондықтан алғашқы к мүшелерінің қосындысының 
жуық мэнін есептегенде, абсолют қате (/с + 1 ) мүшесінің модулінен арт-
пайды. Осы шарттан керекті к санын табамыз:
к > 4.

(fc+l)(2 fc+l) <  0 ,0 0 1 , бұдан

тт Г , 1 1 1  1Демек, J е cfct » 1  -  -  + ----------+ —
3 10 42 216

0,747.

§ 5. Фурье қатарлары

5.1. Ортонормаланған функциялар жүйесі және жалпы түрдегі Фурье 
қатары түсінігі

f i x )  функциясын дәрежелік қатарға жіктеуді,

ю  = т + т х + с ш * + . . . ^ * + . . . '  (1„.40)

f  (х) функциясының { 1 , х, х 2, . . . .  х п, . . . } ақырсыз базис бойынша жіктелуі деп 
қарауға болады. (10.31) формуланы шығарғанда, бұл теңдік орындалуы үшін 
f i x )  функциясының х  = 0  нүктесінде ақырсыз туындыларға ие болуы жэне 
қалдық қатар

Ял+іО ) =
/(п+ 1 )(0 )

.71+1 +
/ (п+2)(0) ,71+2 +(п + 1 )! ' (п + 2 )!

үшін lim R n+l (дс) = 0 шарты орындалуы қажет еді. Яғни базистік функциялар

дәрежелік қатарға жіктелуші функциялар жиынын тарылтады. Мәселен, 
үзіліссіз функцияларды, дэрежелік қатарға жіктеуге болмайды.

Сонымен қатар нақты дүниедегі көптеген құбылыстар периодты процессті 
құрайды. Ал мұндай процесстерді дэрежелі қатар түрінде өрнектеуге 
болмайды. Сондықтан қатарға жіктеуді кеңейту қажеттігі туды.

[ - 1; I] кесіндіде интегралданатын барлық функциялар жиыны L[-l; 1]

кеңістікті қарастырайық, яғни J \f{x)dx\ < оо болса, f  і х )  е  L [ - l ; / ] .
-I

Мысалы, үзіліссіз функциялар, ақырлы бірінші текті үзіліс нүктелері бар 
бөлікті-үзілісті функциялар.

Анықтама 5.1. f i x )  G L[-l; I], д іх )  е L[-i, I] функцияларының скаляр 
көбейтіндісі деп,

i

(f , g ) =  j f ( x ) - g i x ) d x  (10.40)
-l

тендікпен анықталған санды атайды.
(10.40) скаляр көбейтінді геометриялық векторлардың скаляр 

көбейтіндісінің барлық қасиеттеріне ие:
і . i f , g )  = i9 . f ) -
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2 . ( /  + g, h) = (f ,  h) + {g, h)
3 .  (А /,0) = А(Ля), A G Я.
4. ( / . / )  > 0.
Анықтама 5.2. f { x )  6  L[- /; 1] функциясының ||/ || нормасы деп

П

ll/ll = л /(/-Л  = J  f 2(x)dx  (10.41)

теңцікпен анықталған санды атайды.
Анықтама 5.3. Егер f {x )  G L[-l; l] пен g{x ) G L[-i, i] функцияларының 

скаляр көбейтіндісі
I

( f> g )= j f (x ) -g (x )d x  = 0  (10.42)
-/

болса, онда f ( x )  пен д(х)  функциялары [ - 1; 1 ] кесіндіде ортогональ 
функциялар деп аталады.

Анықтама 5.4. Егер L[- і, /] кеңістіктегі
{(рп W } ” = 1  = {<Pi(*). <Рг(х)...... (pnix),...}

функциялар жүйесінің кез келген эртүрлі екеуінің [ - 1, /] кесіндісіндегі скаляр 
көбейтіндісі нөлге тең болса жэне әрқайсысының нормасы бірге тең болса 
онда бұл жүйені [- і, /] кесіндісінде ортонормальданған жүйе деп атайды.

Атап өтейік, L[- і, I] кеңістігінде ортогональ жүйелер ақырсыз көп 
функциялардан құралады. L[- і, 1] кеңістігінде ортонормоланған жүйеге мысал 
ретінде тригонометриялық жүйе деп аталушы

1  sinfjnx) cosfjnx)
9>оМ = J=><P2П-1 ІХ) = J .<Pznix) = ---- ■n = 1,2,3... (10.43)

жүйені келтіруге болады.
Анықтама 5.5. Кез келген f { x )  G L[-1; 1] функциясының 

кеңістікте ортонормаланған {(рп(х)} жүйе бойынша Фурье қатары деп
00

(Ю.44)
п= 1

түріндегі қатарды атайды, мұндағы fn сандары / ( х)  функциясының {(рп) жүйе 
бойынша Фурье коэффициенттері деп аталып,

fn  = ( f ’<Pn) = \ f{x)q>„{x)dx  (Ю.45)
-I

теңдікпен анықталады.
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5.2. 2 л  периодты функцияны тригонометриялық Фурье қатарына 
жіктеу

Кез келген периодты функцияны тригонометриялық қатар деп аталушы 
а0
— + ах cos х + Ьг sin х + а2 cos 2х + b2 sin 2х +

ао... +  Oj, cos пх  + bn sin пх  Н—  = —  + 2_j (ап cos их + bn sin их) (10.46)
2  п = 1

қатар түрінде жіктеп жазуға болады, мұндағы а0, a^, bn (n = 1,2,. . ) қатардың 
коэффициенттері деп аталады.

(10.46) қатарды

а0 NT"
—  +  Z ^ A n s m ( n x  +  <P n )  ( \ Ъ А 1 )

2  п = і

түрінде жазуға болады. Шынында да = Ansm(pn, bn = Ancos<pn десек 
Дп cos пх  + bn sin nx  = An sin(7ix +  (pn) болып (10.46) қатар (10.47) қатар 
түріне келтіреледі, мұнда Ап — yja% + b% жэне tg <рп = — Келесі алынатын

t>n
формулаларды бір тэрізді болуы үшін бос мүше ү  түрінде жазылды.

Келесі жағдайларды атап өтейік.
1. (10.46) тригонометриялық қатарды құраушы

і  cos х , sin * , cos 2*, sin 2 * ......cos n x , sin шс, (10.48)
функциялар жүйесі 2 и  периодты функциялар. Өйткені cos пх  жэне sinnx 
функцияларының периоды ~ > п = 1,2,3,..., демек 2л  = п --^  барлық 
функциялардыц да периоды болады.

2. (10.46) қатардың 5п(х) дербес қосындылары да 2д-периодты 
функциялардыц қосындысы болғандықтан 2 тг-периодты функция болады. 
Демек, (10.46) катар [— 7г; л] кесіндіде жинақты болса, оның қосындысы да 2л- 
периодты функция болады, яғни катар (-оо; +оо) интервалда жинақты болады. 
Сондықтан периодты процесстерді түсіндіріп жазатын периодты 
функцияларды үйренуде тригонометриялық қатарлар ыңғайлы.

Периодты процесстерге машина деталдары мен приборларының тербелмелі 
және айнымалы қозғалыстары, элементар бөлшектердің периодты 
қозғалыстары, акустикалық және электромагниттік тербелістер, т.б. жатады.

3. (10.48) жүйенің эртүрлі екі мүшесі ортогональ. Шынында да,

г 1 { 1
— cos пхах = < —  sin их
2—л ( 2 и

= 0. (и Ф О)
-п

(10.49)



f 1 • 1—sin week -------
J o  O -

/ Г

cosnx

71

/

-/r 4

cos mx • cos nx

2 л?
n

= 0. (VweTV) (10.50)

dx = -  J [cos(m + n) x + cos(m -  n) x]dx =

1 г sin (т + п)х sin( т - п ) х *  J-  J +
2 -{ т + п т - п -* 1

0 ,(w  * n) 

л ,(т = п)
(10.51)

71

/-71

n

Isi-71

■a

sin m x  ■ cos

m + n

nxdx  = — J [sin(m + n ) x  + sin (m — n) x]dx =

= 0  ( V n e N )  (10.52)
(m + n)x (m -  n)x

cos----------- + cos------------
m -  n 

n

sin mx  ■ sinin nxdx 2  /  [cos(m -  n) x + cos(m + n) x]dx =
П

— T  = { ° '('” ' " ) = 0 (VneJV ) (10.53) 
n  [л,{т = п)

(m -  n)x (m + 
sin------------- cos------

m — n m + I
Ескерту 5.1. 3-тармақтағы тұжырым интегралдау аймагы [0; 2л] болғанда 

да орынды.
Енді кезкелген 2я-периодты f ( x )  функциясын тригонометриялық Фурье 

қатарына жіктеуді қарастырайық.
Теорема 10.23. Егер / (х )  функциясы [— 7Г; 7г] кесіндіде интегралданушы 

функция болса жэне эрбір мүшесін интегралдауға болатын
(Л

/ ( х )  = ---+ 2 ^ ( ap COS nx + bn sin их)
2  п= 1

тригонометриялық қатарға жіктелсе, онда бұл жіктеу жалғыз ғана болады. 
Дәлелдеуі. (10.60) теңдіктің екі жағын да [-я; я] кесінді бойынша

(10.54)

интегралдасақ
71

J f ( x ) d x  = ^  / < * *  +  £ [ < ■ »  j  cos nx dx + bn J  sin nx dx]
-71 -71 n = l  - n  - n

теңдік шығады. Бұдан, (10.49), (10.50) тендіктері ескерсек,

a 0 = —  \ f { x ) d x  (10.55)
7 t J-п

Ощ коэффициенттерді табу үшін (10.54) теңдікті cosmx-қа көбейтіп, 
[-я; я] кесіндіде интегралдаймыз. Онда (10.51), (10.52) формулаларды 
ескерсек, т  = п  болғанда
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71 7Г

I  f  ( x )  c o s  mx dx = J cos mx  dx +

+
<JU / и

X H
-nП

Ьп Icos mx  ■ c o s  nx dx + bn I c o s  mx  • s in  nx dx = ann

тен дік  ш ы ғады . Бұл тең д ік тен

1  к
а„ = — J / ( x ) c o s  nxdx,  « = 1,2,3,...

О сы  сияқты  (1 0 .5 4 )  тең д ік т і s in m x -қа к өбей т іп , [ - я ;  п] 
интегралдасақ  (1 0 .5 1 ) , (1 0 .5 2 )  ф орм улалар  н ег із ін д е  ( т  =  п )

(1 0 .5 6 )

к есін д ід е

ъп п

71

-71
п = 1,2,3,... (1 0 .5 7 )

С оны м ен, а0,ап,Ьп коэф ф ициенттері бір м эн ді аныкгалғандыктан (10 .54)  
жіктеу жалғы з ғана болады .

Анықтама 5.6. / ( х )  ф ункциясы  [ - я ;  я ]  к ес ін д ід е  анықталған ж эн е  
интегралдануш ы  ф ункция б ол са , о н д а  (1 0 .5 5 ) , (1 0 .5 6 ) , (1 0 .5 7 )  ф орм улалары м ен  
табы лған а0, ап, Ьп сан дары  Ф урье к оэф ф и ц и ен ттер і д еп  аталады , ал коэф ф и- 
циенттері осы  сан дар  бол ған

(ап cos nx + bn s in  пх)

қатар / ( х )  ф ункциясы ны ң тр игоном етриялы қ Ф урье қатары д еп  аталады: 
[ -  я ; я ]  к е с ін д ід е  интегр алдануш ы  / ( х )  ф ункциясы  үш інОО

а0 ү 1

f ( x ) ~ — + 2_l (а п cos п х  +  s in  п х )
п=1

сәйкестік  т ү р ін д е  ж азады .
Анықтама 5.7. 2 я -п е р и о д т ы , барлы қ сан  о с ін д е  анықталған Ғ(х) 

ф ункциясы  [ - я ;  я ]  к е с ін д ід е  f ( x )  ф ункцияға тең  бол са , яғни Ғ(х) = / ( х ) ,  
он да Ғ(х )  ф ункциясы н f ( x )  ф ункциясы ны ң 2 я  -п ер и одты  ж алғасты руы  д еп  
атайды.

Е гер [ - я ;  я ]  к е с ін д ід е  тр игон ом етриялы к  Ф урье қатары f ( x )  ф ункцияға  
ж инақталса, о н д а  ол  қатар барлы қ сан  ө с ін д е  Ғ ( х )  ф ункцияға ж инақталады .

Н егізг і м әсел е; қандай ш арттар оры ндал ған да қатарды ң қосы нды сы  
5 ( х )  =  f { x )  болады .

Бұл сұрақка ж етк іл ікті ш артты  тұж ы р ы м дайты н к ел есі тео р ем а  ж ауап  
бер ед і.

Теорема 10.24 (Дирихле). Е гер / ( х )  ж эн е  оны ң туы нды сы  f ' (x )  
ф ункциялары  [ - я ;  я ]  к ес ін д іс ін д е  ү з іл іс с із , н ем есе  ақырлы хк н үк тел ер ін де  
б ір ін ш і тек ті ү з іл іс і бар  б о л са , онда:

a) f i x )  ф унк ц иясы  ү з іл іс с із  бол ған  н үк т ел ер ін де ,
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(10.58)
Cl Л

f ( x )  = S(x) = ^ -  + Y^(an cosnx + bn s in nx),
£  M=1

6) f (x )  ф ункциясы ны ң б ір ін ш і текті ү з іл іс с із  н үк тел ер ін де

s (x k) ~Г  lim / ( j f ) +  lim f ( x)
2 |_*-***~0  дг- > д:А+0

в) x  =  ±  7Г н үк т ел ер ін де , яғни к есін д ін ің  ш еткі н үк тел ер ін де  

5 (-л -)  = 5(д-) = ^ -[ lim / ( х ) +  lim / ( * ) ]
9  Цс->-;г+0 х-> ;г-0  J

(10.59)

(10.60)

Ескерту 5.2. 27Г-периодты Ғ(х) ж алғасты ру ф ункциясы  үш ін  әрбір  х Е 
(-оо; +оо) н үк т ед е , (10.58), (10.59), (10.60) тең д ік тер д ің  б ір еу і орынды  
болады .

Ескерту 5.3. Дирихле теоремасы, ([1], Гл. 17. §5)-те дәлелденген теорема 
18-дің дербес жағдайы.

Мысал 5.1. 27Г-периодты [~7г; п\ к е с ін д іс ін д е  анықталған

fix'! =  ( -* '  _ ’ г £ д : < 0  ' w  І2х, 0 < х < л
функциясын Фурье қатарына жіктеу керек.

Шешуі. Бұл функция Дирихле шарттарын қанағаттандырады. Сондықтан
(10.54) Фурье қатарына жіктеледі. Қатардың коэффициенттерін табамыз:

п 0 п
а0 = — I f ( x ) d x  = — I ( - x ) d x  + — I 2 xdx = 

л  J л  ) л  J

( A  0  ( ¥ ) ”*]

v 2) n  + \ 2 ) o M * + ■
2 л ‘ Зл

~2

an = — [ f ( x ) cos n x d x  = — f  
л  J л  J

-71 0

- i f -

i f(—x) cos n x d x  + — I 2x cos nx dx =

: cos nxdx
и = x  ,dv  = cos nx dx 

s in  nx
du  = dx, v  =

Л J
+ — \ x  cos nx dx

n
и =  x ,d v  = cos nx dx 

sin nx
du = dx, v  = --------

n

+

sinnx
n —Л

ЛГ sin nx  2 г sin nx f  sm nx
-------- d x \ + - \ x ---------- ------- -------- dx ] =

J n л і  n  n J n

- ~ [ o
Л  L

cosnxi

—7TJ Л  L
+ -  0  +

cosnxi
n r ~ \
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1 2  3
--- г (1 -  COS П7Г) + --- ~ (COS 7Т7Г -  1) = ------ г [1 -  (—1)П].
ППг  Я П 1 ПТТ*

О сы  сияқты , есеп т есек ,
Л ' О л

Ьп — — s in
я

1
s i n n x  dx =  — 

я
j  ( —х)  s in  пх dx + 2 xsin пх dx
п О

О н да (1 0 .4 5 )  т ү р ін д ег і f  (х) ф ункциясы ны ң тр игоном етриялы қ Ф урье  
катары ( -  я ; я )  и нтервалда, Д и р и хл е  теор ем асы  бойы нш а,

ал / ( —я )  =  я , / ( я )  =  2 я

5.3. Жұп және тақ функцияларды тригонометриялык Фурье қатарына 
жіктеу

Е гер f (x )  ф ункциясы  [ - я ;  я ]  к е с ін д ід е  ж уп  ф ункция бол са , яғни  

f ( - x )  =  f ( x ) ,  о н д а  он ы ң  Ф урье катары

Е гер  f (x )  ф ункциясы  [ - я ;  я ]  к е с ін д ід е  так ф ункция бол са , ягни  

f { - x )  =  - f { x ) ,  он ы ц  Ф урье катары

х =  ± я  н у

(1 0 .6 1 )

тү р ін д е  бол ады , м ундагы

-0 =  — J  f { x ) d x , a n =  —  J / ( х ) c o s  nxdx,n е  N  (1 0 .6 2 )

ОО

(1 0 .6 3 )
Л=1

тү р ін д е  бол ады , м ундагы

(1 0 .6 4 )
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Ш ы ны нда д а , егер  / ( * )  ф ункциясы  [ - я ;  я ] сим м етриялы қ кесіндіде  
интегралданаты н б о л са , он да

/ ( * )  -  ж ұ п  ф у н к ц и я  б о л ғ а н д а  

f i x )  -  т а қ  ф у н к ц и я  б о л ғ а н д а  ^

ек ен д іг і айқы н.
Е гер  f i x )  ж ұп  ф ункция б о л са , f i x )  cos nx  -  ж ұп  ф ункция, себеб і 

f { - x ) c o s ( - n x ) = f ( x ) c o s n x ,  ал f ( x ) s i n n x  так ф ункция, себебі 

/ ( -  х )  s i n ( -  пх )  =  -  f ( x )  s in  nx.
Е гер f { x ) тақ ф ункция б ол са , о н д а  / ( * )  cosnx  -  так , f ix )  sin п х -  жұп  

ф ункция болады .
О н да  (1 0 .6 5 )  ф орм уланы  еск ер е  оты ры п (1 0 .5 5 ) , (1 0 .5 6 ) , (1 0 .5 7 ) формула- 

лардан  (1 0 .6 1 )—(1 0 .6 4 )  ф орм улаларды  аламы з.

Мысал 5.2. f i x )  = 2х, х  G [-я; я ], Т = 2 я  ф ункцияны  тригонометрия- 
лык Ф урье қатары на ж ік т еу  керек.

Шешуі. у  =  2х ф ункциясы  Д и р и х л е  ш арттары н қанағаттанды рады , эрі тақ 
ф ункция.

Д е м е к ,а „  =  0, п  =  0 , 1 , 2,3 , . . .  ,ал

2 }  4 ГЬп =  — I 2 x s in  nxdx = — I x s in  nxdx 
n \

и =  x,du =  dx 

dv =  sin  nxdx 

c o s  nx

4

71

X l7[ 1 .
— cos nx |0 H— r-sinrac 

n n

V  —

п

Л 4
0

7Г1 w j
CO S7Tn,

яғни bn = -  (-  l ) n+1, n e N, Ф урье катары на тек  си н устар  ғана кіреді:7Г

Z4  . .  - 2 я  +  2 я
- ( - l ) n+1 s i n n x .  5 ( ± я )  = ------- -------- ---  0.
я  2

п=1

Д ем ек , х  £  ( - я ;  я )  б ол ған да  5 ( х )  =  f ix ) ;  
х = - я  б ол ған да  / ( - я )  =  - 2 я , 5 ( - я )  =  0; 

х = п б о л ғ а н д а / ( я )  =  2 я , 5 ( я )  =  0 .

Мысал 5.3. f (x )  = - x 2,x  е  [ - я ; я ] , Т  =  2 я , ф ункцияны  тригоном етрия- 

лык Ф урье қатары на ж ік т еу  керек.
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Шешуі. Берілген функция [— 7г; 7г] кесіндіде Дирихле шарттарын 
қанағаттандырады, эрі жұп функция. Сондықтан Ьп = 0 болып, ап 
коэффициенттері (10.62) формуламен табылады.

2  7 1 _ 1 х \ п  я 3 п 2
ап = — I - х  ах — —— = —  = —  •

0 п )  2 іг 3 п Зя 3 '

2 п 1  +7Г
= — I - х 2 cosnxdx  = -  I х 2 cosnxdx  n j  2  n j

* sinnx
n

о

n  f sinnx 1  2 f
— I ------- 2 x dx  =  — ■ 0 ------- I x  sin nxdx =

Q J n  n nn J

и = x 2 , du = 2 xdx  
dv  = cos nx dx 

sin nx
V =

n

0
71

2 f  ■= ------XSl
nn J sin nxdx

u = x , du = dx
dv  =  sin nx dx 

cos nx 
v = -----------

n
2 х cos nx я 7Г

1  Г— — + -  cos nxdxпя n
0

n j
0

2 X cos nx я 1 ғі— — + —=■ sin nx 1пя n 0  n2  loj = ( - 1 Г - - Т  n̂
Онда берілген функцияның Фурье қатары:

, 2  „ 2  -  cos2  х cos ЗхX‘ Я /COSX
У  = T  “ 2 v i 22 32

Демек, x E (-  я; я) болғанда 5(x) = f i x ) ;
x = ±я  болғанда / (± я )  = у ,5 ( ± я )  = £ [ / ( -  тг + 0 ) + f ( n -  °)] = = у -

Сондықтанх G [-я; я] болғанда 5(х) = fix').

5.4. 21-периодты функциялардың тригонометриялық Фурье қатары

f i x )  функциясы [ - I; і],1 > 0  кесіндіде анықталған жэне осы кесіндіде 
Дирихле теоремасының шарттарын қанағаттардырсын. Осы функцияны Фурье 
қатарына жіктейік.

х  = — ,- (  =я I
алмастыру жәрдемімен жаңа £ айнымалды енгізіп, сріО = f  Q ) = f i x )  функ-
циясьш қарастырайық. х G [ - 1; I) болғанда £ G [-я; я] болады. Онда <p(f) 
функциясына сэйкес (10.54) Фурье қатары.

¥ £ )  = — + X  К  cos + Ъп s in  и£)
2  п=і

( 10.66)
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түрінде болады, мұндағы
1

а о =  -----

п

1

Ьп
п

а 0 = — \<P(Z)d%,an = — } ? (£ )  cos 
п  к  J

(10.67)

bn = — f ^ ( £ ) s in i 7 ^ £  Фурье коэффициенттері.
П -п

Енді қайтадан х  айнымалға оралсақ: 

х =
Онда (10.66) формула

f(x) =

түрге келеді, мұндағы

1  г г ;

а0 = у  J  f ( x ) d x ,a n = j  J  f ( x ) c o s ^ - x d x  ,bn = -  J  f ( x )  s i n ^ x  dx
-i -i -i

(10.67) формула (2()-периодты /(x )  функциясының Фурье қатары.
Дербес жағдайларда, 2/-периодты f ( x )  функциясы [- /; I] кесіндіде жұп 

болса, Ьп = 0  болып,

1 7Г теv̂, II X
'—

1 d f  = — dx. 1

«о (  гтх пкхЛ
—  +

2 J апcos + bn sin
2 tT v  / l J

СС ж ч ГМІ,
f i x)  = —  + > a  cos —  х

2  ы ’ /
2  г

wr
( 10.68)

мұндағы a Q = — j  f ( x ) d x , a n = — j  f ( x ) c o s  —  xdx;
I Л  ̂ П i

ал тақ болса a0 =  0 , an = 0  болып,

S Y17T
b„ sin— x

l
(10.69)

о ^
2  r wtt

мұндағы bn = — \ f ( x )  sin —  xcfct түрінде болады
( л (

Мысал 5.4. / (х )  = -  функциясын (-4; 4) интервалында Фурье қатарына 
жіктеу керек.

Шешуі. Берілген функция тақ функция, Дирихле теоремасыньщ шарттарын 
қанағаттандырады. / = 4 болғандықган (10.69) формула бойынша, ізделінді катар

X , . П7Г
— = > Ъ sin— х  2 Г" 4
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2  4
түрінде болады, мұндағы Ъ =— f—sin— хек■ bn коэффициенттердіесептейміз:

' 4 J0 2 4

Ь" = \ І Х
nn

sin — х dx 4

и — х , du = dx 
nn

dv = sin— x dx 4
4 nn

v = ----- cos— xnn 4
4 nn 4 4 f  nn

—х ----cos— X -1---- I cos — x dxnn 4 0 nn J 4
0

4 nn 4 4I ___ n nnx 4
C(nn )ST 0

i -----51nn n ~ nn
4 4

= ----- cos nn = —  ( - l ) n+1,nn ' nn n

= 1,2,3,...

Сонымен,

x
2

nx
4 / s m - r
n '

sin-2nx sin-3nx

тендік (-4; 4) интервалдың барлық нүктелерінде орындалады.

5.5. Периодсыз функцияны Фурье қатарына жіктеу

f i x )  функциясы (-оо; +оо) интервалда 
анықталған периодсыз функция болсын.
Мұндай функция Фурье қатарына 
жіктелмейді, себебі Фурье қатарының 
қосындысы периодты функция, демек бұл 
қосынды барлық х  нүктелерде /(х)-қа  
тең болмауы мумкін.

Алайда, f ( x ) функциясын шенелген 
жиында Фурье қатарына жіктеу керек 
болса, онда оны 2 /-периодты функцияны 
жіктеуге келтіруге болады. Келесі 
жағдайларды қарастырайық.

1. Периодсыз f ( x )  функциясы [a; b] 
кесіндіде анықталып, Дирихле теоремасы- 
ның шарттарын қанағаттандырсын (сурет 
10.2). Т = 21 = \Ь-  а\ периодты Д (х) 
функциясын кұрамыз, [a; b] кесіндіде Д (х) = f  (х).

Онда Д (х) функциясының Фурье қатарын құрамыз, бұл қатардың 
қосындысы, үзіліс нүктелерінен басқа нүктелерде, берілген / (х )  функциясына 
тең болады. Бұл аралықгың сыртында тіпті басқа функция болады.
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2 . П е р и о д с ы з  f ix )  ф ун к ц и я сы н  [0; I] к е с ін д ід е  Ф ур ье қатары на ж іктеу  
к ер ек  б о л с ы н . Я ғн и , к о о р д и н а т а  б а с  н ү к т ес ін  х =  а н ү к т ес ін е  көш іріп , 
I = \Ь -  а\ б о л ғ а н  ж а ғд а й .

Бұл ж ағдай да  f i x )  ф ункцияны  [ - 1; 0 ] к ес ін д ід е  қосы м ш а анықтап, содан  
со ң  оны  Т = 21 п ер и о д п ен  ж алғасты рам ы з. О сы лайш а алынған 21 периодты  
Д О с ) ф ункцияны  [ - / ;  I] к ес ін д ід е  Ф урье қатарына ж ік тел ін ед і. Бүл берілген  
f i x )  ф ункциясы  үш ін  [ -  /; /] к ес ін д ід ег і ізд ел ін д і Ф урье қатары.

Д е р б е с  ж ағдайда:
а) f {x )  ф ункциясы н [— Z; 0] к ес ін д іге  ж ұп  етіп  ж алғасты рсақ, содан  соң  

Т =  2 / п ер и о д п ен  ж алғасты рсақ, о н д а  [ -  і, I] к ес ін д ід е  алынған 21 периоды  
fx{x) Ф урье қатары на ж іктеп , f (x )  ф ункциясы ны ң [0; I] к есін д ідег і Фурье 
қатары на ж ік тел у ін  алам ы з (с у р ет  10 .3).

б )  f(x)  ф ункциясы н [-1 ;  0 ] к ес ін д іге  тақ етіп  ж алғасты рса, содан  соң  

Т = 21 п ер и о д п ен  ж алғасты рсақ, он да  [ - 1, I] к ес ін д ід е  алынған 21 периодты  
/ 2 ( х )  ф ункциясы н тек си н устар дан  тұраты н Ф урье катарына ж іктеуге болады  
(с у р ет  10.4).

f i x )  ф ункциясы  үш ін  к оси н устар  м ен  си н устар  қатарлары ның қосындысы  
(0 ; I) к ес ін д ід е  өзара тең  болады . Е гер  х0 н үктесі f i x )  ф ункциясы ны ң үзіл іс  
н үк тесі б о л са , екі қатар үш ін  д е

SOo) = һ  Иш f i x )  + lim f i x )]
2  Х->Хо- 0  JC—*Л"о + 0

санға тең  болады .
Б ұл тұж ы р ы м дарды ң  барлы ғы  д а  [0; п\ к ес ін д іс і үш ін  д е  оры нды ,
Мысал 5.5. f i x )  = - j - ,0  < х  < п  ф ункциясы н Ф урье қатарына ж іктеу

керек.
Шешуі. f ix )  ф ункциясы н [ - я ;  0] к ес ін д іге  ж үп  етіп  ж алғастырайық. О нда

(п + х
------- , — п <  х <  0

А О ) = <
п -  X 

, 4  ’
0  <  х < п
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функциясы Т = 2п  периодты функция болады. /і(х )  функциясы Дирихле 
теоремасының шарттарын қанағаттандырады. Онда бұл функцияның жіктелуі 
( 1 0 .6 8 ) түрінде болады, ал оның коэффициенттері

2 Гтг - х  2 1 Г - 2-1
“о = г  — т- d x  = - - ~  п )  4 7г 4 пх — ■

п

0

п
4’

2 \ л - х  ^  1 }
аг -------cosnxdx = —  \{п - х ) cosnxdx

п {  4  2 7 Г І

и = к  - x , d u  = -dx  

dv = cos nxdx 

1  .
v = — sin nx 

n
_ 1 _ 

2  n

{ n - x )  .
----------sin их

n

1 *„ I f . 1 L  1 ( - c o s w c \ „
n н—  sin nxdx = ---- 0  + -

Я w
0 I n n \  n J '° _

„ ч 7T — X 71 1 /cosx cos3x cos 5x
Демек, f { x )  = ——-  = -  + -  - 7 -  + „  +

32 52 )•
7Г 7Г

мұндағы 0 < x  < л  және 5(0) =  ̂  ̂ = - ,5 ( ± я )  = —-— = 0.
x L

§ 6 . Комплекс айнымалды қатарлар

6.1. Комплекс сандар тізбегінің шегі

Нақты сандар тізбектерінің шегі туралы тұжырымдарды комплекс сандар 
тізбектері үшін жалпылауға болады.

i z k ) k = 1 =  i z l>z 2 f - > z n > - - - }

Мұндағы zn = хп + іуп, п  6  N комплекс сандар, і 2 = - 1 .
Комплекс сандар тізбегін қарастырайық.
Анықтама 6.1. Егер кез келген £ > 0 саны үшін, N = N(s)  натурал саны 

табылып, барлық п >  N нөмірлер үшін \zn -  а\ < е теңсіздігі орындалса, онда 
a = х0 + іу0 санын {zn} тізбектің шегі деп атайды жэне оны hmzn = а немесе
zn -> a, п  -» оо түрінде жазады.

Геомертриялық түсіндірілуі: Әрбір £ > Осаны үшін, кейбір N  нөмірден 
бастап {zn} тізбектің барлық мүшелері, Оху комплекс жазықтықта центрі
а = х0 + іу0 , радиусы е болған____________________

р(Мп,М0) = V іхп -  х0 ) 2  + (уп -  Уо)2 < е (10.70)
дөңгелектің ішінде жатады жэне п өскен сайын Мп{хп,уп) нүкте М0 (х0 ,у0), 
нүктеге жақындай түседі. Мұндағы р{Мп,М0) комплекс жазықтықтағы 
нүктелердің арасындағы қашықтық. Әрбір zn комплекс сан реттелген (xn; уп)
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накты сандар жұбы, сондықтан {zn} тізбекке {хп} жэне {уп} екі нақты сандар 
тізбектері сәйкес келеді, бұлар {zn} тізбектің нақты жэне жорамал бөліктерінен 
құрылған.

Келесі теорема орынды.
Теорема 10.25. {zn} = {xn + іуп) тізбек жинақты болуы үшін, {хп} жэне 

{уп} нақты сандар тізбектерінің жинақты болуы қажетті жэне жеткілікті.
Дәлелдеуі. Қажеттілігі. zn -> а = х 0 + іу0 болсын. Онда кез келген е > 0 

үшін N = N(e) нөмір табылып, барлық п > N нөмірлерде (10.70) теңсіздік 
орындалады,

V (*п  -  * о ) 2 +  (Уп “  Уо)2 < ^
Бүл теңсіздіктен п >  N болғанда |xn- x 0| < \zn-a \  < г, |у„-у0| < |zn-  а| < 

г теңсіздіктері шығады. Демек Іітх„ = х0, Н туп = у0.
п—>® л—>да

Жеткіліктілігі. хп -> х0,уп -* у0 жэне a = х0 + іу0 болсын. Онда,
\zn -  а\ = у/(хп -  х0) 2 + (уп -  у0 ) 2 тендіктен zn -> а, п -> оо болғанда,

Хп —} Xq, у п — екендігішығады.
Бұл теорема нақты сан тізбектері туралы негізгі тұжырымдарды комплекс 

сан тізбектеріне де өткізуге мүмкіндік береді.
Мысал 6.1. {zn} =  + і тізбектің шегін табу керек.

Шешуі. lim хп = lim
71—>оо П -» 0 0

2п—1
71+1

71

lim -
71—>00 П

= 2,

^_71 71

limyn = lim —  = lim -
71->оо 71—>00 71 +  2 71—>оо 71

— 1  болғандықтан, limzn = 2  -7l->00 і болады.

6.2. Комплекс сандық қатарлар

{zn}n=і =  (z i< z 2> ■ • • * zn> • • ■} комплекс сандар тізбегінен, мүндағы zn =
*„ + iyn.

GO

Zj +  z 2 + z 3 +  ... +  z„ +  ... =  £ z „  (10-71)
n= 1

комплекс сандық қатар қүрамыз.
Анықтама 6.2. (10.71) қатардың алғашқы п  мүшесінің қосындысы, «- 

дербес қосындылар {Sn} комплекс сандар тізбегінің lim Sn = S шегі бар болса,71—>00
онда (10.71) комплекс сандық қатары жинақты деп аталады.

со

Бұл жағдайда z. + z , + z 3 + ... + Z + ... = 2_,z r = = $  Деп жазылады,
n-> ооп= 1

S санын қатардың қосындысы деп атайды.
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нақты санды қ қатарлар(1 0 .7 1 )  к ом п л ек с санды қ қатарға ^ Х„ ж эн е
п= 1 /7=1

сәй к ес  к ел ед і.
ОО 00

Теорема 10.26. (1 0 .7 1 )  қатар ж инақты  бол уы  үш ін  ж ән е
п=і «=і

накты сан ды қ  қатарларды ң ж инақты  болуы  қаж етті ж эн е  ж еткілікті.
00 00 00

С он да  ^ Хп — S' ж эн е  ^ у п =  S" бол са , S =  ^ Z n =  S' +  І • S"
п- 1 я = 1 /7=1

болады .
00

Дәлелдеуі. Қажеттілігі. — S  болсы н. Я ғни , l im S n =  S = х0 + іу0.
-п—ь т

/7=1

О нда кез келген  £ >  0 ү ш ін  /V =  /V (e) н өм ір  табы лы п, барлы к п > N 
н өм ір л ер де

/Г~” V  v
|5 .  - S I =  J  х  -  JC0j  +  х  -  j>0J  <  z . Б ұл тең сізд ік тен  п > N

болғанда, S ,  ~ Z * » - -
Аг=1

< | *S'„ — iS |<  £■. Д ем ек  l i m S  — XQ — S .

У 0

О сы лайш а п > N бол ған да ,

І5-" -  УоІ <

Д ем ек , l i m  S'" =  >»о =  S ".
п-> 00

Жеткіліктілігі. 5”_—>Х0, 5^ —>_уо

ti

к= 1

< І̂ п -  S| < £/

болсы н. О нда

15„ -  5 1 =  -  X0) 2 +  ( S ’ -  у 0У тең д ік тен  И Ш S  =  5 ,  м ұндағы

$ . = « ; + « ; = 2 > . + < ! > . •
*=1 *=1

Теорема 10.27. М үш ел ер і ком п лек с сан дар  болған
00

z 1 + z 2 + z 3 + . . .  +  z „ + . . .  =  ] T z „  (1 0 .7 1 )
/7—1

қатарды ң м ү ш ел ер ін ің  м о д у л ь д ер ін ен  құралған
00

I Zj I +  I z 2 I +  I Z3 I + . . . +  I Z „ |  + . . .  =  z n I (1 0 .7 2 )
/7=1

нақты  сан ды қ  қатар ж инақты  б ол са , ( 10 . 71 )  катар д а  ж инақты  болады .
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Дәлелдеуі. zn =  хп + іуп болсын. Онда|гп| = ^ х \  + у п2 жэне |хп| <

V * n  +  Уп, ІУпІ ^  у/хп + Уп болады. Онда салыстыру белгілері бойынша
оо ОО 00

(теорема 10.7) ^ j x n \ және уп | қатарлары жинақты. Демек, және
п= 1

аи

у '  У қатарлары жинақты, тіпті абсолют жинақты. Ал бұл тұжырымдар
п = \

(10.71) қатардың жинақты болуына жеткілікті.

Мысал 6.2. у  + 0  комплекс сандық қатарды жинақтылыққа зерттеу 
&  п\

керек.
Шешуі. Берілген қатардың модульдерінен құралған (10.72) түріндегі 

сандық қатарға Даламбер белгісін қолдансақ,
Un+1 п! |(2 + і)п+1І ,. \2 + і\ V5

= lim 7—— —- = lim — —г = lim-----—— = һшlim
n - » o o u„ n -*00 ( n  +  1 ) !  1 (2  +  i ) n | n -*00 n  +  1  n-* OO n + 1  П-.00 n  +  1

= 0  <  1

болады. Демек, қатар абсолют жинақты.

6.3. Мүшелері комплекс дәрежелік қатарлар

о 0 +  a ] ( z - a )  +  a 2 ( z - a ) 2 + . . .  +  a n( z - a ) n + ... = £ a „ ( z - a ) \  (Ю.73)
л=0

түріндегі ақырсыз қосынды, мұндағы z  = х + іу  комплекс айнымал, сц.п = 
0 , 1 , 2 ,..., мен а комплекс сандар, мүшелері комплекс дәрежелік қатар деп 
аталады. Дербес жағдайда, a = 0 болса

<*о + a 1z  + a 2z 2 +.. .  + a nz n +.. .  = ^ а пг п (10.74)
п = 0

болады. (10.73) қатардаz  - a  = t  десек (10.74) қатар шығады.
(10.74) қатар z =  0 нүктесінде жинақты.
Теорема 10.28. (Абель). Егер (10.74) дәрежелік қатар:
а) z = z0 Ф 0  нүктесінде жинақты болса, онда ол |z| < |z0| теңсіздікті 

қанағаттандырушы барлық z нүктелерінде абсолют жинақты болады;
б) z — Z\ нүктесінде жинақсыз болса, онда ол |z| > |zx| теңсіздікті 

қанағаттандырушы барлық z нүктелерінде жинақсыз болады.
Теорема 10.29. (10.74) дәрежелік қатар (-  R; R) аралығында абсолют 

жинақты, (-  R] -  оо), (/?; оо) аралықтарында жинақсыз болатын R саны 
табылады және

R  = lim
и-> °0

a .

a n + 1

формулалармен анықталады.

немесе R = lim ------- -------
^ 00 lim VI а„ I

я —>оо

(10.75)
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\z\ =  R н үк т ел ер ін де  (1 0 .7 4 )  қатарды ң ж инақты лығы  қосы м ш а зер тгел ед і. 
Е гер  (1 0 .7 4 )  катар тек  қана z =  0 н үк т есін де  жинақты  бол са , R =  0  д еп , ал 

Оху к ом п л ек с ж азы қты қты ң барлы қ н үк тел ер ін де жинақты  б о л са  R =  + о о  д еп  
есеп т ел ед і.

Мысал 6.3.
y f n z n

д әр еж ел ік  қатарды ң ж инақты лы қ радиусы н табу
* = 1  п\

керек.
Шешуі. (1 0 .7 5 )  ф ор м ул ал ар ды ң  б ір ін ш ісін  қолдансақ

Vn ( п  4- 1)!R -  Ііш71-* 00

On
а п + 1

= ІІШ
п-*о° д/п +  1 п! =  lim

п-> оо

= lim 1  • (n + 1 ) = ооП-* 00

П

- 0 4 ) (п +  1 )

Д ем ек , б ер іл ген  қатар z -т ің  кез к елген  м эн ін д е  а б со л ю т  ж инақты .

6.4. Аналитикалық функциялар. Эйлер формуласы

f ( z )  = a0 + а ^  + а2г 2 +... + anz n +... = ^ a nz n (1 0 .7 4 )
п=0

қатарды қарасты райы қ.
Е гер  (1 0 .7 4 )  қатар \z\ < R д ө ң гел ек  іш ін де  жинакты  бол са , оны ң  

қосы нды сы  / ( z )  ф ункция z  ком п лек с айны м алды ң ф ункциясы  болады .
Анықтама 6 .3 . Д э р е ж е л ік  қатар (1 0 .7 4 )  тү р ін д е  өр н ектел етін  комплекс  

айны м алды  ф ункциялар аналитикалы қ ф ункциялар д еп  аталады .
А налитикалы қ ф ункциялар ө з алды на ү й р ен іл ед і.
ех ф унк ц иясы н  М ак л ор ен  қатары на ж ік тел ген де, кезкелген  х -т е  ж инақ- 

талатын.

* х".  А  А  Л  з А

=  1 + -  + ----+ ... + -----+  . . .=  >  —
1! 2! п\ п\

(1 0 .7 5 )

д эр еж ел ік  қатары н алған едік .
Е гер  х нақты  айны м алды  z  ком плекс айны м алға ауы сты рсақ, z -тің  

д эр еж ел ер і бой ы н ш а
z  z 2 z n

1  + — + — Н----- 1— - Н—1! 2! п!
қатары алы нады . Б ұл  қатар z  -  х + іу  айны м алды ң барлы қ м ән д ер ін д е  
ж инақталады , өй тк ен і ж инақты лы қ р ади усы  R, (1 0 .7 5 )-д ің  б ір ін ш і ф орм уласы  
бойы нш а.

R =  limП->оо
On

an+ 1

(n + 1)!
= l im ----- ;—  = lim (n + 1 ) = oo

n-> oo 7 7 .! n-*oо

А л ы нған  қатарды ң қ осы нды сы н ez д еп  бел гіл ей м із.
Д е м е к , аны қтам а бой ы н ш а кез келген  z  ком плекс сан  үш ін
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ez = 1 + J l + h + - + h + -  (10-76>
(10.76) дэрежелік қатардың қосындысын z комплекс айнымалдың 

көрсеткішті функциясы деп атайды. Осы сияқты z комплекс айнымалдың sinz 
жэне cosz тригонометриялық функциялары анықталады:

Z3 Z5

Sinz = 2 “ з Г І" 5 [ + ’" +

,2n—1

C 0 S 2 = 1 " l ! + l ! - -  +  (- 1)" c k j !

(2п -  1)!
г,2п

+

+ (10.77)

(10.78)

Осылайша анықталған ez көрсеткішті функциямен sinz жэне cosz 
тригонометриялық функциялардың арасында қарапайым байланыс бар. (10.76) 
формулада z  айнымалды iz-ке алмастырсақ,

е i z 1 + iz + ■
i2z 2

2Г +

Жақша ішіндегі қатарларды (10.77), (10.78) формулалармен салыстырсақ,
e lz =  cosz + і sinz (10.79)

теңдікті аламыз.
Енді (10.76) формулада z айнымалды (- iz)-ке алмастырсақ,

e~lz = cosz — i sinz (10.80)
теңдік шығады.

(10.79) жэне (10.80) формулалар Эйлер формулалары деп аталады.
Бұл формулалар z комплекс айнымалдың көрсеткішті функциясы мен 

тригонометриялық функциялар арасында байланыс орнатады.
(10.79) жэне (10.80) тендіктерді мүшелеп қоссақ жэне айырсақ,

p i z  j .  p ~ i z  p i z  _  „ - i z
cosz = ----- ------ , sinz = ----- —----- (10.81)

Бұл тендіктер Эйлер формулаларының басқаша жазылуы. (10.79) 
формулада: z = х  десек,

e lx = cosх і s inх, (10.82)
(10.80) формулада z = —х  десек,

e~lx = cos* - is in x  (10.83)
формулалары алынады.

Соңғы екі формуладан
р І Х  I р —ІХ р  і х  —  0 —ІХ

cos х = ----- ------ , sinx = ------ —----- (10.84)
тендіктері алынады.

(10.82) жэне (10.83) Эйлер формулалары математика, механика жэне т.б. 
салаларда жиі қолданылады.
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Енді z = х + і у  комплекс айнымалдың W = In z функциясын анықтайық. 
Бұл функиияны z = ew көрсеткішті функцияға кері функция деп карау табиғи 
нэрсе.

W = U + iV,z = х + і у  деп, U мен V функцияларын z — х + і у  аркылы 
өрнектейік.

z  = х  + і у  = e u+iv — eu (cos 7 + і sin Е) ара қатыстан комплекс санның 
модулі жэне аргументі ұғымдарын ескерсек,

\z\ = yjx2 + у 2 = e^ .argz  =  V -  2kn, к — 0 ,± 1 ,± 2 ,....
Соңғы теңдіктерден

U = In |z| = ln ^ ^ 2 + У2 ,V = argz + 2 k n , (k = 0 ,± 1 ,± 2 ,...)
немесе

lnz  = In |z| + i(argz + 2kn), k = 0, ±1, ±2,... (10.85)
Демек, комплекс санның логарифмі ақырсыз көп мэнге ие.
Мысал 6.4. z  = 1 + і санының логарифмін табу керек.
Шешуі. |z| = V l2 + l 2 -- V2,argz = ^ болғандықтан (10.85) формула

бойынша ln (l + 0  = V2 + i + 2 k n } , к = 0, ±1, ±2,....
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XI тарау. ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫ Қ ТЕҚДЕУЛЕР

§ 1. Дифференциалдық теңдеу уғымы

Дүниедегі барлық процесстер мен құбылыстар қозғалыста болады. Ол 
қозғалыстағы құбылыстың уақытқа байланысты жүрілген жолы, жылдамдығы, 
үдеуі т.б. сипаттамалары болады.

Әр кұбылысқа тэн осы шамалар арасында өзара байланыс болады. Осы 
байланыс математика тұрғысынан дифференциалдық тендеу түрінде жазылады.

Дифференциалдық тендеу -  белгісіз функция туындыларымен кіретін 
теңдеу.

Дифференциалдық теңдеулер теориясының негізгі мэселесі -  осы 
теңдеулердің шешімі болатын функцияларды үйрену.

Егер белгісіз функция бір айнымалдың функциясы болса, онда теңдеу жай 
дифференциалдық теңдеу, бірнеше айнымалдың функциясы болса, онда 
дербес туындылы дифференциалдық теңдеу деп аталады.

Бұл тарауда бір айнымалды белгісіз функцияның дифференциалдық 
тецдеулері қарастырылады.

Анықтама 1.1. n-ретті жай дифференциалдық теңдеу деп х  тәуелсіз 
айнымал, у  =  у(х )  белгісіз функция жэне оның у ' , у " , . . . ,у (п) туындыларын 
байланыстыратын

Ғ(х, у, у ' , у " , у (п)) = 0 (11.1)
түріндегі теңдеуді атайды.

Егер (11.1) теңдеуін n-ретті туындыға қатысты шешуге болатын болса, 
онда

У(n) =  f {x ,  у, у', у " , . . . ,  у (n_1)). 1.2)
Анықтама 1.2. (11.1) немесе (11.2) дифференциалдық теңдеулердің 

шешімі деп (a, b) аралығында осы теңдеулерді қанағаттандыратын п рет 
дифференциалданатын кез келген у(х )  функциясын атайды.

Дифференциалдық теңдеудің шешімінің графигін осы теңдеудің 
интегралдық қисығы, ал осы дифференциалдық теңдеудің шешімін табуды 
дифференциалдық теңцеуді интегралдау деп атайды.

Мысал ретінде бірінші ретті у ' =  cos* жэне екінші ретті у"  — 2 қарапайым 
дифференциалдық теңдеулерді шешейік:

dy
у '  = cos*, —  = cosx, dy  = cosxd x ,y  = sin^ + с; 

dx
у "  = 2 , у '  = f  y"dx  = /  2 dx = 2 x  + сг;у  = f  y*dx = x 2 + сгх  + c2.

Демек, бірінші ретті дифференциалдық теңдеудің шешімінің құрамында бір 
с кез келген тұрақты сан, екінші ретті теңдеудің шешімінің құрамында екі с1 
жэне с2 кез келген тұрақты сандар бар.

Жалпы, кез келген дифференциалдық теңдеудің ақырсыз көп шешімдері 
бар екен.

450



Ал дифференциалдық теңдеу нақты бір құбылыстың немесе процесстің 
математикалық моделі болғандықган, оның шешімі нақты біреу ғана болуы 
керек. Сондықтан, (11.2) теңдеуге қосымша шарттар қойылады:

* = хо . У Ы  = Уо,у'(*о) = у 'о,у® О о) = Уо(2)..... у (п-1)(х0) = у0(п_1) (11.3)
(11.3) шарттарды алғашқы шарттар немесе Коши шарттары деп атайды.
(11-2) + (11.3) есеп Коши есебі деп аталады. Бірінші ретті

дифференциалдық теңдеулер үшін Коши есебі
У '= /(* .У ) ; У(*о)=Уо

түрінде, ал екінші ретті дифференциалдық теңдеулер үшін Коши есебі.
У" = f (x ,y ,y ' ) ,  у(х0) = Уо> У'(х0) = у'  о

түрінде қойылады.
Анықтама 1.3. (11.2) дифференциалдық теңдеудің кейбір D с  Оху 

аймағындағы жалпы шешімі деп у  = у(х,  с1( с2, ..., сп) шешімді атайды, 
мұндағы с1(с2, . . . , с п кез келген тұрақтылардың эрқандай (11.3) шарттары үшін 
жалғыз ғана мәндері табылады.

Анықтама 1.4. (11.2) дифференциалдық теңдеудің кейбір D с  Оху 
аймағындағы дербес шешімі деп у  = у(х ,сг,с2, . . . , с„) жалпы шешімнің 
q  = с{\ с2 =  с$,.. . ,сп = с° мэндеріндегі у =  у( х, с%, с°) шешімді
атайды.

§ 2. Бірінші ретті дифференциалдық теңдеудер

2.1. Жалпы деректер

Дифференциалдық теңдеулер теориясын үйренуді ең қарапайым түрінен -  
бірінші ретгі дифференциалдық тендеулерден бастаймыз.

Жалпы түрде бірінші ретті дифференциалдық теңцеуді
Ғ(х;у ,у ' )  = 0 (11.4)

түрінде жазуға болады. Мұндағы х  тәуелсіз айнымал, у ізделетін белгісіз 
функция және оның у'  туындысы.

Егер (11.4) теңдеуді у'-ке қатысты шешуге мүмкін болса, онда ол
/  =  /(* ; У) (115)

түрінде жазылады да, туындыға қатысты шешілген бірінші ретті дифферен-
циалдық теңдеу деп аталады.

Геометриялық турғьщан (11.5) теңдеу Оху жазықтыктағы (х, у) нүктенің 
координаталары мен интегралдық қисыққа осы нүктеден өткізілген жанамалардьщ 
у' бұрыштык коэффициенттері арасында байланыс (тэуелділік) орнатады. Демек, 
(11.5) тендеу Оху жазықгықта бағыттар жиынтығьш, яғни бағыттар өрісін 
анықгайды. Өріс бағьптары бірдей болған сызық изоклина деп аталады. 
Изоклиналарды интегралдық сызықгарды жуықтап құруға пайдалануға болады. 
Изоклинанын тендеуі у' = с, яғни f  (рс, у) =  с.

Мысал 2.1. Изоклиналар жэрдемімен у '  = х  теңдеудің интегралдық 
қисықтарының түрін сызу керек.
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Шешуі. Изоклинаның тендеуі х = с, яғни Оу оське параллель түзулер. с = 0 
болғанда х  = 0, tga = 0, демек a = 0; с = 1 болғанда, х  = 1, tga = 1, демек a = с = 
2 болғанда, х = 2, tga = 2, a = arctg2 ~ 63°; с = -  
1 болғанда, х = - \ ,  tga = -1, a с = -2
болғанда, х = -2 , tga = -2, а~ -63°, т.с.с. бес 
изоклина кұрамыз, эрқайсысында бірнеше 
бағыт алып, бұл бағытгарды изоклинаның осы 
нүктесінен өтетін бірлік векторлармен 
кескіндеп, жазықгықга бағыттар өрісін аламыз 
(сурет 11.1).

Одан эрі эрбір нүктедегі жанамаларының 
бағыты өріс бағытымен беттесетін қисық

X2сызамыз: бұл у  = — + с параболалар (11.5) 
теңдеуді дифференциалдық түрде

P(x,y )dx  + Q(x ,y)dy  = 0 (11.5a)
деп жазуға болады. Мұндағы Р(х, у), Q(x, у)
белгілі функциялар, яғни / ( х, у) = — .
Мұндай жазудың ерекшелігі у-ті х-тің функциясы жэне, керісінше, х-ті у-тің 
функциясы деп қарауға болады.

(11.5) түрінен (11.5 0) түріне жэне, керісінше, (11.5 а) түрінен (11.5) түріне 
өтуге болатынын атап өтеміз.

Жоғарыда көрсеткендей кез келген дифференциалдық тендеудің шешімі 
ақырсыз көп, олардың айырмашылығы турақты шама болады.

Дифференциал теңдеудің шешімі нақты мағынаға ие болуы үшін оны 
кейбір қосымша шарттарға бағындыру қажет.

х  = дг0 болғанда берілген у = у0 мэнді қабылдаушы шартты бастапқы шарт 
немесе Коши шарты деп атайды. Бастапқы шарт

У(хо) = Уо немесе у = Уо
х = х0

( 11.6)

түрінде жазылады.
(11.5) теңдеудің (11.6) шартты қанағаттандырушы шешімін табуды Коши 

есебі деп атайды:
У' = f(.x > У)>УІхо) = Уо

Анықтама 1.3 жэне Анықтама 1.4 негізінде (11.5) теңдеу үшін жалпы 
шешім жэне дербес шешім ұғымдарын анықтайық.

Анықтама 2.1. Бірінші ретті (11.5) дифференциалдық теңдеудің жалпы 
шешімі деп құрамында бір кез келген с тұрақтысы бар у  = <р(х,с) 
функциясын атайды:

<р(х, с) функциясы с-ның эрбір белгіленген мэнінде (11.5) теңдеудің 
шешімі болады;

(11.6) бастапқы шарт қандай болғанда да, с =  с0 мәні табылып, <р(х,с0) 
функциясы осы бастапқы шартты қанағаттандырады.
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Анықтама 2.2. Бірінші ретті (11.5) дифференциалдық теңдеудің дербес 
шешімі деп, у =  <р(х, с) жалпы шешімнен анық с = с0 болғанда алынатын 
у =  <р(х, с0) шешімді атайды.

Егер дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі Ф(х, у, с) = 0 тендеумен 
айқындалмаған түрде табылса, онда бұл шешімді жалпы интеграл деп, ал 
Ф(х, у, с0) =  0 теңдеуді дербес интеграл деп атайды.

Геометриялық тұрғыдан қарағанда у = <р(х,с) жалпы шешім Оху 
жазықтықтағы қисықтар үйірін, ал у = <р(х,с0) дербес шешім осы үйірдің 
(х0, у0) нүктесінен өтетін бір қисығын анықтайды.

Келесі тұжырымды дэлелсіз келтіреміз.
Теорема 11.1 (Коши есебінің шешімінің бар болуы жэне жалғыздығы).
Егер (11.5) теңдеудегі f i x ,  у ) функциясы жэне оның fy (x ,y)  дербес 

туындысы (х0, у0) G D аймақта үзіліссіз болса, онда (х0, у0) нүктесінің 
кейбір маңайында

У' = f(.x,y), у (х о) = у 0
Коши есебінің жалғыз шешімі бар.
Теореманың геометриялық мағынасы: келтірілген шарттар орындалғанда, 

(х0, у0) нүктесінен өтетін жалғыз интеграл қисық бар.

2.2. Айнымалдары ажыралған және ажыралатын дифференциалдық 
теңдеудер

а) Айнымалдары ажыралған теңдеу деп
f ( x ) d x  + g iy )d y  = 0 (11.7)

түріндегі тендеуді атайды. Мұнда бірінші қосылғыш тек х  айнымалға, екінші 
қосылғыш у айнымалға тэуелді.

Тендеуді мүшелеп интегралдасақ,
f  f ( x ) d x  + f  g (y )dy  = с (11.8)

берілген теңдеудің жалпы интегралы алынады.
Мысал 2.2. x 2dx + у 2 dy  = 0 теңдеудің жалпы интегралын табу керек. 
Шешуі. Бұл теңдеуде Р(х) = x 2,Q(y) = у 2 болғандықтан, (11.8) формула

бойынша, f  x 2dx + f  y 2dy  = c, немесе — + = сг. с = 3 деп белгілесек,
жалпы интеграл х 3 +  у 3 =  с болады.

X . Г
J  f ( t ) d t  функнияның f i x )  үшін, J g(y t )d t  функциясының g(y)
Xq 'О

функциясы үшін (теорема 7.9) алғашқы функция екендігін ескерсек, (мұндағы 
х 0 нүкте f ( x )  функциясының үзіліссіздік нүктесі, у„ нүкте діу )  
функциясының үзіліссіздік нүктесі), (11.8) формуласын

У *J g i t ) d t  = J f i t ) d t  +  с
Уо хч

түрінде жазуға болады.

(11.8а)
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(11.8а) формуладан (11.7) тендеудің у(х0) = у0 бастапқы шартты 
қанағаттандыратын дербес шешімі,

х  У

\  f ( t ) d t  = J g{t)dt (П.9)
Уо

екендігі шығады.
б) Айнымалдары ажыралатын тендеу деп,

/і(* )  f 2(y)dx  = л (х) g2(y)dy  (11.10)
түріндегі тендеуді атайды.

Мундағы f i ( x ) , f 2(y ) .g i (x ) ,g 2(y) кейбір D с  Оху аймақта үзіліссіз 
функциялар. Бұл тендеудің екі бөлігін де д г(х) / 2(у) ^  0 өрнекке бөлсек,

Л 0 0  9 г (У)— г т  dx = — - dy
9і(х) f 2(y)

айнымалдары ажыралған тендеу шығады. (11.8) формула бойынша бұл 
теңдеудің шешімі.

r f m dy = f m ^ dx+CiHeMece j > i m dt = f * m d t + c , (1U1)
’ һ(у) ' 9і(х) Jy0 f2(t) JX0 f l i ( t )  v ’

ал y(x0) = y0 бастапкы шартты қанағаттандыратын Коши есебінің шешімі,

f n m d t  = f x hit ) d t ( 11.12)'Уо hit )  Jx0glit)
түрінде болады.

9 i (x) ' f 2 (У) = 0 болғанда, дг (x) = 0 теңдеуінің х — а түбірі болса, 
/ 2 (у) = 0 теңдеуінің у  = b түбірі болса, онда х  = а мен у  — b функциялары 
берілген (11.10) тендеудің қосымша (ерекше) шешімдері болады. Яғни х  = а 
мен у  = b функциялары (11.10) тендеуді қанағаттандырады.

Ескерту 2.1.
у' = f i a x  + by + с); a, b, с — const (11.13)

түріндегі теңдеуі и = ах + by + с алмастыруы арқылы айнымалдары 
ажыратылатын (11.10) теңдеуіне келтіріледі. и(х)  жаңа функцияны х  арқылы 
дифференциалдасаң,

du . dy

du

—  = a + b —  
dx dx

болады, бұдан — = a + b f  (и), яғни
du

= dx
a + fe/(u)

Соңғы тендеуді интегралдасақ жэне и(х)  функцияны ах + by + с өрнекке 
ауыстырсақ (11.13) тендеудің жалпы шешімі алынады:

Г du
х = \  ----- , . + с,и  =  ax + by + с (11.14)

J a + b f ( u )
Мысал 2.3. (х 2 -  1)у' + 2х у 2 = 0, у (0) = 1 
Коши есебінің шешімін табу керек.
Шешуі. Алдымен у ' = ^  екендігін ескеріп берілген теңдеуді (11.10) түріне 

келтіреміз,
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(x 2 -1 ) d y  + 2x y 2d x  = 0
Бұл тендеудің екі бөлігін (х 2 — 1) • у 2 Ф 0 өрнекке бөлсек, айнымалдары 

ажыратылған.
d y  2x d x
-^г + = 0
y L х* — 1

тендеуін аламыз. Бұл тендеудін екі бөлігін интегралдасақ,
1

-------Һ 1п|х2 — 1| — с
у

шешімі шығады. у  =  0 ерекше шешімді қоссақ, барлық шешімдер жиыны 
шығады.

Енді у(0) =  1 шартьш ескеріп, Коши есебінің шешімін табамыз: х  = 0, у  = 1 
десек — -  +  ln| 11 =  с, бұдан с  =  -1 .

Демек, койылған Коши есебінің шешімі
1

У ~  1 +  1п \ х 2 - 1 \
Мысал 2.4. у ' - у  = 2 х  -  3 теңдеудің жалпы шешімін табу керек.
Шешуі. Тендеуді d y  =  ( у  +  2 х  — 3 ) d x  (11.13) түрінде жазып, и  — у  +  

2 х  — 3 алмастыруын енгізіп,
d u  =  ( и  +  2 ) d x

айнымалдары ажыралатын теңдеу аламыз.
Бұл теңдеуден и  ^  —2 болғанда — d x  теңдеуі шығады. Теңдеуді

интегралсак , ln|u + 2| = х  + Іпс, немесе у  =  1 -  2 х  +  с е х Жоғалған и  =  - 2 ,  
немесе у  =  1 — 2 х  ерекше шешім алынған интегралдық қисықтар үйіріне 
с =  0 болғанда кіреді.

2.3. Біртекті дифференциалдық теңдеулер

Егер f  {х\ у )  функциясының әрбір айнымалын кез келген Я санға 
көбейткенде оның мәні Дп-ге көбейтілсе, яғни

f(2x-, Яу) =  Я" • f ( x \  у)
болса, о н д а /(х ;  у )  функциясы n -ретті біртекті функция деп аталады.

Мысалы, / ( х ;  у )  =  х 3 +  2х у 2 функциясы үшінші ретті біртекті функция, 
өйткені

/ ( Лх; Яу) = (Лх) 3 + 2Ях(Яу)2 = Л3(х 3 + 2 х у 2) = Я3/ ( х , у ) .  (11.15)
Анықтама 2.4. у '  =  f ( x , y )  дифференциалдық тендеуде f  {x,y)  функциясы 

реті нөл біртекті функция болса, онда (11.15) теңдеу біртекті теңдеу деп 
аталады.

Біртекті тендеуді

У'= Ч>© (1116)
туріне келтіруге болады. Егер f ( x ,  у )  реті нөл біртекті функция болса,

X f (x ,y } = f (X x ;  Яу), онда Х = ± десек, f i x , у) = f  ( l ,^ )  = Ф 0) болады.
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Әрі карай и  =  Z  алмастыру енгізсек, у  =  и х ,  у '  =  и ' х  +  и.  Соңғы теңцікті
(1 1.16)-га қойсақ и ' х  +  и  =  < p ( u ) , x d u  =  [<p(u) -  u ] d x  түріне келеді.

Бұл (11.10) айнымалдары ажыралатын теңдеу. Бұл теңдеудің жалпы 
шешімін немесе жалпы интегралын тауып, и ( х )  функцияны -  қа ауыстырып,
берілген тендеудің жалпы шешімін немесе жалпы интегралын аламыз.

Ескерту 2.2. P ( x , y ) d x  +  Q ( x , y ) d y  =  0 ( И . 17)
түріндегі тендеуде, Р (х ,у )  жэне Q ( x , y )  функциялары бірдей ретті біртекті 
болса, онда ол біртекті тендеу болады. Өйткені / ( х , у ) =  -  Р ( х ,у ) /  Q ( x , y )  реті 
нөл біртекті функция болады.

Мысал 2.5. x y d x  +  (у 2 ~ x 2) d y  =  0, y ( l)  =  1 Коши есебін шешу керек. 
Шешуі. Алдымен берілген теңдеудің жалпы шешімін табамыз. Бұл біртекті

тендеу, өйткені Р(х ,у ) = ху, Q(x,y) = у 2 - х 2 екінші ретті біртекті функциялар. 
и — — немесе у  = их  алмастыруын енгізсек,

u zdx + х (и 2 -  1) = 0
айнымалдары ажыралушы тендеу шығады. и 3х Ф 0 деп, бұл тендеуді 
интегралдап,

Г и 2 — 1 Г d x  1
----- г— d u  +  —  =  Inc, ln u  + 7г ^7 +  ln |x | =  Inc,

J u J J x  2 u l

1 " +  2 y 2 In —  =  0,
c

шешімді табамыз. Бұл табылған жалпы шешімге у  =  0 ерекше шешімді қоссақ

ln |u  х \  +   ̂ =  Іпс немесе,

1
барлық шешімдер жиыны шығады. Енді х = 1,у =  1 мәндерді қойсақ, с = 
болады. Демек, Коши есебінің шешімі

х 2 + y 2(lny2 -1 )  = 0.
(11.17) түріндегі теңдеу, мұндағы Р(х,у), Q(x,y), D a  R2 жиында үзіліссіз 
функциялар, келесі екі жағдайда (11.16) біртекті теңдеуге келтіріледі:

(ахх + Ь,у + Сі\
а )у  + + r (11.18)\<Х 2Х + О2У + С2/

а ; = const, bi = const, Сі = const,! = 1,2.
Ол үшін x — u + a ,y  = v  + l3 деп алып, а мен p сандарын, (11.18)

теңдеудің оң бөлігі f  түрінде болатындай етіп, таңдаймыз.
Егер а1Ь2 — а2Ь1 = 0 болса, онда агх  + Ьгу  =  к(а2х + Ь2у ) болып,

к = const, t = а2х  + b2y  алмастыруы арқылы (11.17) теңдеу айнымалдары 
ажыралатын теңдеуге келтіреледі.

б) (11.17) теңдеу жалпыланған біртекті теңдеу болғанда, яғни a = const 
саны табылып, у = [u(x)]“ алмастырудан соң (11.17) біртекті тендеу болады.

Мысал 2.6. (х + у -  1 )dx  + (5х -  7у + l)d y  = 0 тендеудің жалпы 
шешімін табу керек.

Шешуі. а = \ ,b  = \, а =5, Ъ =-1  болғандықтан axb2 — а2Ьг =
=(-7) - 5 1 =  -12 ф 0. Онда х  = и  + а ,у  -  v + /? алмастырулар енгізіп, a 

мен р сандарын a + Р -1 = 0, 5a -  7Р + 1 = 0 жүйенің шешімі ретінде табамыз: a 
= Р = -. Сондыктан, х -  и + ~, у  = v  + -  алмастырудан кейін берілген тендеу
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( и  +  v)du  +  (5 u  -  7v)dv  =  0 біртекті теңдеу түріне келеді. и  =  tv 
алмастыруын енгізсек, онда du = udt  + tdv, (t 2 + 6 1 -  7)dv  +  v(t  +  1 )dt  =  0. 
Айнымалдарды ажыратып интегралдасақ,

[ -------— -----d t  +  ln(|v ie) = 0’ ; ln k - l |  + ;lnk + 7| + ln|vc| = 0,
J (?-l)(r + 7) 4 4

бүдан (t -  l ) ( t  +  7 )3i;4 =  с, немесе (x -y)(x  + 7 y - 4 )  = c .

Мысал 2.7. x 3(y'~ x) = у 2 тендеудің жалпы шешімін табу керек.
Шешуі. Бұл тендеу біртекті емес. Алайда у  = [и(х)]а алмастыруды 

қолданып, а и “-1 • x 3du =  (иа2 +  x 4)dx  теңдеу a =  2 болғанда біртекті 
болатынын ескереміз, 2u x 3du =  (и4 +  x 4)dx. и =  xv  десек, (v 2 - l ) 2dx =  
2 v ■ х ■ dv. Бұл теңдеуді айнымалдарды ажыратып интегралдасақ,

f ^ = f ________d v ’ =  немесе \n\x\ +  ^ -  =  c.
J J (v2- l 2) y

Ескеретін жағдай, алынған шешім у  >  0, өйткені у  =  х 2 >  0, шамалар 
үшін алынды. Осылайша, алынған шешімдер үйірімі у  =  — х 2 <  0 болғанда да 
соңғы теңдік түрінде жазылатыны көрсетіледі. у  — х 2 ерекше шешім с =  оо 
болғанда үйірдің ішіне кіреді.

2.4. Сызықтық теңдеулер

Анықтама 2.5. Белгісіз функция мен оның туындысы бойынша бірінші 
дәрежелі

у ' + Р(х)у  = /(* ) , х  6 (a ,Ь) (П.19)
түріндегі теңдеу бірінші ретті сызықтық дифференциалдык теңдеу деп 
аталады.

Мұндағы Р(х), f ( x )  функциялары (a, b) аралығында үзіліссіз. Егер 
f ( x )  = 0 болса, онда

у ' + Р(х)у=0 (11.20)
теңдеуі біртекті дифференциалдық теңдеу деп аталады. Ал f  (х) =£ 0 болса, 
онда (11.19) теңдеу біртекті емес дифференциалдық теңдеу деп аталады.

Алдымен (11.20) біртекті тендеудің жалпы шешімін айнымалдары 
ажыралатын тендеуді шешу арқылы табамыз,

^  + Р { х ) у  =  0 , ^  + Р ( х ) у  =  0, J y  + I  Р ( х ) d x  =  lnlcj.lnlyl + j  Р ( х )  d x  =  lnlcj,

In —I = — f  P(x)dx,±c1 ■ e f pM dx 
Cl I J

яғни (11.20) теңдеудің жалпы шешімі
У  = ± d  e - f p(x)dx (11.21)

Мұндағы с = ±ca кез келген тұрақты сан, ал са кез келген оц сан.
Енді (11.19) теңдеудің жалпы шешімін табамыз. Ол шешімді Лагранждың 

түрақтыны вариациялау эдісін қолданып (11.21) түрінде іздейміз. Тек с кез 
келген тұрақтыны с{х) түрінде, яғни х-тін белгісіз функциясы деп есептейміз. 
Онда,
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у  = c (x ) -e~SpM dx (11.22)
(11.22) функция (11.19) теңдеуді қанағаттандыруы керек:

с '(х)е~$pM dx — с(х) ■ Р(х)е~Sp('x d̂x + Р(х) ■ с(х)е~ f pM dx = f i x )  
немесе с'(х) = f  (х)е$p('x')dx Бұл теңдіктен с(х) = /  f i x )  ■ e^p^ dxdx  + clt сг 
кез келген тұрақты. с(х) функциясының бұл табылған өрнегін (11.22) теңдікке 
қойсақ,

у(х) = Cle - S p(x)dx * e - I PMdx + j  f ( x )  ■ e ! PWdxdx (11.23)
Сызықтық тендеулерге келтірілетін теңдеулер түрлерін қарастырайық.
1. Бернулли тендеуі

у'  + Р ( х ) у = у п f ( x ) , n * 0 , n * l , x E ( a , b )  (11.24) 
түріндегі тендеу Бернулли тендеуі деп аталады. Мұндағы Р(х), f i x )  
функциялары (а, Ь) аралығында үзіліссіз функциялар. 

у = 0 функциясы (11.24) теңдеудің шешімі болады.
иіх)  = [у(х)]1_п (11.25)

алмастыру жасасақ, и' = (1 -  п)у~п ■ у'  болғандықтан жаңа белгісіз функция 
үшін, (11.24) теңдеу

и' + ( 1 -  п) Ріх)и  = (1 -  n ) f i x )  (11.26)
сызықтық тендеу түріне келеді. (11.24) тендеу п = 0 болғанда сызықтық, п = 1 
болғанда айнымалдары ажыралатын тендеу болады.

2. (р'(у)^+Ріх)<р(у) = f i x ) .  (11.27)
(11.27) теңдеуде ф(у) = z(x) деп алсақ, z \ x )  = ф'(у) У' болып, берілген

тендеу
z ’(x) + Pix)z= f i x )

сызықтық тендеуге келеді.
3. f x + P(x) = f ix )e -ny.  (11.28)
Бұл теңдеуде z= епу деп алсақ, пепу • у '  = z' болып, zix) функцияға сэйкес

z' + nPix)z = п • f i x )  , п ф  О
сызықтық тендеу шығады.

4. Кейбір тендеулерде х  айнымалды у айнымалдың функциясы деп алсақ, 
х(у)-ке сәйкес сызықтық теңдеу шығады.

Мысал 2.8. (sin2y +х ■ ctg у)у '  = 1 теңдеудің жалпы шешімін табу керек.
Шешуі. у ’х — ~т екендігін ескерсек, берілген теңдеуді х' -  х ■ ctg у = sin2 уху

сызықтық тендеу түрінде жазуға болады. Бұл теңдеуді шешсек. 

х іу )  = сіу) ■ siny, мұндағы c ( y )  = ~COSy+Cl
Мысал 2.9. ix + 1)(у ' + у 2) = —у теңдеудің жалпы шешімін табу керек.
Шешуі. х Ф -  1 деп, тендеудің екі бөлігін де х  + 1 өрнекке бөлсек,

, 1 2
У 3-------7 У = - ух  + 1

Бернулли теңдеуі (11.24) шығады. Бұл теңдеудің екі бөлігін у 2 -қа бөлсек, 
одан соң у _1 = z ix )  алмастыруын енгізсек, әрі г '  = —у 2 • у ' екендігін
ескерсек, z(x)-Ke байланысты.
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z ' - = 1
z +  1

теңдеу алынады. Соңғы тендік г(х)-ка байланысты сызықтық теңдеу. Бұл 
теңдеудің шешімі, z = с(х) • (х  + 1), мұндағы с(х)  = In \х + 1| + с±.
Ақырында, берілген теңдеудің жалпы шешімі алынады:

1
У =

Мысал 2.10. У
V / + i  ^

(х + 1)(1п|х + 1| + Сі)’

+  у]у2 +1 — х 2 +1 теңдеудің жалпы шешімін

табу керек.
Шешуі. Бул (11.27) түріндегі теңдеу. z(x) = J y 2 + 1 алмастыру енгізсек,

у 'z  = : , z '  +  Z =  X2 +  1
л / у 2 +  і '

қатыстар шығады.
Сощы теңдік, z(x) функцияға сәйкес сызықтық тендеу. Бұл тендеуді

айнымалды вариациялау эдісімен шешсек, z = с(х)е' мұндағы

с (х ) — в Х ( х 2 — 2 х  +  3) +  Сх. Сонымен, берілген теңдеудің жалпы шешімі,

y j y 2 +1 = х 2 -  2 х  + 3 + схе~х
Мысал 2.11. Зу' + ех+3у + 1 = 0 теңдеудің жалпы шешімін табу керек. 
Шешуі. Бұл тендеуді

3 + 1 = —ех • е3у
ах

түрінде жазсак, ол (11.28) түріндегі тендеу. Сондықтан z(x) = е у алмастыру 
енгіземіз. Сонда біртіндеп,

z ' ех
г 'м  = —Зе~3у ■ у ' ,— I-1 = ----- , z '  — z  — ех

z  х
қатыстары шығады. Соңғы сызықтық теңдеудің жалпы шешімі 

z(x )  — С]ех + х е х. Онда берілген тендеудің жалпы шешімі:

у  = - - l n ( c ,  + х ) - -

2.5. Толык дифференциалдық теқдеулер

Анықтама 2.6. Егер бірінші ретті
P{x,y)dx  + Q{x,y)dy  = 0 ( l l  .28)

дифференциалдық тендеудің сол бөлігі белгілі бір U(x, у) функциясының 
кейбір D аймақга толық дифференциалы болса, яғни U'x = P(x,y),Uy = 
Q(x,y), тендіктері орындалса, онда (I I .28) теңдеу толық дифференциалдық 
тендеу деп аталады.
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Бұл жагдайда, (11.28) дифференциалдық теңдеу P(x,y)dx  + Q(x,y)dy = 
\J'xdx + Uydy = dU(x ,y ) = 0 түрінде болып, оның жалпы шешімі:

U(x,y) = C (11.29)
түрінде жазылады.

Д = P(x,y )dx  + Q(x ,y)dy  өрнектің толық дифференциал болу шартын 
келтіреміз.

Теорема 11.2. Егер Р(х,у), Q(x,y),  функциялары жэне олардың дербес 
туындылары Рх(х,у)  жэне Q'y{x,y) кейбір D аймақта үзіліссіз болса, онда 
Д = P(x,y)dx + Q(x,y}dy  өрнектің толық дифференциал болуы үшін

дР dQ

шартының орындалуы қажетті жэне жеткілікті.
Дәлелдеуі. Қажеттілігі. Д толық дифференциал болсын, ягни P(x,y)dx  + 

+Q(x,y)dy  = dU{x,y).
dU(x ,y ) = — dx + — dy  екендігін ескерсек [8.23],

, . ди , * du
n x . y ^  = ^ , Q ( x , y )  = -

Бұл теңдіктерді сэйкес түрде у  жэне х бойынша дифференциалдасақ,
dP d2U dQ d2U
dy dydx’ dx dxdy

Аралас туындылар үзіліссіз болғандықтан өзара тең болады. 
Жеткіліктілігі. (11.30) шарт орындалсын.

dU(x, у) = P{x,y)dx  + Q{x,y)dy
қатыс D аймағында орындалатындай U (х, у) функция табылатынын 
көрсетеміз. Ізделетін функция үшін. 

dU r 4 dU
—  = P(x,y) жэне —— = Q\x,у)  теңдіктері 
dx dy

орындалуы керек. Егер бірінші тендікте у-ті белгілеп алып, х  бойынша 
интегралдасақ,

U(x,y) = J Р(х,у) dx + <р(у), мұнда С = <р(у). (11.31)

Енді осы тендікті у бойынша дифференциалдасақ,
dU { Г \ '
—  = у  Р(х,у) dx)  + <д'(у) = Q(x,y)

болуы шарт. Осы теңдіктен

tp'(y) = Q(x,y)~ ( J  P(x,у) dx)  .

Бұл теңдіктің сол бөлігі тек у айнымалға тәуелді. Оң бөлігінің де тек у 
айнымалға тәуелді екенін корсету үшін оның х  бойынша туындысы нөлге тең 
екендігін көрсетеміз:

d
dx .<20,У )- - ^ ( J  P(x,y )dx)  ]

d Q _  d_ 
dx dx lUS p(-x'y)dx)\=
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p(x ' y '>dx)\

dQ Ә(Р) _  dQ дР 
дх ду дх ду

Демек,

<Р(у) -  I  <p'(y)dy = I  Q(x,y) - —  P ( x , y ) d x ^ d y  + С, C = const.

ф(У) функциясының бұл мэнін (11.31) теңдікке қойсақ ізделетін 
U(х, у) функциясы табылады.

Сонда (11.29) U(x,y) функциясы мына теңдіктердің біреуімен
анықталады:

*  У

U ( x , y )  = J  P ( t , y ) d t  + I  Q ( x 0, t )d t ,
*0 У о

(11.32)

(11.33)U ( x , y )  = j p ( t , y 0)dt  + j Q ( x , t ) d t ,
x o Уо

мұндағы (х0,уо) нүктесі, [х0,х], [у0,у] кесінділер D аймағына жататындай етіп 
таңдап алынды.

U(х , у) = С теңдік барлық шешімдерді қамтиды.
Мысал 2.12. (xlny - х 2 + cos y )dy  + (х3 + у lny -  у -  2xy)dx = 0 теңдеу- 

дің жалпы шешімін табу керек.
Шешуі. Р(х, у) = х 3 + у lny -  у -  2ху, Q(x, у )  = xlny -  х 2 + cos у олған- 

дықтан, олардың үзіліссіздік аймағы
D = {(х,у) е R2; —оо < х < +оо, у > 0} 

және осы аймакта оның 
дР д
—  = —  (х3 + уіпу -  у -  2ху) =  lny + 1 -  1 -  2х = lny -  2х, 

dQ д
—— = —  (xlny -  х 2 + cos у) = lny -  2x, 
ox ox

дербес туындылары да үзіліссіз.
(11.30) шарт орындалады. (11.32) формула бойынша,

х у
U ( x , y )  = J ( / 3 + у  ln y  -  у  -  2ty)dt  + J  (0 In / -  О2 + cos t)dt  =

О Уо

У t 4
= — + xy In у — ух —

Уо 4
- у х 2 + sin у -  siny0.

t 4 t 2
X

— + y l n y t - y t - 2 y y + sin t
0

Яғни, берілген тендеудің жалпы интегралы,
х 4 + 4xy(lny -  1) -  4х2у + 4sin у = С 

Демек, (11.28) теңдеуді шешу үшін, алдымен (11.30) шартты тексеріп, 
содан сон (1132) мен (11.33) формулаларды немесе (11.31) теңдікті 
қолданамыз.
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Егер (11.30) шарт орындалмаса, онда (11.28) толық дифференциалдық 
теңдеу емес. Алайда, кейбір жағдайларды (11.28) теңдеуді интегралдық 
көбейткіш деп аталушы кейбір р{х ,у ) функцияға көбейтіп, оны толық 
дифференциалдық тендеу түріне келтіруге болады.

Келесі тұжырым орынды: Егер Р(х, у), Q(x, у) функциялары мен оның 
дербес туындылары кейбір D аймақта үзіліссіз жэне осы аймақта Р2 + Q2 *  0 
болса, онда ц(х, у)  интегралдық көбейткіш табылады.

р(х ,у )  P(x ,y )dx  + р(х ,y )Q(x ,y)dy  =  0 
теңдеу толық дифференциалдық теңдеу болуы үшін

^  ІКх, у)Р(х,  у)] = ^  \fi(x, y)Q(x, у)]

шарты орындалуы қажет. Дифференциалдауды орындап, эрі ұқсас мүшелерін 
ықшамдасақ,

дц дР дц 3Q
■ Р, теңдіктенду ду дх дх

(11.34)
др дц (3Q дР\
d y ' P ~ d x ‘ Q = f i \ d x ~ d y )  

бірінші ретті дербес туындылы теңдеу алынады. Бұл теңдеуді шешу күрделі. 
Алайда р функциясы тек х  айнымалға немесе тек у  айнымалға тәуелді болса, 
онда р(х) немесе ц(у) функцияларды табу ықшамдалады.

|і(х) болсын. Онда (11.34) теңдеу
3Q 
ду

-Т."
түрге келіп, бұдан,

J d Q . дР\ др
^ \ д х ду) Р

/ 3Q ЗР

ц(х)  = exp 1 [ ду 
) Q

дх , 
—  dx

дР_
дх

dx

(11.34а)

Бұл теңдіктің сол бөлігі х  айнымалдың функциясы болғандықтан, оң 
бөлігінде х  айнымалдың функциясы болуы керек.

Осы сияқты р = ц(у) болғанда,
3Q _  дР_

ц(у) = expl  I дх п ду dy  ) (11.346)

'( f
Мысал 2.13. Интегралдаушы көбейткіш ц = ц(х) деп алып,

( 1 + 7 i ) dx + ( l  +  § ) dy  =  0
теңдеудің жалпы шешімін табу керек.

Шешуі.
у  „ 1 2у

Р(.х,у) = 1 + ^2 , Q(x,y) = -  +
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zr дР 1 dQ 1 4 у
оолғандықтан — =  =  — — — —, яғни берілген теңцеу толық

дифференциалдық теңдеу емес. ц = р(х) деп алғанда (11.34а) теңдік бойынша

= exp ^ J - d x J  = ехр(2 \пх)  = ехр( \пх2) =

яғни, р(х) = х 2 интегралдаушы көбейткіш. Берілген теңдеуді х 2 -қа 
көбейтсек,

(х 2 + y )dx  + {х + 2 y )dy  =  0
толық дифференциалдық теңдеу шығады. (11.32) формуланы қолдансақ,

У  ,
Щ х,у)  = + y)dt + 1 (0 + 2  t)dt =

Уо

— + yt
3

+ г = у  + 3« + Г - У о

■Vo
Демек жалпы шешім: U(x, у)  = х 3 + Зух  + 3у 2 = С

§ 3. Жоғары ретті дифференциалдық теңдеулер 

Негізгі уғымдар

Реті бірден жоғары дифференциалдық теңдеулерді жоғары ретті 
дифференциалдық теңдеулер деп атайды.

Екінші ретті дифференциалдық теңдеу жалпы жағдайда
Ғ (х ,у ,у ' , у ”) = 0

түріңде, ал егер жоғары ретті туындыға қатысты шешу мүмкін болса,
у "  = К х , у , у ' )  (11.35)

түрінде болып, бастапқы шарттар (Коши),
у \х=хо =  Уо' У'\х=х0 = Уо немесе у (х 0) = у 0, у ' ( х 0) =  у '0 (11.36) 

түрінде қойылады.
(11.35) теңдеудің жалпы шешімі деп, екі кез келген с1; с2 тұрақтылардан 

тәуелді у  — <р(х> сі< с2) функциясын атайды:
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а) бұл функция сь  мен с2 тұрақтылардың белгіленген мэндерінде (11.35) 
теңдеудің шешімі болады;

б) (11.36) бастапқы шарттардың эртүрлі мәндерінде сх = с°, с2 = с2, жалгыз 
мәндер табылып, у = <р(х, с?, с2 ) функциясы (11.35) тендеудің шешімі болады 
жэне (11.36) шарттарды қанағаттандырады.

(11.35) дифференциалдық теңдеудің <р(х,уІс1 ,с2) = 0 . (р{х,у, с?,с^) = 0 
түріндегі шешімдері, сэйкес түрде, жалпы интеграл жэне дербес интеграл деп 
аталады. (11.35.), (11.36) есепті Коши есебі деп атайды.

Теорема 11.3 (Коши). Егер (11.35) теңдеудегі f ( x , y , y ' )  функциясы жэне 
оныц fy, fy, дербес туындылары кейбір D с  {х,у,у'}  аймақта үзіліссіз 
болса, онда кез келген {*о<Уо>Уо} 6 D нүктесі үшін (11.35) теңдеудің (11.36) 
бастапқы шарттарды қанағаттандыратын жалгыз шешімі бар ([9], Гл. 2, §6).

Осы сияқты үғымдар мен анықтамалар n-ретті дифференциалдық 
тендеулер, Ғ {х ,у ,у ' , у " , .. . ,у (п)) = 0 немесе

y (n) = f ( x ,  у  , у ' , у " ......у (п_1)) (11.36)
теңдеулер үшін де орын алады.

(11.36) теңдеу үшін бастапқы шарттар
УІ*=*0 = Уо>У'\х=х0 = Уо.У"\х=х0 = Уо> -  » У{п~1]\х=Хо = УоП_1) немесе

У(^о) = Уо'У'(хо) = Уо> У"(хо) = Уо>-> У(п_1)(^о) = Уо(П_1) (1137) 
түрінде қойылады. Мүндағы х0>Уо»Уо<Уо, —.Уо”-1  ̂ берілген сандар.

3.1. Реті төмендетілетін дифференциалдық теңдеулер

Дифференциалдық теңдеуді шешу (интегралдау) тәсілдерінің бірі -  ретін 
төмендету.

Тэсілдің мағынасы, айнымалды ауыстыру (алмастыру) арқылы дифферен- 
циалдық теңдеудің ретін төмендету.

Реті төмендетілетін бес түрлі п > 2 ретті дифференциалдық теңдеулерді 
қарастырайық

1. у" =  f(pc) . . (11-38)
түріндегі теңдеу. у ' =  р(х)  жаңа айнымал енгізсек, р' = fix')  бірінші ретті 
теңдеу шығады. Осы теңдеуді шешіп, одан соң у ' = р(х)  теңдеуді шешсек,
(11.38) тендеудің жалпы шешімі алынады.

Іс жүзінде теңдеудің реті тікелей біртіндеп интегралдап төмендетіледі.
(11.38) теңдеудің жалпы шешімін,

у  -  — ^ f { t ) { x  - t ) d t  + схх  + с 2 (11.39)
' *о

түрінде жазуға болады. Мұндағы х0, f ( x )  функциясының үзіліссіздік 
аралығындағы кез келген нүкте, ал сг мен с2 кез келген турақты сандар.

д:
Шынында да, у '=  J / (t)dt + c r  у"  = f  іх )-

*0
Осы сияқты, п >  2 болғанда,
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y (n) =  / ( * ) (11.38a)
теңцеудщ жалпы шешімі,

у = — —  f m i x  -  t y - x d t+ +
n—1

■ + ..£n_lx + c„.
(/1-1)! J (и-1)! (« -2 )!

Мысал 3.1. y lv = 16 sin 2x  теңдеудің жалпы шешімін табу керек. 
Шешуі. Берілген теңдеуді біртіндеп төрт рет интегралдасақ,

у (3)0О = f  16 sin 2x d x  = 16 ( - i c o s 2 x )  + сг, 

y (2)ix)  =  / ( ( - 8 )  cos 2 x + cx)dx  = - 8 ^ ^  + c±x + c2, 

У'іх) = ( ( —4 sin 2x + cxx  + c2)dx = - 4  -  cos 2x) + cx — + c2x  + c

(11.39a)

УІх) = I ( 2 cos 2 x + cx —  + c2x  + c3 J dx = sin 2 x + cx — + - y -  + c3x + c4.

(11.39) формула бойынша,
1 ^

у = — J 16sin 2t(x -  t f d t  +
c.x c,x c,x

3! J0 ' ' 3! 2! 1! •+ c.

мұндағы интегралды бөліктеп интегралдау эдісімен интегралдасақ жоғарыда 
алынған жалпы шешім шығады.

2. у "  = f i x . y ' )  (11.40)
түріндегі, оң бөлігіне ізделетін у  функция айқын кірмейтін теңдеу у'  = Р(х) 
алмастыруы арқылы

P ' = f i x , p )  (11.41)
түріндегі бірінші ретгі дифференциалдық тендеуге келтіріледі.

Дербес жағдайда
У" = f i y ' )

теңдеу у '  = р(х)  ауыстырумен р' = / ( р )  теңдеуге келтіріліп, ақырында 
2-^ = dx  айнымалдары ажыратылған тендеу алынады.

Осы сияқты п  > 2 болғанда
y (n) =  f ( x ; y w ; y (fc+1); y (n_1)), (11.42)

ріх)  = y w  ауыстыруын енгізіп, тендеудің ретін к бірлікке келтіруге 
болады:

p(n-fc) = f i x , р,р ' ,р"  (11.42а)
Дербес жағдайда у (п) = /"(х,у(п_1)) болса, р = у (п-1) ауыстыру енгізіп.

p' = f i x , p )
бірінші ретті дифференциалдық теңдеу алынады. Содан соң біртіндеп немесе 
(11.39а) формула арқылы у(п-1  ̂ = ріх )  теңдеу шешіледі.

Мысал 3.2. ху®  = у ®  — х у ®  теңдеудің жалпы шешімін табу керек. 
Шешуі. р(х) = у (2) деп ауыстырсақ берілген теңдеу хр'  = (1 — х)р  түріне 

келеді. Алынған бұл тендеуді айнымалдарды ажыратып шешсек, 
dp /1  \
—  = — 1 j  d x , ln|p| =  ln|x| — x — Inc болып,
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бұдан р = схе х ■ х  немесе у" = сгхе х Бұл теңдеуді біртіндеп екі рет 
интегралдасақ,

у  = с1е~х( х  + 2) + с2х  + с3
жалпы шешім алынады.

3. у "  =  f i y . y ' )  (11.43)
түріндегі, оң бөлігіне х  тәуелсіз айнымал айқын кірмейтін теңдеу.

(11.43) теңдеудің ретін төмендету үшін у' = р(у) ауыстыруын енгіземіз. 
р(у) = р[у(*)] екенін ескерсек,

„ d(y ')  dp(y ) dp(y ) dy dp
у  = — n r  =  — 7—  =  — r - - ^ z  =  - r - v ,

яғни у = p ■
dp
dy'

dx dx dy dx dy

Сонда (11.43) теңдеу

p ' d }  = f ( y ' v)
түрінде жазылады. p = (p(y, cx), бұл теңдеудің шешімі болсын. р(у)-ті у'-қа 
ауыстырсақ , у' = (р(у, Cj) түріндегі айнымалдары ажыралатын тендеу

(11.44)

шығады: d y

•РСУ.Сі) = dx. Бұл теңдеуді интегралдасақ

/
dy

<Р(У. Сі)
= х + с 2

у"  = f ( y ) болғанда да у'  = р(у) ауыстыруын енгізсек, у" = р ■ ^  ; берілген 
тендеу

dp ғг л 
Р 'Т у  = П у )

бірінші ретті айнымалдары ажыратылатын тендеу түріне келеді.
Осы сияқты

У(п) = f{y ,  У'...... у (п-1)) (11.45)
теңдеуді, у ' = р(у) ауыстыруын енгізсек,

у"  = р ■ %  ■у<3) = £ ; Ь - р > ) = £ ( р - й ) - %  = р ( Ш 2 + р ■ руу).
т.б. есептеулер жасап, берілген тендеудің ретін бір бірлікке төмендетеміз. 

Мысал 3.3. уу" = у '2 — у '3 тендеудің жалпы шешімін табу керек.
Шешуі. у ' = р(у) деп ауыстырсақ, у" — р болады, онда берілген 

тендеу
2 3у . р . _  = р2 _ рз

түріне келеді. Бұл тендеу екі теңдеуге ажыралады.
dp _

р = 0 және у ■ —  = р -  р . 
dy

Бірінші теңцеуден у = сІ5 ал екінші теңдеуден р = у = 
алынады. Бұл теңдеуді интегралдасақ,

С і+ У
тендеу
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4. Ғ(х ,у ,у '  ,y")  =  0 (11.46)
дифференциалдық теңдеу белгісіз функция жэне оның туындыларына қатысты 
біртекті болса, яғни

Ғ(х, Яу, Ху', Яу") = ХаҒ(х ,у ,у ' , у")
тепе-теңдік орынды болса, онда у ' = у • z(x) ауыстыру арқылы оның 
ретін бір бірлікке кемітуге болады. Шынында да у' = у  ■ z(х) қатысты 
дифференциалдасақ,

у"  = (у ■ z (x )) ' = y 'z(x ) + у • z '(x ) = у • z 2(x) + yz ' (x )  = y (z 2(x) + z ' (x )) 
у ' пен у" туындылардьщ өрнектерін (11.46) теңдеуге қойсақ, 

F ( x ,y , y z , y ( z 2 + z '))  = УаҒ(х, l ,z ,z 2 +  z') = 0, яғни F(x, 1 ,z ,z 2 + z') = О, 
z(x) айнымалға байланысты бірінші ретті дифференциалдық тендеу алынды. 
Осы сияқты, біртекті теңдеу

Ғ{х ,у ,у ' , у " ...... у (п)) = 0 (11.47)
үшін у ' =  у ■ z(x) ауыстыруын енгізсек, у(х) функциясының туындыларын 
біртіндеп, жаңа z(x) белгісіз функцияның туындьшары арқылы өрнектесек, 
y (n) =  (p{z,z ,z" , . . . , z (n_1)) болып, мұндағы ф-белгілі функция. у(х) 
функциясының туьщцыларының өрнектерін (11.47) тендеуге қойсақ және 
оның біртекті екендігін ескерсек,

Ғ[(рс,у,y z , y { z 2 +  z ') , ... ,у  ■ <p(z,z ',z",... ,z (n-1))] =
= y aF(x, 1, z, z 2 +  z ' , ..., <p(, z', z",. . . ,  z (n_1)) =  0 

Мысал 3.4. x y y "  + х у '2 — Зуу' = 0 теңдеудің жалпы шешімін табу керек. 
Шешуі. Бұл теңдеудің сол бөлігіндегі функция біртекті, 

Ғ(х, Яу, Яу', Яу") =  х ■ Яу • Яу" +  х(Яу')2 -  ЗЯу ■ Яу' = Я2(хуу' + ху2 +
Зуу') = Я2Ғ (х ,у ,у ',у '') , яғни (11.46) түріндегі теңдеу. у' = у z(x) 
ауыстыруын енгізіп, у "  =  (у • г(х)У = y (z2 + z') болғандықтан, берілген 
тендеуді түрлендірсек, ху ■ y (z 2 +  z ')  + ху2 z2 — 3y2z = y 2[x(z2 + z ')  + 
xz2 +  3z] =  0, немесе x(2z2 + z ') -  3z =  0, z '  -  ^z  = - 2 z 2 түріндегі

Бернулли теңдеуі альшады. Бұл теңдеудің жалпы шешімі z(x) = х4 - Одан

эрі z = — екенін ескерсек, j  айнымалдары ажыралған теңдеу
алынады. Алынған теңдеуді интегралдасақ,_______
ІП |у| — — ІП |х4 +  С!і +1пс2,яғн и у  = С2А/|Сі + х 4|.

5. Ғ ( х , у , у ' , . . . , у Ы)) = 0
теңдеуді алгебралық түрлендіру жолымен

F ( x ,y ,y ', . . . ,y (n)) = [<р(х,у, у ', . . . ,  у (п-1))] ' = 0 
түрге келтіру мүмкін болса, онда теңдеудің реті бірге кемиді:

<р(х>У>у'> - = сі (11.48)
Мысал 3.5. у "  =  ху ' + у  +  1 теңдеудің жалпы шешімін табу керек. 
Шешуі. Ғ (х ,у ,у ' ,у")  = у " - х у '  -  у  - 1  =  \у' -  (ху +  х)]' = 0 түрінде

түрлендірсек у ' -  (ху +  х) =  сг теңдеу алынады. Бұл у '-  ху  -  сг + х
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сызықтың тендеуді (у + 1)' = х (у  + 1) + сг түрінде жазуға
сызықтық тендеудің жалпы шешімі,

хг
У + 1 =

х*•
е 2 е 2 dx + с2

болады. Соңғы

3.2. Жоғары ретті сызықтық дифференциалдық теңдеулер

Анықтама 3.1. n-ретті сызықгық дифференциалдық тендеу деп у(х) белгісіз 
функция жэне оның туындылары у'(х), у (2) (х ),..., у (п) (х) бірінші дэрежеде 
кіретін.

Ь0(х)у(п) + Ь1 (х)у<л- І ) + ... + Ъп(рс)у = д (х ) ,х  G (а; Ь), мұндағы
Ь0(х) Ф 0, Ь^х),  ...,Ьп(х),д(х)  берілген функциялар, түріндегі теңдеуді 
атайды.

Ь0(х) Ф 0, х  G (а; Ь) болғандықтан теңдеудің екі бөлігін Ь0(х) *  0 
функцияға бөлсек, бұл теңдеу

l \y]  = У(п) + Р і(х )у (п-1) + р2(х)у(п-2) + ...
+ Рп-і(*)У' + РпООу = /О )  (11.49)

түрге келеді.
Егер f { x )  = 0 болса, онда

L[y] = у(») + P iW y ^ -1) + р2(х)у(п_2) + + Рп-і(х)у' + р„(х) = 0 (11.50)
біртекті тендеу деп, / (х )  ф 0 болса, біртекті емес теңдеу деп аталады.

і Н  = і ^ + М х ) і ^ + • " + p”- iW  й + Р п Ы -
а д  белгі (таңба) n -ретті сызықтық дифференциалдық оператор деп 

аталады.
Анықталу аймағы D[L] с  (a, b), яғни n -ретті үзіліссіз туындылары бар 

функциялар.
Теорема 11.3 (Коши) / ( х )  функциясы жэне {pj(x)}f=1 функциялар (а,Ь) 

интервалда үзіліссіз болса, ягни р*(х) G С(a, b), i = l ,n ,  / (х )  G С(а,Ь), онда
(11.50) теңдеудің (11.37) бастапқы шарттарды қанағаттандыратын жалғыз 
шешімі бар.

3.3. Екінші ретті біртекті сызықтық дифференциалдық теңдеулер

п = 2 болғанда біртекті (11.50) теңдеу
L[y] = у"  + р ( х ) у ' + q(x)y  = 0, a < x < b  (11.51)

түріне келеді.
(11.51) теңдеудің шешімдерінің кейбір қасиеттерін қарастырайық.
Теорема 11.4. Егер ух(х) жэне у2 (х) функциялары (11.51) теңдеудің 

дербес шешімдері болса, онда
у  = С!Уі (х) +  с2у 2(х) (11.52)

функциясы да (11.51) теңдеудің шешімі болады.
Дәлелдеуі. Шарт бойынша L[yt ] = у х" + р (х )у / + я(х)уг = 0,L2[y2] = 

Уг + р(х)Уг' +  <7(*)у2 = 0. Енді у  = с ^ х )  + с2у 2(х) функцияны (11.51) 
теңдеудің сол бөлігіне қойсақ жэне ықшамдасақ,
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L \ y ]  =  [С1У 1 ( x )  +  С 2у г  ( * ) ] "  +  р ( * ) І А У і ( х )  +  c 2 y 2 ( x ) ] '  +  q M f a y ^ x )  +

+С2У2 00] = СіУі(х) + c2y2 (x) + Cxp (x )  • y j(x )  + с2р(х) ■ у 2(х) +
+ схд(х) ■ ух(х) + c2q(x) ■ у2(х) = сг[у" + р(х)у{(х) + q(x)yx(x)] +

+с2 \у2 + р(х)у2(х) + q(x)y2(x)] = сх 0 + с 2 0 = 0
болады. Яғни, (11.52) функция (11.51) теңдеудің шешімі.

Салдар 3.1. Егер L[yx] = 0, L[y2] = 0 болса, онда L[yx + y2] = 0, L[cyx] = 
0, l [ cy2] = 0 болады.

Бұл тұжырымдар (11.51) теңдеудің біртекті сызықтық теңдеу екендігінен 
шығады.

(11.52) функция (11.51) теңдеудің шешімі жэне құрамында екі кез келген 
тұрақты бар. (11.52) функция (11.51) теңдеудің жалпы шешімі болама? Осы 
сұраққа жауап беру үшін функциялардың сызықтық тэуелділігі және 
сызықтық тәуелсіздігі деген ұғымдарды енгіземіз.

Анықтама 3.2. Егер
« •У .М  + И ’У ^ ) ^ ,  а < х < Ь  (11.53)

тепе теңдігі орьшдалатындай ең болмағанда біреуі нөлге тең емес а , а 
сандары табылатын болса, онда у^х), урс)  функциялары (а, Ь) аралығында 
сызықтық тэуелді деп аталады.

Басқаша айтқанда у ](х), урс)  функцияларьшьщ біреуі Vx Е  (а, Ь) нүктесінде
қалған екіншісі арқылы өрнектелсе, онда бұл функциялар (а, Ь) аралығында 
сызықгық тэуелді болады.

Егер (11.53) тепе тендік тек барлық а* = 0, і = 1,2 болғанда жэне тек сонда 
ғана орындалса, онда у ](х), урс)  функциялары (a, b) аралығында сызықтық
тэуелсіз деп аталады.

Яғни біреуі екіншісі арқылы өрнектелмесе онда бұл функциялар (a, b) 
аралығында сызықтық тэуелсіз болады.

Мысалы, Уі(х) = sin2x жэне у2 (х) = 1 -  cos2x функциялары (-^о; +оо)
2 1

аралығында сызықтық тәуелді, өйткені sin х = -  (1 -  cos2x), Vx Е  (-оо; +°о), ал 
урс)  = ех, у^(х) = е~3х функциялары (-ею; +оо) аралығында сызықтық тэуелсіз,

өйткені = е4х Ф const.
e~sx

Сызықтық тәуелділік пен сызықтық тэуелсіздікті анықтау үшін, у  рх)  жэне 
у (х) дифференциалданушы функциялар үшін,

Щ х ) = Щ у г у 2) = \ у \  у 21 (11.54)

Вронский анықтауышы (немесе вроскиан) деп аталушы анықтауышты 
қарастырамыз.

Теорема 11.5. Егер у  рс)  жэне у  pc)  функциялары (а, b) аралыгында 
сызықтық тәуелді болса, онда W(y^, у2) = 0, Vx 6 (а, Ь), болады.
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Дәлелдеуі. у^х) жэне урс)  функциялары сызықтық тэуелді болгандықтан 
(11.53) тепе-теңцік орындалатындай ең болмағанда біреуі нөлге тең емес a , a 
сандары табылады. Ф 0 болсын. Онда (11.53) тендіктен,

Уі(*) = ~ У г ( х ) .  У і '0 )  = Уг'00-
У^х) жэне у[(х) функциялардың бұл өрнектерін (11.54) Вронский 

анықтауышына қойсақ,

W(x)  =

«2
' 7 7 2 
“ 2 ,V 2

Уг

у '  2
= 0

Теорема 11.6. Егер у^х) жэне у рс)  функциялары (a, b) аралықта (11.51) 
тендеудің сызықтық тэуелсіз (іргелі) шешімдері болса, онда осы интервалда 
W (Уі,у2) *  0.

Дәлелдеуі. Керісінше жориық, ягни xq Е  (a , b) нүкте табылып, бұл нүктеде 
W(x ) = 0 болсын.

«іУі(*о) + а 2Уг Оо) = 0 
«іУі(*о) + «гУгОо) = 0

тендеулер жүйесін құрамыз.
Мұндағы а мен белгісіз сандар. Бүл жүйенің аныктауышы W (х^ = 0 

болғандықган, бұл біртекті жүйенін нөлге тең емес a ^О, а р О  шешімдері бар.
у(х) = « іУі (х) + а2у 2 (х)

функцияны қарастырайық, мұндағы a , а сандары (11.55) жүйенің, нөлге тең
емес шешімдері. Теорема 11.4 бойынша у(х)  функциясы (11.51) тендеудің 
шешімдері. Сонымен қатар, мен (11.55) жүйенің шешімі болғандықтан
у(х ) функциясы

у(хо) = 0, у '(*,) = 0 (11.56)
шарттарды қанағаттандырады.

Мұндай бастапқы шарттарды у(х) = 0 шешім қанағаттандырады. Шешімнің 
барлығы жэне жалғыздығы туралы теорема 11.3 бойынша у(х) = 0 функция
(11.51) теңдеудің (11.56) бастапқы шарттарды қанағаттандырушы жалгыз 
шешім. Демек, (a, b) аралықта a хУрс) + а^урх) = 0 болады, яғни у^{х), у^х)  
сызықтық тэуелді функциялар.

Ал бұл теореманың шартына қайшы келеді. Сондықтан (а, Ь) аралықтың 
барлық нүктелерінде W (х) Ф 0.

Салдар 3.2. Вронский анықтауышы (a, b) аралығындағы бірде бір нүктеде 
нөлге тең болмауы үшін, дербес шешімдер сызықтық тәуелсіз болуы қажетті 
жэне жеткілікті.

Бұл тұжырым тікелей теорема 11.5 пен теорема 11.6 түжырымдарынан 
шығады.
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Екінші ретті біртекті сызықтың дифференциалдық теңдеудің кез келген 
(а, Ъ) аралығындағы урс),  урс)  сызықтық тэуелсіз шешімдері шешімдердің
фундаментальдық (іргелі) жүйесін құрайды. Басқа шешімдер осы шешімдер 
арқылы өрнектеледі.

Теорема 11.7. (Жалпы шешім туралы)
Егер у ^ х )  жэне урс)  функциялары (а, Ь) аралығында (11.51) тендеудің 

сызықтық тэуелсіз шешімдері болса, онда
У 0 0  =  с і У і ( х ) +  С2У2(Х) (11.57)

функциясы, мұндағы с ] мен -  кез келген тұрақтылар, (11.51) тецдеудің
жалпы шешімі болады.

Дәлелдеуі. Теорема 11.4 бойынша (11.57) у(х) функциясы (11.51) 
теңдеудің жалпы шешімі екенін көрсету үшін, кез келген

У Ы  = у 0, у'Оо) =  Уо (11.58)
бастапқы шарттар берілгенде, (11.57) функциядан (11.58) шарттарды 
қанағаттандырушы дербес шешім ажыратып алуға болатындығын көрсету 
керек.

х = х о деп алып, (11.57) функциядан жэне оның у'(х)  туындысынан 
теңдеулер жүйесін құрамыз:

Уо=СіУі(^о)+с2У2(^о) m  SQ4
Уо=сіУі(*о)+с2У2(*о) '  ' ’

мұндағы с мен -  белгісіз сандар.
Бұл жүйенің анықтауышы W (x0) Вронский анықтауышы. Шарт бойынша 

У (*), У (х ) сызықтық тәуелсіз функциялар, сондықтан, теорема 11.6 бойынша

Щх0) і  0 .
Демек, (11.59) жүйенің жалғыз сг = с°, с2 = с2 шешімі бар. Осы мәндерді

(11.57) тендікке қойсақ у(х ) = с ^ у ^ х )  + с%у2(х) ізделген дербес шешім 
алынады. Демек, у  =  с1у 1 (х) +  с2у 2(х) жалпы шешім.

Мысал 3.6. у "  — 4у = 0 теңдеудің жалпы шешімін табу керек.
Шешуі. Бұл екінші ретті біртекті сызықтық теңдеу. уг = е~2х, у 2 = е2х 

функциялары тендеудің дербес шешімдері екендігін тікелей тексеруге болады: 
у\  =  —2 е~гх,у і  = 4 е~2х, яғни у[' -  4ух = 0; у '2 = 2 е2х, у 2 = 4е2х, яғни

6 ̂  л
у 2 — 4у2 =  0. Бұл шешімдер сызықтық тэуелсіз, =  е4* Ф const.
Сондықган теорема 11.7 бойынша, жалпы шешім:

у{х)  =  с1 е~2х + с2е2х
Енді (11.51) теңдеудің бір шешімі белгілі болғанда, оның жалпы шешімін 

табу әдісін көрсетейік.
Уі(х) функциясы (11.51) біртекті теңдеудің дербес шешімі болсын. у  =  yxz  

деп жаңа z(x)  функциясын енгіземіз. Онда, у '  = у[ ■ z  + у х • z ' , y "  = y [ ' - z  + 
2y [ - z ' + y 1z ” болады. Туындылардың бұл өрнектерін (11.51) теңдеуге 
қойсақ,

Ы  +  р(х)у[ + £?(х)Уі] • z  + z'[2y[ + р(х)Уі] + yxz"  = 0 
теңдеуі алынады. у^х) берілген (11.51) теңдеудің шешімі болғандықтан, z
белгісіздің коэффициент! нөлге тең болады. Онда соңғы теңдеу
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z'[2 Ух + р (х )Ух] + y iz "  = О
түріне келеді. z ' = u(x) десек, бұл теңдеудің реті төмендейді,

и[2 УІ + рМ У іІ + и'Уі = 0.
Бұл бірінші ретті айнымалдары ажыралатын теңдеу. Бұл теңдеуді шешсек, 

j  —  = -  2 f  ~ ~ ~  j  p(x)dx,ln|u| = -2  Infy-LI -  j  p (x)dx + lnlql.u =

=  •+- 5 l e - f p M d x

УІ
немесе и = мұндағы q  кез келген тұрақты. Енді z' = и теңдігі

У1
бойынша z айнымалға оралып, z  үшін табылган өрнекті уг-ге көбейтсек,
(11.51) біртекті теңдеудің жалпы шешімі алынады,

у = с1у 1 f  — е~^pMdx dx  + с2Уі (11.60)
I Уі

мүндагы с | мен кез келген тұрактылар, ал сызықты тәуелсіз екінші шешім

У2 -  Уі f ~2 е ~ ! р Ш х (Іх 
J Уі

Демек, кез келген біртекті сызықтық дифференциалдық теңдеудің бір 
дербес шешімі у х белгілі болса, у = ух z алмастыру арқылы оның ретін бір 
ретке төмендетуге болады.

Мысал 3.7. у "  — 9у = 0 теңдеудің у 1 = е3х дербес шешімі белгілі. Оның 
жалпы шешімін табу керек.

Шешуі. Бұл теңдеуде р(х) = 0 болғандықтан, екенші дербес шешім,

У2 =У і J ^ e - f ° dxdx = e3xf  - ^ y e f ° dxdx = e3x j ^ d x  =

_  е зх+с0 I g -ьхдх  — ----- ---- с = - - e _3z
J —6 6

Онда жалпы шешім (ІІ.бО)формуласы бойынша,
у = с1е~3х + с2е 3х

3.4. n -ретті біртекті сызықтық дифференциалдық теңдеулер

п > 3 болғанда
Ц у ]  =  у(») + +  р 2 ( х ) у ( п ~ 2 )  +  -

+рп- і М у '  + +рп(х) = 0, х Е (а,Ь) (11.50)
түрінде жазылады, мүндағы Рі(х),р2(х), ...,рп(х) G С(а,Ь), яғни (а,Ь) 
аралыкта үзіліссіз функциялар. п = 2 болғандағы тұжырымдарды п > 3 
жағдайлар үшін де таратуға болады.

1. Теорема 11.8. Егер у г = у 1 (х ),у2 = У2(*)> ...,у„ = уп(х),х  G (а,Ь) 
функциялар (11.50) тендеудің дербес шешімдері болса, онда

У СО = ^ у Д х ) + с2у 2(х) +  -  + спуп(х) 
функция да (11.50) тендеудіц шешімі болады.

2. Анықтама 3.3. аіУі(х) + а2у 2(х) + — I- апуп(х) = 0, a < х < b (11.53 а)
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тепе-теңцігі орындалатындай, ең болмағанда біреуі нөлге тең емес, ах,а 2, — ,а п 
сандары табылса, онда У\(х),у2(х), ...,уп(х) функциялары (а,Ь) аралықга 
сызықгық тәуелді деп аталады.

(11.53 a) тепе-теңдік барлық ак= 0, к = 1, 2, ... , п болғанда жэне тек сонда 
ғана орындалса, онда Уі(х),у2(х), ...,уп(х) функциялары (a, b) аралығында 
сызықтық тәуелсіз деп аталады.

3. Вронский анықтауышы мына түрде жазылады:
У  і у2 У п

W(x)  = ІУСу^Уг, У п ) =
Уі У  2 У п (11.54 а)
у (п-1}

y t *  ■
(n—1)

■ У п
4. Теорема 11.9. Егер у 1 (х) , у2(х), ...,уп(х ),х  € (а,Ь) функциялары (a,b) 

аралығында іргелі (сызықтық тәуелсіз) шешімдер жүйесі болса, онда осы 
интервалда W(x)  ф 0.

5. Теорема 11.10. (Жалпы шешім туралы). Егер Уі(х),у2(х ) , ...,уп(х) 
функциялары (a, b) аралығында (11.51а) теңдеудің іргелі (сызықтық тәуелсіз) 
шешімдер жүйесі болса, онда

У(х) = с1у 1 (ж) + с2у2(х) + ••• + спуп(х) (11.57 а)
функциясы, мұндағы сг,с2,...,с п кез келген тұрақтылар, (11.51 а) теңдеудің 
жалпы шешімі болады.

11.8, 11.9, 11.10 теоремалар сэйкес 11.4, 11.5, 11.7 теоремалар сияқты
дэлелденеді.

Мысал 3.8. у '"  — у "  — 9у ' — 9у = 0 тендеудің жалпы шешімін табу керек. 
Шешуі. уі =  ех,у 2 = е~3х,у 3 = е3х функциялары берілген теңдеудің 

дербес шешімдері. Шынында да:
Уг = е х.у[ = ех,у[' = ех,у[" = ех;у[" -  у? -  9у( + 9Уі 

— ех — ех — 9ех +  9ех = 0
у2 =  е - 3х,у^ = - 3 е - 3х, у ’1  =  9е"3* ;уГ  = - 2 7 е - 3х; у ^  -  у ^  -  9у^ + 9у 2 = 

= —27е~3х -  9е~3х + 27е~3х + 9е~3х = 0 
Уз = е 3*,у^ = Зе3х,у 3 = 9е3* ;у Г  =  27е3х-,у'{' -  у ’{  -  9 у ,ъ + 9у3 =

= 27е3х -  9е3х -  27е3х + 9е3х = 0 
УгОО'УгОО'УзОО функциялар шешімдердің іргелі жүйесін құрайды.

W ( x )  =

-Зх ,3 хе  е  е

е х  — З е ~ 3х З е 3х
х  g g - З х  д е 3х

=  е х ( —2 7  -  27) -  е*(9 -  9) +  е х ( 3  + 3) =  - 4 8 е х Ф 0,

х  е  (-да, +оо).
Онда теорема 11.10 бойынша,

у(х)  = с1 ех + с2е~3х + с3е3х 
функция жалпы шешім болады.

3.5. Екінші реггі түрақты коэффициентті біртекті сызықтық 
дифференциалдық теңдеулер

(11.51) теңдеуде р(х)  жэне q(x)  функциялар тұрақты шама болған,
у "  + ру'  + qy  =  0, x £ ( a , b ) (11.61)

теңдеу екінші ретті тұрақты коэффицентті сызықтық дифференциалдық теңдеу 
деп аталады.
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Бұл теңдеудің жалпы шешімін табу үшін, оның сызықтық тәуелсіз (іргелі) 
екі дербес шешімін табу жеткілікті.

(11.61) теңдеудің шешімін Л. Эйлер ұсынғандай
у = екх

түрінде іздейік, к кейбір сан. у ' = к е кх4у" = к 2екх өрнектерді (11.61) 
теңдеуге қойсақ, к 2екх + ркекх + qekx = 0, екх(к 2 + рк + q) = 0, екх Ф 0 
өрнекке соңғы теңдіктің екі бөлігін бөлсек,

k 2 + pk + q = 0 (11.62)
түріндегі (11.61) теңдеудің сипаттаушы теңдеуі деп аталушы теңдеу шығады. 

Теорема 11.11. Егер (11.62) сипаттаушы теңдеудің түбірлері. а) & мен к
нақты жэне эртүрлі болса, онда (11.61) теңдеудің жалпы шешімі

у(х) =  схекіХ + c2ekzX (11.63)
түрінде болады;

б) Нақты жэне өзара тең болса, яғни кг = к2, онда (11.61) тендеудің жалпы 
шешімі,

у = cxeklX + c2eklX • х  (11.64)
түрінде болады;

в) комплекс түйіндес сандар болса, ягни к 1 = а  + ip ,k 2 = а — і(3, онда 
(11.63) теңдеудің жалпы шешімі

у = еах(_с1 cos ($х + с2 sin /?х) (11.65)
түрінде болады.

Дәлелдеуі. а) кх Ф к2 нақты сандар болганда у х = eklX жэне у2 = ек2Х 
дербес шешімдер болады. у ] мен у2 функциялар шешімдердің іргелі
(сызықтық тэуелсіз) жүйесін қүрайды. Өйткені, 
анықгауышы

W{x) =
7к хх

олардың Вронский

_  к2е (к1+к2)х _  fcig(k1+k2)x _  е (к1+к2)х(к2 +  ф оекгх
кхе ^ х кгек2Х

(11.57) формула бойынша, жалпы шешім, 
у(х )  =  схек1Х + с2ек2Х болады.
б) кх = к2 нақты сан ( d  = — q =  0, кх = к2 = — Бұл жағдайда тек бір

дербес шешім у г = екіХ белгілі. у2 = х ■ екіХ функциясы да (11.63) теңдеудің 
дербес шешімі болады.

Шынында да у2 = х  ■ екіХ функцияны (11.61) біртекті теңдеудің сол 
бөлігіне қойсақ,

Уг + ру2 + ?Уг = (хекіХ)" + р(хекіХУ + qxeklX =
= (2 кхекіХ + x k 2eklX) + p (e fel* + kxxeklX) + qxeklX =

= е кіХ(2 кх +  х к 2 + рхкх + р + qx) = екіХ[х(к2 + ркх + р) + (2 кх + р)].
& саны (11.62) сипаттаушы теңдеудің түбірі болғандықтан к 2 + ркг + q =

0, ал еселі түбірі болғандықтан 2кх + р =  0 болады. Демек, у2' + ру2 + ру2 = 
0, яғни у 2(х) (11.61) біртекті теңдеудің шешімі.

Вронский анықтауышы
W(x) = \Уі

ІУІ
У 21 
Уг\

gk і_Х

кхекіХ екіХ + кхекіХ
_  е 2кгх ( і  +  _  к і Х е 2kt x  -  е 2кгх ф  0
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болғандықган у х — екіХ жэне у 2 = хекіХ функциялары шешімдердің іргелі 
(сызықгық тәуелсіз) жүйесін құрайды. Сондықтан (11.57) формула бойынша 
жалпы шешім

у  = схекіХ + с2хекіХ
түрінде болады.

в) (11.62) сипаттаушы тендеудің түбірлері комплекс түйіндес кх = а + і(3,

к2 — а — і(і сандар.^О =  ү  — q < 0, a = — |  ,/? = J q  — ү  > О .̂ Бұл жағдайда

(11.61) біртекті теңдеудің шешімдері у г — е^а+1̂ х жэне у2 — gO-W* Эйлер 
формуласы бойьшша e±lx — cos х  ±  і sin х  болғандықган,

у 1 = еах ■ e lPx = еах(со sf ix  + i sm  fix), 
у 2 =  еах • e~lPx = еах(соs(3x — і sinfix).

(11.61) біртекті теңдеудің екі нақты дербес шешімдерін табамыз. Ол үшін 
Уі мен у 2 функцияларының екі сызықтық комбинациясын аламыз:

Уі = ~̂2 = еах • cos (Зх, у 2 = = еах ■ sin /Зх.
уг мен у2 функциялары (11.61) біртекті теңдеудің шешімдері болады 

(Теорема 11.4) жэне бұл функциялар шешімдердің іргелі жүйесін (сызықтық 
тәуелсіз) құрайды. Сондықтан (11.57) формула бойынша, жалпы шешім

у  = eax(cx cos p x  + c2 sin fix),
түрінде болады.

Мысал 3.9. у" — 7у ' + 12у =  0 теңдеудің жалпы шешімін табу керек.
Шешуі. Берілген теңдеудің (11.62) сипаттаушы тендеуі к 2 — 7к +  12 =  О, 

оның шешімдері кх = 3,к2 = 4. Демек (11.63) формула бойынша жалпы 
шешім у =  схе3х + с2е4х

Мысал 3.10. у "  — 6у ' +  9у = 0 теңдеудің жалпы шешімі табылсын.
Шешуі. Берілген тендеудің сипаттаушы теңдеуі к 2 — 6к + 9 = 0, оның 

шешімдері кх = к 2 = 3, яғни кх — 3 екі еселі түбір. Онда (11.64) формула 
бойьшша у  = ct e3x + хс2е3х

Мысал 3.10. у" — 4у' +  13у = 0 теқдеудің жалпы шешімі табылсын.
Шешуі. Берілген теңдеудің сипаттаушы теңдеуі к 2 — 4fc + 13 = 0, оның 

түбірлері кх = 2 +  3 і ,к2 = 2 - 3 і, яғни a = 2, /? =  3. Сондықтан, (11.57) 
формула бойынша жалпы шешім у = е 2х(сх cos Зх + с2 sin Зх).

3.6. n-perri турақты коэффициентті біртекті сызықтық дифферен- 
циалдық теқдеулер

n > 3 болғанда тұрақты коэффициентгі біртекті сызықтық
дифференциалдық тендеу деп
L[y] =  у (п) +  РіУ(ті-1) + РгУ(п_2) + ■ ■ ■ + Рп-іУ' + р„у = 0, a < х <  Ь (11.66) 

түріндегі теңдеуді атайды. Мұндағы р1(p2,---,Pn~ тұрақты нақты сандар.
(11.66) біртекті теңдеудің дербес шешімін у = екх түрінде іздейміз. 

у '  =  кекх, . . . ,у"  = к 2екх, у = кпекх өрнектерді теңдеуге қойсақ, 
екх{кп + Pifc"-1 +  р2к п~2 + ... + Рп- \ к  + рп = 0
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Бұдан екх =£ 0 болғандығы үшін
к п + Pxfc71-1 +  р2к п~2 + ... + рп_і/с + рп = 0 (11.67)

түріндегі (11.66) теңдеудің сипаттаушы теңдеуі деп аталушы л-дәрежелі 
алгебралық тендеу шығады.

п = 2 болғандағы тұжырымдардың жалпыланған түрі (11.66) біртекті 
теңдеу үшін де орынды болады.

(11.67) теңдеудің алгебраның негізгі теоремасы (Теорема1.2) жэне оның 
салдары бойынша дэл п түбірі бар. Олар нақты жай, нақты еселі, комлекс- 
түйіндес жэне комплекс-түйіндес еселі түбірлер болуы мүмкін.

Теорема 11.12. (11.67) сипаттаушы теңдеудің:
а) эрбір к нақты жай түбіріне (11.66) біртекті теңдеудің екх дербес шешімі 

сәйкес болады;
б )  әрбір т >  1 еселі к нақты түбіріне, (11.66) теңдеудің екх, х е кх, х 2екх, 

..., х т~1екх дербес шешімдер жүйесі сәйкес болады;
в) эрбір комплекс түйіндес a ± pi сандардың жай түбірлеріне (11.66) 

біртекті теңдеудің ea*cosPx, e“*sinPx дербес шешімдері сэйкес болады;
г) эрбір комплекс түйіндес a ± pi сандар жұбының m  > 1 еселі түбірлеріне, 

(11.66) біртекті тендеудің (e^cospx, e“*sinPx), (xe“*cosPx, xea*sinPx), 
(x2eaxcosfix, x 2eaxsm\ix), . . . ,  (xm_1ea*cosPx, x m-1ea*sinpx) дербес шешімдер 
жүптары сэйкес болады.

Бұл шешімдер сызықтық тэуелсіз (іргелі) шешімдер жүйесін қүрайды.
Дәлелдеуі. а), б), в), г) жағдайларындағы келтірілген функциялар (11.68) 

теңдеуді қанағаттандырады, яғни дербес шешімдер болады. Әрбір жағдайда 
алынған дербес шешімдер жүйесі сызықтық тәуелсіз (іргелі) жүйе, өйткені эр 
жағдай үшін де W(x) Ф 0 екендігін көрсетуге болады. Сондықтан (11.68) 
біртекті теңдеудің жалпы шешімі (11.57а) формула бойынша эр жағдай үшін 
алынған сызықтық тәуелсіз дербес шешімдердің сызықтық комбинациясы 
болады.

Мысал 3.12. у '" -  4у"  + у'  + 6у = 0 теңдеудің жалпы шешімі табылсын.
Шешуі. Берілген бір текті теңдеудің (11.67) сипаттаушы теңдеуі

к 3- 4 к 2 + к + 6 = 0.
Бүл үшінші дәрежелі теңцеудің түбірлері кг = - 1, к2 = 2, к3 = 3, өйткен 

к 3- 4 к 2 + к + 6 = (к + 1)(к -  2)(к -  3) = 0.
Бұл түбірлерге сэйкес дербес шешімдер, сэйкес түрде, е~х, е2х, е3х болады. 

Сондықтан, (11.57а) формула бойынша, жалпы шешім, у  = с1е~х + с2е2х + 
с3е3х болады.

Мысал 3.13. у<4> + 6у(3) + 5у(2) -  24у '- 36у = 0 теңдеудің жалпы
шешуін табу керек.

Шешуі. Берілген біртекті теңдеудің (11.67) сипаттаушы теңдеуі.
fc4 + 6к 3 + 5к 2 -  24к - 3 6  =  0, немесе (к 2 -  4)(к  + З)2 = 0. Бұл төртінші 

дэрежелі теңдеудің шешімдері кг = -  2, к 2 = 2, к 3 = к4 = —3. Яғни -2  мен 2 
жай түбірлер, ал -3 екі еселі түбір. Онда теорема 11.12 а), б) тармагы 
бойынша, бүл түбірлерге сэйкес берілген теңдеудің дербес шешімдері 
е~2х, е 2х,е~3х,хе~3х болады. Демек, жалпы шешім: у  = сге~2х + с2е2х + 
с3е~3х + с4е~3хх.
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Мысал 3.14. у ^  + 3А4) + 2у®  + 2у®  + у'  + у  — 0 теңдеудің жалпы 
шешімін табу керек.

Шешуі. (11.67) сипаттаушы теңдеу
к 5 + к 4 + 2 к 3 + 2 к 2 + к + 1 = 0, немесе (fc + 1 )(/с4 + 2 к 2 + 1) = 0 

түрінде болып, кг = - 1, к 2 = к3 — і ,к4 = к 5 = —і түбірлерге ие. і жэне —і 
сандары екі еселі түбірлер. Онда теорема 11.12 а), в) тармағы бойынша, сәйкес 
дербес шешімдер у г = е~х , у 2 = cosx, у3 = sinx, у4 = xcosx,y5 = xsinx 
түрінде болады. Сондықтан, жалпы шешім,

у  = сге~х + c2cosx + c3sinx + с4х cosx + c5xsinx.

3.7. Екінші ретті біртекті емес сызықтық дифференциалдық теңдеулер

Екінші ретті біртекті емес сызыісгық дифференциалдық теңдеу деп
L \ y ] = y u + р ( х ) у ' + q(x)y  = f ( x )  (11.68)

түріндегі теңдеуді атайды, мұндағы р (х), q (х ) ,/(х )  функциялар (а, Ь) 
аралықта үзіліссіз. / ( х )  = 0 болса,

L\y] = У" + РІх )у'  + Ч(х)у = 0 (11.69)
теңдеуі (11.68) теңдеуге сэйкес біртекті теңдеу деп аталады.

Теорема 11.13. (11.68) біртекті емес сызықтық теңдеудің жалпы шешімі, 
оның кез келген у*(х) дербес шешімі мен оған сәйкес (11.69) біртекті 
теңдеудің у (х) жалпы шешімінің қосындысына тең, яғни

У -  У” + У(х) = у* + q y ^ x )  +  с2у2(х) (11.70)
Дәлелдеуі. (11.70) у функциясы (11.68) біртекті емес теңдеудің шешімі 

болады:
L\y] = (у' + у)" + р (х)(у ' + у)' + ч (х)(ущ + у )  =

= (У*" + Р(л0у*' + Ч(х)УІ + (у" + р(х) у ’ + ЧІ.Х) у) = f  ix) + 0 = Я*)-
Енді у = у* + у функциясы (11.68) біртекті емес теңцеудің жалпы шешімі 

екендігін көрсетеміз. Яғни (11.70) шешімнен
У(хо) = Уо> У (хо) = Уо

шарттарды қанағаттандырушы жалғыз дербес шешім табуға болатындығын 
көрсетеміз. Ол үшін (11.70) функцияны дифференциалдап, у(х) пен у '(х) 
функцияларына бастапқы шарттарды қойсақ,

( СіУіОо) +  С2У2О 0) = Уо -  У * Ы  
усі Уі (х о) + С2У2О 0) =  Уо ~  У*'(хо).

с] мен с2 еркін түрақтыларға сәйкес сызықтық теңдеу жүйесі алынады. у г (х)
және у2О0 функциялары (11.69) теңдеудің сызықтың тэуелсіз (іргелі) дербес 
шешімдері болғандықтан, Вронский анықтауышы W  (Хд) Ф 0 болады. 
Сондықтан бұл жүйенің q  =  с? , с2 = с$ жалғыз шешімі бар. Демек, у  = у* + 
с°Уі(х ) + с°у2(х ) берілген бастапқы шарттарды қанағаттандырушы жалғыз 
шешім.
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Ерікті тұрақтыларды вариациялау әдісі (Лагранж)

(11.68) теңдеуді қарастырайық. Оның жалпы шешімі у  = у* + у  болады. 
Мұндағы у* кезкелген дербес шешім, ал у  сәйкес (11.69) біртекті теңдеудің 
жалпы шешімі.

Егер (11.69) біртекті теңдеудің шешімі у  белгілі болса, у ' дербес шешімді 
кез келген тұрақтыларды вариациялау әдісімен (Лагранж эдісі) табуға болады.

У = сіУі(х ) + с2Уг{х) функциясы (11.69) біртекті теңцеудің шешімі 
болсын, мұндағы у х(*)) және у 2(х) функциялары осы теңдеудің сызықтық 
тэуелсіз (іргелі) шешімдері.

Әдістің мағынасы: у  функциясының құрамындағы еркін тұрақтыларды х 
айнымалдың белгісіз с ^ х )  жэне с ^ х )  функциялары деп алып,

У’ = с і (*)Уі 0 0  + с2 (*)у2 (х) (11.71)
функциясы (10.68) біртекті емес теңдеуді қанағаттандыратындай етіп табу 
керек.

у '  функциясының туындысы
(У*)' =  СІ(х )У! (х) +  с х ( х ) у і  (х) +  С2 ( х ) у 2 ( х )  +  с 2 { х ) у '2 { х )  

өрнегінен c t ( x )  жэне с 2 ( х )  функцияларын
сіООУіОО + с2(х)у2(х) = 0 (11.72)

болатындай етіп таңдаймыз. Онда,
(у*У = сг(х)у[(х)  + с2(х)у2(х),

(У*)" = с[(х)у[(х) + сг(х)у"1х)  + с2(х)у2(х) + с2(х)у2 (х).
(у ‘), (у*У. ( у Т  өрнектерін (11.68) теңдеуге қойсақ,

<аО)УІО) + Сі ООуГОО + с2(х)у2(х) + с2(х)у2 (х) +
+ Р(х)[сг(х)у[(х) + с2(х)у2(х)] + q(x)[c1(z)y1(^) + с2(х)у2(х)] = / ( х), 

немесе
сЛх)[у['(х) + р(х)у[(х) + чООу іС*)] +

+ сг(х)\у2 (х) + р(х)у2(х) + q(x)y2(x)] + с[(х)у[(х) + с2(х)у2(х) = f(x)
У і ( х )  жэне у2(х) функциялары (11.69) біртекті тендеудің сызықтық 

тэуелсіз (іргелі) шешімдері болғандықтан, с1 (х) жэне с2 (х) функцияларының 
алдындагы коэффициенттер нөлге тең. Яғни соңғы теңдік

с[ (х)у[ (х) + с '2 (х)у^ (х) = f i x )  (11.73)
түріне келеді.

Демек, у* функциясы, сг(х) жэне с2(х) функциялары (11.72) жэне (11.73) 
тендеулер жүйесін

(11.74)( ^ІООУіСх)  + с2(х)у2(х) = 0 
I с[ (х)Уі (х) + с2 (х)у2 (х) = f i x )  

қанағаттандырғанда, (11.68) теңдеудің дербес шешімі болады. Бұл жүйенің 
анықгауышы Вронский анықгауышы болғандықтан, нөлге тең емес, яғни

УіОО у 2(х)
У [ ( х )  у 2 ( х )

Сондықтан (11.74) жүйе жалғыз с[(х) = (р^х), с2(х) = <р2(х) шешімге ие. 
Мұндағы <Рі{х), (р2(х) кейбір белгілі функциялар. Осы функцияларды 
интегралдап, с1 (х) жэне с2(х) функцияларын табамыз. Табылған өрнектерді 
(11.71) теңдікке қойсақ у* дербес шешім алынады.

*  0.
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Мысал 3.15. у " -  2у'  + У = ~  теңдеудің жалпы шешімін табу керек.
Шешуі. Алдымен у"  — 2у '  + у  =  0 сәйкес біртекті теңдеудің жалпы 

шешімін табамыз. Бұл біртекті теңдеудің сипаттаушы алгебралық теңдеуі 
к 2 - 2 к + 1 =  0, оның шешімдері кг = к2 = 1, яғни 1 саны екі еселі түбір. 
Демек, іргелі шешімдер у г = ех жэне у2 = х ■ ех Онда біртекті 
дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі

у  = с1ех + с2хех.
Енді сх = сх(х),с2 = с2(х) деп тұрақтыларды вариациялаймыз. Бұл 

функцияларды
у ’ = с1 (х)ех +  с2(х) ■ хех (*)

функция берілген тендеудің дербес шешімі болатындай етіп таңдаймыз. Ол 
үшін (11.74) жүйені шешеміз:

с[(х)ех + с2(х) ■ х е х =  0, с[(х)ех + с2(х) ■ ех(х + 1) = —
і *Бұл жүиеден, с[ (х) =  — 1, с2 (х) = Алынған теңдеулерді интегралдасаң,

Сі(х) =  — х + с 1,с2(х) = 1п \ х \ + с 2, мұндағы сг мен с2 жаңа кез келген 
тұрактылар. Бұл өрнектерді (*) теңдікке қойсақ,

у  =  (-  х  +  с1) е х + (In |дг| + с2~)хех,
немесе жалпы шешім

у = с1ех + с2х е х +  (- х е х + In |х| • х ■ ех).
Мұндағы с1 ех + с2х е х = у , х е х + \п \х\ ■ х  ■ ех = у ’.

3.8. п-ретті сызықтық дифференциалдық тецдеу деп

l \y]  =  У(п) +  Pi (x)y(n-1) + Р2 W y (n_2) + ... + РпООу = f ( x )  (11.75) 
түріндегі теңдеуді атайды, мұндағы р1 (х),р2(х), . . . , f (x )  функциялар (а,Ь) 
аралығында үзіліссіз функциялар. (11.75) теңдеуде f ( x )  ^  0 болса біртекті 
емес деп, ал f ( x )  = 0 болса, яғни

L[y] = У(п) +  Рі(ж)у(п_1) + Р2 W y (n_2) +  • ■ • +  РпСОУ = 0 (11.76)
теңдеу біртекті теңдеу деп аталады.

(11.75) теңдеуге Коши есебі былайша қойылады:
У(*о) =Уо, У'(х0) = у і  у (2)(*о) = у0(2)......у (п_1)(^о) = УдП_1) (11.77)

Екінші ретгі сызықтық дифференциалдың теңдеуге келтірілген тұжырым
(11.75) теңдеу үшін де орынды.

Теорема 11.14. (11.75) тендеудің жалпы шешімі, оның кез келген у*(х) 
дербес шешімі мен оған сәйкес (11.76) біртекті теңдеудің у(х) жалпы 
шешімінің қосындысына тең, яғни

у(х)  = у* + у  =  У* +  Сі Уі (х) + с2у 2(х)+ ... +спуп(х) (11.78)
Дәлелдеуі. Теорема 11.13 дэлелдеуі сияқты.
L[y*] =  / ( дг), L\y] = 0 болғандьщтан L[y* + у\ = L[y*] +  [у] = f ( x ) + 

0 =  f i x ) .
Яғни у* + у =  у функциясы (11.75) тендеудің шешімі. (11.77) бастапқы 

шарттарды қанағаттандырушы шешім
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' СіУі Оо) + с2у 2 (х0) + • • • + спуп (дг0) = Уо -  У * О 0)
СіУІОо) + с2у'2 іх0) + -  + с М х 0) =у'0 -  (у‘)'О о)

А У і ^ О о )  + С2у2(п~г\х о )  + ••• + спу ^ _1)(х0) = Уо'п_1) -  (у*)(п_1)(*о) 
жүйені шешкендегі q  = q , с2 = с2 , . . . , сп = с° жалғыз шешімге сэйкес, 

у = у* + q°y і(х ) + с2°у2(х) + ... +с°уп(х) 
функциясы болады.

3.9. п-ретті (п > 2) турақты коэффициента оң бөлігі арнайы түрдегі 
біртекті емес сызықтық дифференциалдық теңдеуді шешу.

L\y] = У іп) +РіУ(п~1) + р2у ('п~2) + ... + рп- 1у'  +РпУ = f i x )  (11.79) 
теңдеудің оң бөлігі

f i x )  = еах [Рпіх) ■ cos (lx + Qmix) ■ sin fix] (11.80)
түрінде болса, (11.79) тендеудің дербес шешімін интегралдау амалын қол- 
данбай-ақ, дифференциалдау жэне сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесін 
шешу арқылы қарапайым амалдарды қолданып табатын, анықталмаған 
коэффициенту әдісін қарастырамыз. Мұндағы Рпіх) жэне Qmix), сэйкес 
түрде n-дәрежелі жэне m-дәрежелі көпмүшелер.

(11.80) өрнектің кейбір дербес түрлер:
а) Р = 0 болса, f i x )  = еах Рпіх);
б) a = 0, (3 = 0 болса, f i x )  = Pnix);
в) a = 0 болса, f i x )  — Pnix )cos P* + Qmix ) sin P*;
r) a = 0, Qmix)= 0 болса, f  ix) = Pnix)cos p*;
д) a = 0, Pn{x) = 0 болса, f i x )  = Qmix) sin p*.
(11.79) теңдеуге сэйкес біртекті теңдеу

y (n) + + p2y (n_2) + ... + pny =  0 (11.81)
түрінде, ал бұл теңдеудің сипаттаушы теңдеуі

к п + Рі /с71 1 + р2к п~2 + ... + рп_гк + рп = 0 (11.82)
болады.

Теорема 14а. Егер (11.79) теңдеудің оң бөлігі (11.80) түрінде болса, онда 
оның дербес шешімі

у ’ = х г • eax[Ps ix) ■ cosfix + Qs ix) ■ sin fix] (11.83)
түрінде болады.

Мұндағы s = max[n, m], г саны (11.81) біртекті теңдеудің (11.82) 
сипаттаушы тендеуінің а + і(3 түріндегі түбірінің еселігі, Ps ix) жэне Qs ix) 
дәрежесі s =  т а  х [п ,т ] болтан анықталмаған (белгісіз) коэффициентті 
көпмүшелер.

Тұжырымның дұрыстығына у ‘ функциясының n-ретке дейінгі туынды- 
ларын тауып, оларды (11.79) тендеуге қойғанда анықталмаған коэффициент- 
терге байланысты сызықтық алгебралық тендеулер жүйесінің жалғыз ғана 
шешімі барлығы арқылы көз жеткізуге болады.

Мысал 3.15. у ” + у  = 4sinx теңдеудің жалпы шешімін табу керек.
Шешуі. Берілген тендеуге сэйкес у" + у = 0 біртекті теңдеудін (11.82) 

сипаттаушы теңдеуі к 2 + 1 = 0 жэне оның шешімдері к = ±і  болғандықтан,
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(11.81) теңцеуді іргелі шешімдері у 1 = cos х ,у 2 = sin х функциялары болады, 
онда біртекті теңдеудің жалпы шешімі

у = ^cos х + c2sin х.
У * Дербес шешімді (11.83) түрінде іздейміз. f ( x )  = 4sin x, яғни a = О, P = 1, 

Pn(x) = 0, Qm (*) = 4; 0 + 1. i саны сипаттаушы теңдеудің түбірі болғандыкдан, 
дербес шешім у* = х(Лсоях + fisinx) түрінде болады.

(у*У = A cos х  + В sin х -  Ах ■ sin х  + Вх  • cos х.
(у*)" = —Ляіпх + Bcosx -  Ляіпх + Лхсоях + Bcosx -  Bxsinx 

өрнектерді берілген теңдеуге қойсақ, А = - 2 ,  В = 0, яғни у* = —2х cos х. 
Сондықтан жалпы шешім

у = У + У* = q c o s х  + c2sin x - 2 x  cos x.
Мысал 3.16. yW - у' = Ax теңдеудің жалпы шешімін табу керек.
Шешуі. (11.82) сипатгаушы к 4 — к = 0 тендеудің түбірлері к 4 — к = к (к —

1) (к 2 + к +  1) =  0 болтаны үшін /q = 0, к2 = 1, кзл = - -  + — ■ j. Ятни

у  — сх + с2ех + е~2х (с3 cos ү х  +  с4 s in  ү х ) .  

f ( x )  = Ax = eox • Р і ( х ) ,  яғни a  =  0 , p =  0 , n  =  1, r  =  1.
Демек (11.83) дербес шешін у* =  х(Лх + В) = Лх2 + Вх  түрінде болады. 

Бұдан у*' =  2Лх + В, у*® = 2Д  у*® = 0, у ‘(4) = 0.
Бұл өрнектерді берілген теңдеуге қойсақ,
-  2Лх -  В = Ах, бұдан Л = -  2, В = 0, яғни у * = -  2х2.
Сондықтан, жалпы шешім

У = У + У* = сх +  с2ех + е 2Х
V3 . V3 . ,

c3cos — х  + с4 sm  — х ) — 2xz

§ 4. Дифференциалдық теңдеулер жүйесі

4.1. Негізгі үғымдар

Математика, физика, техника, жаратылыстану жэне экономиканың 
көптеген мэселелерін шешкенде, бірнеше функцияларды табу талап етіледі. 
Осындай функциялар бірнеше дифференциалдық тендеулер жүйесімен 
өрнектеледі.

Анықтама 4.1. Бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер жүйесі деп, 
құрамында тэуелсіз айнымал х, ізделетін (белгісіз) Уі,У2,---,Уп функциялар 
жэне олардың у{, Уг, • • ■, Уп туындылары кіретін, х 6 (a; 6),

fFi{x,yx,y 2. -.Уп.У'і.У2> -Уп) = 0,
, Ғ2(х ,у і ,у 2, ...,уп,у[,у'2, -Уһ) = 0,

<Ғп(х >Уі>Уг> ->Уп,У\.Уг> -У п) =  0 
түріндегі жүйені атайды.

Анықтама 4.2. Туындыға сэйкес шешілген
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(11 .84)

(dy 1
- f a = f i ( . x , y v y 2,...,yn).
dy 2

- = ҺЬ.Уі.Уг. - .Уп)

, - ^ -  = /п(*.Уі.У2.-.Уп)
түріндегі бірінші ретті теңдеулер жүйесі дифференциал теңцеулердің нормаль 
жүйесі деп аталады. Мұнда теңдеулер саны мен белгісіз функциялар саны 
өзара тең деп алынады.

Ескеретін жағдай, жалпы, жоғары ретті туындыларға сәйкес шешілген 
жүйелерді (11.84) түріне келтіруге болады. Мысалы

rd 2yx
= ғі(х> У\>Уг>У\>У'т)

d 2y 2
^  = Ғ2ІХ.Уі,У2,УІУЯ

„ d y і d y 2 d z i _  , , d z2 „  ,  .жүие -^7 = —  = z2, —  = Ғ ^ х . у ь у ^ ^ ,  —  = Ғ2 {х,ух, у 2* х* }  түріндегі
нормаль жүйеге келтіріледі.

у'"  = Ғ(х, у, у[, у") -  үшінші ретті дифференциалдық теңдеу 
у ' =  z ,z '  = и,и'  = Ғ (x ,y ,z ,u)  

түріндегі жүйеге келтіріледі.
(11.84) жүйеге қойылатын бастапқы шарттар,

Уі(*о) = Уі.У2(*о) = Уг. • • •.Уп(*о) =  у% (11.85)
Анықтама 4.3. (11.84) жүйенің шешімі деп, осы жүйенің эрбір теңдеуін 

қанағаттандыратын (Уі (х), у 2 (х), .. . ,  уп(х)} функциялар жиынтығын атайды.
(11.84), (11.85) Коши есебінің шешімі деп (11.85) бастапқы шарттарды 
қанағаттандыратын (11.85) жүйенің шешімдер жиынтығын атайды. Коши 
есебінің шешімі бар жэне жалғыздығы туралы теореманы дәлелсіз келтіреміз.

Теорема 11.15 (Коши). Егер (11.84) жүйедегі барлық Ek(x,y1(...,y n) 
функциялар, к = 1 ,п,  жэне осы функциялардың Уі, і = і, п , бойынша дербес 
туындылары кейбір (п + 1) өлшемді D аймақта үзіліссіз болса, онда осы аймақ- 
тың эрбір М0(х0, у ° , у 2 ,...,у%') нүктесінде (11.85) шарттарды 
қанағатгандыратын (11.84) жүйенің у х = <Рі(х),у2 = <р2(х), ..., (х) жалғыз 
шешімі бар.

D  аймақта М  нүктені өзгертіп (яғни бастапқы шарттарды) ақырсыз
жиынды шешімдер алынады. Бұл шешімдер жиынын п кез келген түрақтыға 
тәуелді у г =  <5Рі(лг; с1(с2, . . . , cn), у 2 =  (р2{х\ cv c2, . . . , cn), ... , у„ =
(рп(х; с1( с2, ...,  сп) түрінде жазуға болады.

Бұл шешім с1( с2, ..., сп кез келген тұрақтыларды
г<Рі(^о.Сі,с2, ...,сп) = у?

, <Р2(х0'Сі,с2, . . . ,сп) = у °

,<pn(x0,cv c2, . . . ,cn) = Уп
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жүйеден бір мэнді табуға мүмкін болса, жалпы шешім болады.
Жалпы шешімнің с1,с2, . . . , сп кез келген тұрақтылардың нақты берілген 

мэндеріндегі шешім дербес шешім деп аталады.

4.2. Дифференциалдық теңдеулер жүйесін жоғары ретті бір теңдеуге 
келтіру әдісімен шешу

(11.84) нормаль жүйеде, мысалы у 1 (х) функциясы кейбір п-ретті диффе- 
ренциалдық теңдеуді қанағаттандырады жэне Ғк, к = 1, п  функцияларының 
барлық айнымалдар бойынша үзіліссіз (п -  1) ретті дербес туындылары бар 
болсын дейік.

(11.84) жүйенің Уі(х),У2 (*). • ■ ->Уп(х ) функциялары кейбір шешімі 
болсын, яғни осы функцияларды (11.84) жүйеге қойғанда, ол жүйе тепе 
тендікке айналсын. Дербес жағдайда бірінші тендеу де тепе теңдікке айналады,

dyi _  ,  , ,
/і(^Уі»У2.---,Уп)-

Бұл тепе теңдікті х  бойынша дифференциалдасақ,
d  У\ _Qf\ і у  Qf\ dyk немесе 
dx2 дх кІдук dx ’

d 2y x 
dx2

^ L  + y ^ L . f  немесе
йх Һ д у к л ’

соңғы тепе-теңціктің оң бөлігін Ғ2{х,у1,у 2,---,уп) десек,
d 2yi
- j - ^  = F2{x,y1, y 2, . . . , y n).

Бұл тепе-теңдікті тағы да х  бойынша дифференциалдасақ,
гі3Уі _  дҒ2 ү  дҒ2 dyk 
d x 3 ~  дх L a  дук dxк=1

д Ғ 2 , V  д Ғ 2 ш ,  
дх 2 - і дук кк=1

болады. Тепе-теңдіктің оң бөлігін Ғ3 (х , y v  у 2, ■ ■ ■, Уп) десек,
d 3yi
- ^ з -  = Ғ3(х ,у і,у 2, . . . ,у п).

Осы сияқты алынған тепе-теңдікті тағы да дифференциалдасақ жэне 
дифференциалдау мен ықшамдауды (п -  2) рет жалғастырсақ, ақырында

dn_1yi
dxn.— = ғп-1 (*. уі, у 2, ...,  у„)

тепе-теңдік аламыз. Бұл тепе теңдікті тағы да дифференциалдасақ,

= Ғп(ж,уі,у2, . . . ,у п).
Сонымен (п -  1) тепе-тендіктер,

d y  і
—  = ҺІХ,ух,У2,...,Уп)-

=  ғ 2 ( х > У і > У 2 > - - - >  У п ) - (11.86)
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d n xyx
d x n - i  =  ғ п - і ( х > У і . У г ,  • • ■,У п )

жэне тағы бір,
dny 1
- ^ Г  =  ғп(*.У і.У г....... Уп)- (11 .8 7 )

тепе-теңдік алынды. Айнымалдардың өзгеру аймағында Якоби анықтауышы
P ( f 1,F2,F3,...Fn_1) f 0

Р(у 2>Уз’ —>Уп)
болса, (11.86) жүйені у 2,Уз>—>Уп функцияларға сэйкес шешуге болады жэне

dyi d2y 1 dn~1y 1 „ол шешімдер х, уь  t аинымалдар арқылы өрнектеледі.

'Уг = ^ 2{x,yv y[,...,y[n х))

Уз = Фз (*< У\>Уі>— > У іП_1))

ІУп = Фп(^У і . уі< -  .Уі(п_1))
Осы табылған (11.88) өрнектерді (11.87) теңдікке қойсақ,

<*пУі
d x n = ф [ х .У . - г - ,

dy 1 d 2y x dn

( 11.88)

(11.89)
dx  ' d x 2 ’ d x n~l

түріндегі теңдеу алынады. Бұл теңдеуді у х (х) функциясы қанағаттандырады.
Ұйғарым бойынша, бұл функция (11.84) жүйенің у х(х), у2(х), ... , уп(х) 

шешімдерінің құрамына кіреді. (11.85) теңцеудің жалпы шешімін
Уі(х) = (р1 (х,с1 ,с2, . . . , сп)

делік. Бұл шешімді ( п -1 )  рет дифференциалдап, у 1 (х) жэне табылған
Уі 00» Уі2) 00» ■■■> Уі(П_1) 0 0  туындылардың өрнектерін (11.88) жүйенің 
теңдеулеріне қойсақ, у20 0 , у3(х), ... 7 уп(х) функцияларының жалпы шешімі 
алынады:

УгОО = (р2(х,с1 ,с2, . . . , сп) ,у 3(х) = <Рзіх>Сі,с2, . . . , сп), ...,у„0О =
Сі> С2> • • • і Сп)■

Мысал 4.1. у{ = Зуі - у 2 + у3,у 2 = Уі + Уг + Уз »Уз = 4Уі -  У2 + 4Уз 
жүйенің жалпы шешімін табу керек.

Шешуі. Бірінші теңдеуді екі рет дифференциалдап, бірінші, екінші, үшінші 
теңдіктерді қолдансақ:

у" =  З у і-  у2 +  Уз =  3(3у! -  у2 +  Уз)-  (Уі +  Уг  +  У з )  +  (4У і ~ У і  +  4Уз) =
= 12ух -  5у2 + 6у3;

Ух =  12уі -  5у2 +  буз =  12(3уі - у2 +  Уз) -  5(ух +  у2 +  у3) +  6(4уі - у2 +  4у3)
= 55ух -  23у2 + З1у3.

у[ = Зуі -  у2 + Уз , Уі = 12уі - 5у2 + 6у3, у"' = 55уі - 23у2 + З1у3
жүйеден у2 жэне у3 функцияларды шығарып тастасақ, у{" -  8у{' + 
17у{- Юуз = =  0 теңдеуі алынады.

Сонда, у2 =  у[' -  6у[ + 6у1( уз = у['~ 5у[ +  3у х болады.
Уі ( х )  функциясына қатысты алынған үшінші ретгі тұрақты коэффициентті 

біртекті сызыкдық теңдеудің сипаттаушы теңдеуі к 3 -  8к 2 + 17к -  10 = 0,
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к  -  8к 2 +  17к  -1 0  =  ( к  -  1) ( к 2 - 7 к  +  10) болғандықтан түбірлері к г =  1, 
^2 = 2, к 3 = 5 болады.

Демек, у г = с1ех + с2е2х + c3eSx,y 2 — с1ех -  2 с2е2х + c3eSx, y 3 
= -3  с2е2х + 3 с3е5х

Ескерту 4.1. Егер Уі(х) функциясына сэйкес п-ретті (11.89) теңдеуді 
алғанда

D(fi> F2> Ғз, Ғп- і )  ^  ^
_ 0 (у 2,у 3, ...,уп)
болса, онда ух (х) функцияның орнына, Якоби анықтауышы нөлге тең 
болмайтын у2 (х), уз (х ),... ,уп(х) функциялардың біреуі алынады.

4.3. Тұрақты коэффициентті сызықтық дифференциалдық теңдеулер 
жүйесі

fd-Уі—  = аи у! + а12у2 + -  + а1пуп, 

d y 2
- =  а 2іУі + а22у 2 + -  + а2пуп, (11.90)

k °-піУі ^ гУ г  +  ■" "I" Q-ппУп
түріндегі нормаль сызықтық теңдеулер жүйесін қарастырайық, мұндағы 
aij(i,j = 1,п ) коэффициенттер тұрақты сандар.

(11.90) жүйенің дербес шешімін
Уі = а ^ . у - і  = а 2екх , . . . , у п = а пек* (11.91)

түрінде іздейік.
Мақсат: (11.91) функциялар (11.90) жүйені канағаттандыратындай

аг, а2, . . . , а п жэнеА: тұрақтыларды анықтау керек.
(11.91) функцияларды (11.90) жүйеге қойсақ,

к а хекх = {а1хах + а12а 2 + ... + а1пап)екх, 
к а 2екх =  (а21а х + а22а 2 + ... + а2пап)екх,

капе кх = (ап1а х + а ^ а  2 + ... + аппап)екх __
теңдіктер шығады. Барлық мүшелерін сол бөлігіне өткізіп, а £(і = і ,п ) 
шамалардың алдындағы коэффициенттерді жинақтасак,

'  (ац  -  к )ах + а12а 2 + ••• + а 1па п = 0,
а21а 1 (а 22 ~  Юа 2 а2па п ~  0, ^  j с>2)

,a ni a L+_aTl2a2 + -  + (апп ~ к)ап = 0.
жүйе алынады. a £(t = 1 ,п) жэне А: сандарын (11.92) жүйені канағаттан- 
дыратын етіп таңдаймыз. (11.92) жүйе біртекті сызықтық алгебралық 
тендеулер жүйесі болғандықтан, оның Вронский анықтауышы
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A(/c) = * О (11.93)

<*11 - /с  а12 а 1п
а 21 СІ22 ^ а 2п

а„і <*п2_ - а - п п - к
болса, барлық a t = 6 (i = i,n) болып, У\{х) = y2(x) = ... = yn(x) = 0 
болады.

Сонымен, (11.91) нөлге тең емес шешімдер Д(к) = 0 болғанда ғана алынады, 
яғни

а и  ~  к а12 ... а 1п
а 2і а22— к ... а 2п

(11.94) теңдеу
а-пп-к

= 0. (11.94)

1 ,ап2
[11.90) жүиенің сипаттаушы теңдеуі деп, ал оның түбірлері 

сипаттаушы теңдеудің түбірлері деп аталады.
Бірнеше жағдайларды қарастырайық.
1. Сипаттаушы теңдеудің түбірлері нақты жэне эртүрлі: къ к2, . . . ,  кп.
Әрбір кі ,і = 1 ,п  , үшін (11.92) жүйеден

а (0 а (0 а (0
коэффициенттерді анықтаймыз.

Бұлардың біреуі кез келген шама, оны бірге тең деп алуға болады.
Сонымен, (11.90) жүйенің шешімі:
кг үшіну1(1) =  а [ ^ е кіХ, у2(1) = а2^ е кіХ, ...,у„^ = а ^ е кіХ,
к2 үшінуі2̂  = a ^ e klX, у ®  = а ^ е кгХ, ...,у„ = а ^ е кгХ,

кп үшін Уі(п) = а[п^екпХ, у2п  ̂ =  а ^ е кпХ, . . . , у ^  = а ^ е кпХ
Бұл функциялар шешімдердің іргелі функциялар жүйесін құрайды. Бұл 

тұжырымның дұрыстығын Вронский анықтауышы W(x) ф 0 екендігін көрсету 
арқылы анықтауға болады. Демек, (11.90) жүйенің жалпы шешімі:

Уі = Cj^a^e*1* + с2а^екгХ Н-----Һ спа^екпХ,
« Уг = + с2а%)ек*х + -  + спа̂ п)е*»ж, (Ц.95)

<Уп = c t a ^ e klX +  С га^е*2* Н----- 1- сп а ^ е кпХ
Мысал 4.2. Уі = Уі -  у2 + у3, у2 = уг + у2 -  у3, Уз = 2уг - у2 жүйенің 

жалпы шешімін табу керек.
Ш е ш у і .  Берілген (11.90) тұрақты коэффициента бірінші ретті сызықтық 

дифференциалдық теңдеулер жүйесінің шешімін
Уі = а1екх,у2 = а2екх,у3 = а3екх 

түрінде іздесек, жүйенің (11.94) сипаттаушы теңдеуі 
к - 1 1 - 1  3 2
— 1 к — 1 1 = 0 болып, бұданк - 2к - к  + 2 = 0.
- 2  1 к

Бұл теңдеудің түбірлері к = 1 ,к^ = 2 Д з = -1.
Демек, жүйенің дербес шешімдері,
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түрінде болады.
W „Ю „(0

Уі = а ^ е  х у2(3) = а (23)е х Уз(3) = а з3)е *

a і > а 2 > а з , t = 1, 2, 3 шамалар арасындағы қатыс, У\,Уг>Уъ дербес 
шешімдер берілген жүйеге қойғанда алынады:

a СО,л (кі — 1) +  а 2і) — «зМ = 0
-а { °  + a f { k i  -  1) + a f  = 0 і = 1,2,3

ДО _

—2а^і) + a 2l)+a3l)fcj = 0 
Бұл жүйені шешсек:
a (О = а (і) _  „(і)= аі 42) a (2)  _= 6, а23) = -За^, о£" = - 5 <  

Табылған тұрақтылардың бір бөлігі еркін шама болғандықтан, = 1,
Дз) Дз) _ Дз)

a f '  = 1, a ®  =  1 деп алсақ, а^ 1 =Ді) - (3) =  , a(2) _
3 —

болады.
Берілген жүйенің Вронский анықтауышы

е
W(x)  = ех 0 -  Зе

®  = 1, a ®  = - 3 , a (з) _= - 5

,2х — 5е '
Сондықтан, берілген жүйенщ жалпы шешімі 

Уі = сгех

*  0

,х + с2е2х + с3е х ,
Уг =  с\ е% -  Зс3е х, у 3 = схех + с2е2х -  5с3е х 

2. Сипаттаушы теңдеудің түбірлері эртүрлі, бірақ олардың ішінде к = a +
Р і, &2 = a -  Р і комплекс түбірлері бар. Бұл жағдайда да дербес шешімдердің
түрлері 1-жағдайдағыдай анықталады. Алынған комплекс мэнді дербес 
шешімдердің орнына, олардың сызықтық комбинациясын алып жэне Эйлер 
формуласын қолданып, нәтижеде екі нақты дербес шешімдер алуға болады.

Немесе алынған комплекс дербес шешімдердің нақты жэне жорамал 
бөліктерін ажыратып, екі нақты дербес шешімдер алынады: 

у х = еах cos /Зх, у 2 = еах sin рх
(бұлардың шешім екендігін тікелей тендеуге қойып тексеруге болады). = а-
і'Р комплекс түйіндес түбір жаңа дербес шешімдер анықтамайтындығы айқын.

Мысал 4.3. уі = Уі +  У2> Уг = "Уі + Уг ~Уг> Уз = 3Уг +  Уз жүйенің 
у х (0) =  3, у2(0) =  4, у3(0) =  1 бастапқы шарттарды қанағаттандырушы 
дербес шешімін табу керек.

Шешуі. Сипаттаушы теңдеу (11.94) құрып, оның түбірлерін табамыз:4

1 - к  
-1  
0

1
1 - к  

3

0
-  1 

1 - к
= 0.

Бірінші баған элементтері бойынша жіктесек,
(1 ~к)  [(1 -&)2 + 3] + 1 |* 1 _ ° |  + 0 = 0,



(1 - k ) ( k  ~2k + 5) = 0,
& = 1Д2= 1 + 2 іД з = 1 -2 i .

(11.92) жүйе; к = 1 болғанда,

Г 0 • а[1} + а™ + 0 • а£1} = О

I + 0 • а2̂  — а 3̂  = О

(  О ■ а{1} + 3а™ + О • a (31} = О
түрінде болып, оның шешімдері аү1 = 1 деп алсақ, = О, а 3̂  = -1  
болады.

Берілген жүйенің дербес шешімі = ех, = 0, Уз^  = - е х;к 2 = 1 + 
2 і болғанда, (11.92) жүйе

С - 2 і ■ а[2) + а ®  = 0

•I — а ®  — 2 і а ®  -- 0

-  2іа{2) = 0
түрінде болып, шешімдері а х = 1 деп алсақ, а ®  = 2і, а 32) = 3 болады. 
к2 = 1 + 2 і түбірге сәйкес дербес шешім,

Уі(2) =  g U  + 2 0 * ^ 2) =  2 i g ( 1 + 2 0 ^ ( у ®  =  З е (1 + 2І)АС 

Бұл шешімнің нақты жэне жорамал бөліктерін ажыратамыз.
у(2)= ex(cos2x  + tsin2jc); Re Уі(2)= e*cos2x;

Jm Уі®  = exsin2x; y22̂ = 2iex(cos2x + isin2x); Re У22)= -2e*sin2x;
Jm У22)= 2e*cos2;c. Уз2) = 3(e*cos2x + iex sin2x);

Re Уз2) = 3e*cos2x; Jm Уз2) = 3ex sin2x.
Жоғарыда атап өтілгендей k3 = 1 — 2 i түбір де осы дербес шешімдерді 

анықтайды.
Сонымен берілген жүйенің жалпы шешімі,
Уі = схех + с2ех cos 2 х  + с3е х sin 2 х, 
у 2 — ci ■ 0 -  2 с2ех sin 2х  + 2 с3е х cos 2х,
Уз — ~ ci e х + Зс2е* cos 2х + Зс3е* sin 2х.
Енді осы жалпы шешімнен берілген бастапқы шарттарды 

канағаттандырушы дербес шешімді табамыз. х = 0 десек,
3 = сх + с2 + О, 4 = 0 -  0 + 2с3, 1 = - сх + Зс3 + 0 

жүйе алынады. Бұл жүйені шешсек: сх = 5; с2 = -2 ; с3 — 2. Демек, берілген 
бастапқы шарттарды қанағаттандыратын дербес шешім:

Уі = 5ех -  2ех cos 2х + 2ех sin 2х, 
у 2 = +4е* sin 2х + 6ех cos 2х,
Уз = -  5ех -  6е* cos 2х + 2ех sin 2х.
3. (11.94) сипаттаушы тендеудің к түбірі m еселі болсын. Онда осы т

еселі түбірге сэйкес дербес шешім,
Уі = (a j1} + а[2)х  + а[3)х 2 + ••• + а[т) хт_1)е 'сд:,
У 2 = ( а ? 3 + а ^ х  + а ® х 2 + ••• + а4т )хт -1 )екх,
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Уз =  (an i;i +  а ^ х  +  а „ 3)х 2 +  — h а ^ х т  1) e feA; 
түрінде ізделеді.

Бұл шешім т  кез келген тұрақтыларға тәуелді. |а р ')| , і  =  1, n; j  =  1 , т  

тұрақтылар анықталмаған коэффициенттер эдісімен анықталады.
Мысал 4.4. у [  = у г - у 2 + у 3,у '  =  у г + у 2 -  у 3, у 3 = -  у 2 + 2 у 3 жүйенің 

У і(0 ) — 1 ,у 2(0 ) =  6 ,у 3(0 ) =  3 бастапқы шарттарды қанағатгандырушы 
дербес шешімін табу керек.

Ш еш уі. Ж үйенің (11.94) сипаттаушы теңдеуін кұрып, оның түбірлерін 
табамыз:

1 -  к  -  1 1
1 1 — к  - 1 = 0 ,
0 -  1 2 - к

теңдіктщ сол бөлігіндегі анықтауышты ашып, ықшамдасақ:

(1  -  k f ( 2  -  к ) -  1 -  (1  -  к )  +  (2  -  к )  =  (1  -  к ) 2 (2  -  к ) -  1 -  1 +  к  +  2 -  к  =

(1 - к ) 2 ( 2  -  к ) .  Демек, сипаттаушы тендеу (1 - / с ) 2(2 - к )  =  0 болады. к г =  2  
түбірге сәйкес (11.92) жүйе

+ а[- а ' -  ах
( 1 )  -  -  аа

= о

з
CD _

= 0

= 0
= О

а CD — а CD = 0.

а 3^  = 1 десек, =  1 болады. Сонда берілген жүйенің бір дербес шешімі
алынады:

ух(1) =  е 2х у2(1) = о, у3(1) =  е 2х .

к  =  к  = к  = 1 екі еселі түбірге (m  = 2) сәйкес дербес шешімдер,

У і2,3) =  ( « ®  +  е *■ У2 2'3) =  ( « 22) +  а 23)* )  е* ' Уз(2'3) =  («32) +  “ з ^ * )  е'
түрінде болады. Бұл шешімдерді берілген жүйеге қойсақ,

га[3)ех + (а£2) + а[3̂ х)ех = (а® + а[3)х)ех -  (а® + а̂ 3)х)ех + (а 2̂) + а^х)ех, 
а(3)ех + (а£2) + arf)х)ех = (а[2) + а[3)х)ех -  (а£2) + а̂ 3)х)ех -  (а£2) + а33)х)ех, 

,а̂ 3)ех + (а(2) + a f ]x)ex = - (а [2> + а{3)х)ех + 2 (а 2̂) + а(3)х)еТ
немесе, е х  ±  0 өрнекке қысқартқаннан кейін

(а ®  — аз ) х  +  а і + а 2 ~  а 
( а 33) — a ® )*  + а ®  -  a (з) — a

v(2)
(2)

(а ®  — а 33))х + а ®  + а з3) — а„ (2)

= 0, 

= 0, 
= о

жүйе шығады.
Бұл тендіктер орындалуы үшін,

а (з ) -  а ?  = 0, а®  -  а®  = 0, а®  + а<2) -  а®  = О
а . (2 ) — а: ,® -а ,®  =  < U ®  + a ,® - < r ? ) =  0

катыстар орындалуы қажет.
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Екінші тендіктен a ®  =  a^3) Бірінші тендікті ескерсек, = a j3) Төртінші 
теңціктен, a ®  =  a ®  — a 23\  яғни a ®  = a ®  — a ,3\  Үшінші тендіктен a 22̂  =

(2) _  „ ( 3 ) ------- „ ( 2 )  _  „ ( 2 )  _  „ ( 3 )  _  „ ( 3 )  „ ( 2 )  _  „ ( 2 )  о  (3) „ ( 3 )a з — а { ' , яғни а 2 = а{ -  а:_ - “ і
кез келген сандар a ®  = 1, a ®  =  0 десек,

немесе а 2~' — а±~' — 2 а^ 
(з )  _

зa ®  = 1, а ? '  = О,
жэне а{

а ?  =  1, a ®  =
0. a£2) = О, а[ =  1 десек, а£2) = -2 ,  а£3) =  1, Ц 2) = -1 , а£3) = 1.

Екі еселі к = 1 түбірге сэйкес сызықты тэуелсіз (іргелі) екі дербес шешім 
алынды:

Уі2) = ех, У2(2) = е* Уз(2) = ** жэне
у ®  =  хех, у2(3) =  (—2 +  х )е х, у3(3) = (—1 + х )е х.
Демек, берілген жүйенің жалпы шешімі:
Уі = сге2х +  с2ех + с3х е х, у 2 = с2ех + с3(х -  2)ех,
Уз = схе2х + с2ех + с3(х -  1)ех 
Бастапқы шарттарды пайдалансақ,
1 = c-l + с2, 6 = с2 -  2 с3, 3 =  сх + с2 - с 3 жүйенің шешімі сг = —1, 

с2 = 2 , с3 =  -  2 болады.
Демек, дербес шешім,
Уі =  —1 • е 2х + 2 ех -  2 х е х, у 2 = 2 ех -  2 (х -  2 )ех,
Уз = —1 * е 2х + 2 ех -  2{х -  1)ех.

§ 5. Дифференциалдык теңдеулерді дәрежелік қатарлар жәрдемімен 
интегралдау

Егер дифференциалдық теңдеудің шешімі элементар функциялар арқылы 
өрнектелмесе немесе шешу әдістері күрделі болса, онда Тейлор қатарын 
пайдаланып, жуықтап шешуге болады.

y" = f { x , y , y )  (11-96)
дифференциалдық теңдеудің

У(*о) =Уо.У'(*о) =Уо (11-97)

бастапқы шарттарды қанағаттандырушы дербес шешімін табу керек болсын. 
Екі түрлі әдісті қарастырайық.

1. Анықталмаған коэффициенттер әдісі

Жуыктап шешудің бұл тэсілі (11.96) теңдеу сызықгық болған жағдайда 
тиімді.

У" + Рі ООу ' + р2 (*)У =  / (* )  (П -98)
теңдеудің у(х0) = Уо,у'(х0) = у '0 бастапқы шарттарды қанағаттандырушы 
дербес шешімін табу керек болсын.

Мұндағы p1 (x),p2( x ) , f ( x )  функциялары кейбір (х0 - R , x 0 + R) аралықта 
жинақталушы Тейлор қатарына жіктелуші функциялар болсын. Ізделінді 
шешім у  =  у(х) функциясын

у  = с0 + с1 ( х - х 0) + с2( х - х 0) 2 +  ... + сп(х-дс„)П + ... (11.99)
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анықгалмаған коэффициента дэрежелік қатар түрінде іздейміз. с0 жэне сг 
коэффициенггері бастапқы шартгар жәрдемімен анықгалады, с0 = у0 , сг = у '0

Келесі коэффициенттерді табу үшін (11.99) қатарды екі рет дифферен- 
циалдаймыз, себебі дифференциалдық теңдеу екінші ретті. Содан соң у ,у ' , у ” 
өрнектерін (11.98) теңдеуге қойып, p1 (x),p2(x ) , f ( x )  функциялары олардың 
жіктелуімен ауыстырылады. Нэтижеде тепе-теңдік алынып, анықталмаған 
коэффициенттер әдісімен (х -  х0) екі мүшенің бірдей дәрежелерінің 
алдындағы коэффициенттерді теңестіріп) жетіспеген коэффициенттер 
табылады.

Ескерту 5.1. Бұл тәсіл п-ретті сызықтық дифференциалдық теңдеулерді 
шешуде де қолданылады.

Мысал 5.1. (1 - х 2)у" -  4ху'  -  2у  — 0; у(0) = 0,у '(0) = 1 Коши
есебінің шешімін жуықтап табу керек.

Шешуі. у "  = f { x , y , y ' )  = ^ у '  +  ~ ~ і У, х  Ф ±1, теңдеу (11.96) 
теңдеудің (11.98) сызықгық түрі болғандықтан f  функциясы х, у, у' 
айнымалдары (х ^±1) бойынша ақырсыз дифференциалданушы функция. 
Демек, ізделінді у(х) функциясы да ақырсыз дифференциалданушы функция. 
Алдымен бұл шешімдерді х  = 0 нүктесінің кейбір маңайында табамыз, яғни 
бұл шешімдерді (11.99) қатар

у(х) = а0 + агх  + а2х 2 + ... + a^x71 + ... 
түрінде іздейміз. (11.97) түріндегі берілген бастапқы шарттарды ескерсек, 
а0 =  0, ах =  1 болады.

Жазылған қатарды берілген теңдеуге қойсақ, х  бойынша тепе-теңцік 
алынады:

оо оо оо оо

'У' п(п -  І^сіпХ71 2 -  ^  n(n -  1)апхп -  4 ̂  па^х71 -  2 ^  апхп -  0.
7 1 = 2 п = 2 71=1 7 1 = 0

Бірінші қосьшдыда п қосу индексін (п + 2)-ге ауыстырсақ, соңғы тепе- 
теңдікті мына түрде жазуға болады:

оо оо оо оо

£ ( п  +  2 ) ( п  +  1 ) a n+2x n -  ^  п (п  -  1 )а „ х п -  4 ^  папхп -  2 ^  а^х71 = 0
7 1 = 0 7 1 = 2 71=  1 71 =  0

немесе
оо

2а 2 +  6 а 3х  -  2 а 0 -  6 агх +  ^  [(п  +  2 ) (п  +  1 )а „ + 2  ~п(п -  1 )а „  -  4п а„ -  2 ап]хп =  0.
71 =  2  . .

Осы тепе-теңдіктен, х-тің бірдей дэрежелерінщ алдындағы 
коэффициенттерді теңестірсек,

а2 = а0, я3 = 1, Лп+2 п — 2 ,3 ,...
теңдіктер шығады. у(0) = а0 = 0 ,у '(0) = аг = 1 екендігін ескерсек, 
а2к = 0, а2к+1 = 1 болады.

Демек, ізделген шешім;
у(х) = х  + х 3 + х 5+ ... + х 271- 1 + ... = , \х\ < 1.
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2. Біртіндеп дифференциалдау тәеілі

Сызықтық емес (11.96) теңдеудің (11.97) бастапқы шарттарды қанагаттан- 
дыратын жуык шешімін табуды қарастырайық. (11.96) теңдеудің у = у(х ) 
шешімін Тейлор катары түрінде іздейік,

У = уОо) +
У'(* о) {х -  х0) +

У " (*  о) 0 -* о )  + ...+
У(п)(х о)

(* -* 0) + ...(11.100)1! ' 2! v" "иу ........ п!
М ұндағы  алғаш қы  екі к оэф ф иц и ентті (1 1 .9 7 )  бастапқы  ш арттардан

табам ы з, х =  бол ған да , у ( х 0)  =  у 0,у ' ( ^ о )  =  Уо- Бұл ш амаларды  (1 1 .9 6 )  

тен д ік к е қойсақ , У " (* о ) =  Д х о -У о -У о ) болады . Осылаш а
y (34 * o ) » y (4)(* o )» - - -< y (Tl)(* o )  к оэф ф и ц и ен ттер д і (1 1 .9 6 )  тең дік ті б ір т ін деп  х 
бой ы н ш а д и ф ф ер ен ц и ал дап , х = х0 болғандагы  туы нды ларды ң м эндері 
есеп т ел ін ед і. Т абы лған м ән д ер д і (1 1 .1 0 0 )  тең дік к е қойсақ , (1 1 .1 0 0 )  қатар 
айны м алды ң ж инақталаты н м ән д ер ін д е  (1 1 .9 6 )  т е ң д е у д ің  іздел ген  д ер б ес  
ш еш ім і болады .

Бұл қатарды ң д е р б е с  косы нды сы  (1 1 .9 6 )  т е ң д е у д ің  ж уы қ ш еш ім і болады .
Ескерту 6.1. Б ір т ін деп  д и ф ф ер ен ц и а л д а у  ә д іс і кез келген ретті ди ф ф ерен- 

циалды қ т е н д е у л е р д і ж уы қтап ш еш уд е  д е  қолданы лады .
Мысал 5.2. у "  = х у '- у 2-, у ( 0 )  = 1 ,у ' ( 0 )  = 2 К ош и  есеб ін  біртіндеп  

д и ф ф ер ен ц и а л д а у  т әс іл ім ен  ж уы қтар ш еш у керек.
Шешуі. Бастапқы  ш арттарды  еск ер сек ,

у " ( 0 )  =  0  • 2 -  I 2 =  -  1;
у (3)(х) = у' + ху(2)-2 у  -у'; у<3>(0) = 2 + 0- ( - 1 ) - 2  1 2 = -2 ; 

у ( 4) ( х )  _  у ( 2) _|_ у (2) + Ху ( 3) _ 2 у ' 2 -  2 у  ■ у ® ;

у (4)(0) = -  1 -  1 + 0 (- 2) -  2 • 4 • 2 • 1 • (- 1) = -  8. 
у ® (х ) =  2у ®  + у ®  + ху®  -  4у ' • у ®  -  2у' • у ®  -  2уу® ;

Зу(3)
у ® (0 ) = 3 ( - 2 ) +  0 -4 2  (- 1) - 2  2 • (- 1) - 2  • 1 • (-2 )

=  10 .= - 6 + 8 + 4 + 4 
Демек, Маклорен формуласы бойынша,

. 4  1 ,  1 ,  1 . 1 
у(х ) = 1 + 2 х - - х 2 - ~ х 3 - - Х 4 + — X s +

§ 6. Ш екаралық (шеттік) есептер туралы түсінік

6.1. Ш екаралык есеп уғымы. Ш екаралык есептердің қойылуы

Бастапқы шарттар (Коши есебі) бойынша негізгі есептен басқа шекаралык 
(шетгік) есептер де жиі кездеседі.

Мұндай есептерге А нүктесінен шыккан жарык сэулесінің берілген В 
нүктесіне түсу траекториясын анықтау жэне балистикалық есеп, яғни 
ракетанын жердің бір нүктесінен шығып, басқа бір берілген нүктеге дэл тию 
траекториясын анықтау, т.с.с. есептер жатады.
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Қозғалыс туралы есептер дифференциалдық теңдеулерге келтірілетін- 
діктен, ол теңдеулердің жалпы шешіміндегі ерікті тұрақтыларды берілген 
шекаралық шарттар жәрдемімен анықтау керек.

Әрине, барлық жағдайда да шешім бола бермейді, болса да шешім жалғыз 
болмауы мүмкін.

Мысал ретінде келесі шекаралық есепті қарастырайық: у "  + у = 0; 
У(0) =  0, у{хх) = Уі

Берілген теңдеудің жалпы шешімі у  =  cxcosx + c2sinx. Бірінші шекаралық 
шарт бойынша сх =  0, өйткені у(0) = CjCosO + c2sin0 ^  сх = 0.

Сонда шешімі у = c2cosx түрінде болады. Келесі жағдайлар болуы 
мүмкін:

а) егер хх ф кп ,ух Ф 0 болса, онда берілген шекаралық есептің жалғыз
шешімі бар, ол у =  - sin х  түрінде болады;

S i n  Х \

б) егер хх =  ля, у х = 0 болса, онда у = c2sinx қисықтар шоғы шекаралық 
есептің шешімдерінің графигі болады, яғни шешім ақырсыз көп болады.

в) егер хх = пп, у х Ф 0 болса, онда шекаралық есептің шешімі жоқ, 
өйткені у  =  c2sinx қисықтар шоғының біреуі де (хх; у х) нүктесінен өтпейді.

Атап өтейік,
У" + Рі (*)У'' + Рг С*)У = А (х) (*)

екінші ретгі сызықтық дифференциалдық теңдеу, екі бөлігін де функцияға 
көбейту арқылы

4 -  [р (х )У І  +  q W y  = fix)  (1 1 .1 0 1 )ах
түріне келтіріледі. Мұндағы р(х) = e>Pl^ dx, q(x) — р2(х)е^Рі<'х а̂х, f ( x )  = 
f x( x ) e fpi M dx

Енді (11.101) тең деу үшін шекаралық есептерді қарастырайық.
' d

. ^  [рW y'] + ч М у  = П х) ,  (11.102)
а у \ х о) +  Р у Ы  =  (Oo.yy'Cx!) + бу(хх) = о)х, х 0 < х  < х х 

түріндегі есеп, у(х) функциясы үшін шекаралық (шеттік) есеп деп аталады. 
Мұндағы берілген q (x ) , f ( x )  функциялары (х0, х х) аралықта үзіліссіз, р{х) G 
С'(*о.*і)> РІХ) *  °, ал a ,p ,Y ,S , 0}0, шх берілген сандар.

Егер а> = ш 0 болса, (11.102) шарттар біртекті шарттар, ал (11.101),
(11.102) есеп біртекті шекаралық есеп деп аталады.

(11.102) шартгарда: а) а = у = 0 болса, ол бірінші текті шекаралық шарт; 
б) Р = 5 = 0 болса, екінші текті шекаралық шарт; в) а, р, у, S коэффиценттердің 
берлығы да нөлге тең болмаса үшінші текті шекаралық шарт деп аталады. 

Сәйкес есептер бірінші текті, екінші текті жэне үшінші текті шекаралық
есептер деп аталады.

Бірінші жэне екінші текті шеаралық есептердің шарттары z = у -  
УцУо _  уо алмастыруы арқылы z (x0) = z (xx) = 0 біртекті шарттарға
келтіріледі. Жаңа z(x) функцияға байланысты (11.101) теңдеу сызықтың 
тең деу болады.
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6.2. Шекаралық есепті Грин функциясын қүру әдісімен шешу

L^  = dx ] + q^ y = (11 .103)

(11 .104)У(х о) = у(*і) = 0
бірінші текті шекаралық есепті қарастырайық

Анықтама 6.1. (11.103), (11.104) бірінші текті шекаралық есептің G(x,s) 
Грин функциясы деп келесі қасиеттерге ие функцияны атайды:

а) белгіленген s -те G(x,s) функциясы х бойынша үзіліссіз, мұнда
х < х < х , х  < s < х : о Г о  Г

б) G{pc,s) функциясы [Xq. x^  кесіндінің x ^ s  нүктелерінде сәйкес 
^  [ріх )у'] + q(x)y  =  f { x )  біртекті теңдеудің шешімі;

в) G(x0,s ) = G(x1(s) = 0 шекаралық шарттарды қанағаттандырады;
г) х = s нүктесінде Gx(x, s ) туынды - j— -ке тең секірмесі бар.
Теорема 11.16. Егер р{х) G C'fxo.x-J, q ix ) , f {x )  G C[x0, x j  болса, яғни 

кесіндіде p(x)  бірінші ретті үзіліссіз туындыға ие, ал q(x) , f (x)  
үзіліссіз функциялар болса, онда (11.103), (11.104) шекаралық есептің шешімі

УІх) =  jG (x ,s ) / ( s )< & (11.105)

формуламен анықталады.
Дәлелдеуі. (11.105) функцияда бірінші жэне екінші туындыларды тауып,

теңдеуге қоямыз.
*і *і

у '(х ) =  J Gxix , s ) f ( s )d s  = J G'x ix ,s ) f { s )ds  + j Gx(x,s)f(s)ds-,
x 0 X 0 X

Xi

y " ( x ) =  J GJcx(x ,s ) f ( s )d s  + Gx(x,x  -  0) f ( x )
*0*1

+ J  Cxxix l s ) f i s ) d s -  G'x ix, x  + 0) f i x )  =
*o

= J Gxxix , s ) f i s ) d s  + [G'x ix  + 0 ,x)  -  G'xix -  0,*)]/(*)•
*0

(11.105) тендіктегі y(x) өрнегін жэне табылған y ' ix ) ,y" ix )  өрнектерін
(11.103) тең деуге қойсақ, эрі б) жэне г) қасиеттерді ескерсек,

*1
I  [pix)Gx'xix,s) + p' ix)Gxix,s) + qix)Gix,s)]ds  + 

*о
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+ P(x)[G'xО  + 0,x) -  G'x(x -  0, x)] f (x)  = f ( x )  тепе-теңдік алынады.
(11.103), (11.104) шекаралық есеп үшін Грин функциясын құрайық.
А л д ы м ен , б ір тек ті т е ң д е у  үш ін ,

^  [р (* )у '] +  q(x)y  =  0, (1 1 .1 0 6 )

УО о) =  0,у'(х0) =  Уо *  0 (1 1 .1 0 7 )
Коши есебінің ух (х) шешімін қарастырайық. Бұл шешім, жалпы түрде, 

Уі (хі) = 0 екінші шекаралық шартгы қанағаттандырмайды. yt (хг) = 0 болуы 
кездейсоқ жағдай, бұл есепке алындайды (11.106) тендеу біртекті болғандықтан 
сіУі(*)> сі =  const, функция да у(х0) -  0 шартты қанағаттандырады.

Осы сияқты у 2(х1) — 0 екінші шекаралық шартты қанағаттандырушы 
Уг00 функциясын табамыз. Жоғарыда айтқандай, с2у2 (х) функциясы да 
у(*і) = 0 шартын канағаттандырады. Мұндағы с2 кез келген тұрақты сан.

Грин функциясы деп аталушы функциясы

Г (ү „л _  (сіУі(*)< хо £  х < s 
К J I с2у 2(х), s < x < Xl

(11.108)

түрінде іздейміз. Анықтама 6.1. бойынша х  = s нүктесінде функция үзіліссіз 
болуы үшін,

СіУі(х) = с2у 2(х), (11.109)

ал, х — s нүктесінде секірме болуы үшін

с2у 2(х) ~ сгу[ =
1

P W
( 11.110)

болуы керек.
(11.109), (11.110) жүйені шешсек,^ = с 2 -

Уі (s )
“2 w (s )p (s )

Осы өрнектерді (11.108) теңдікке қойсақ, ол мына түрге келеді:
:Уі(х), x 0 < x < s ,

G(x,s) = lV (s)p(s)
Уі(5)

W ( s ) p ( s ) У20 ) . S  <  X <  х г.

Мысал 6.1. у " - у ' = 0, у(0) = -  1, у '(1) -  У(1) = 2 шекаралық есепті шешу 
керек. 2

Шешуі. Берілген дифференциалдық теңдеудің сипаттаушы теңдеуі, к  - к  

= 0, ал оның шешімдері к = 0,к 2 = I болғандықтан, тэуелсіз дербес шешімдері
Уі = е° = 1, у2 =  е1х, демек, жалпы, шешімі у = q  + с2ех.

Берілген шекаралык шарттарды жалпы шешімге қойсақ, кез келген 
тұракдылар үшін q  + с2 = -  1, с2е + q  - с 2е =  2 теңдеулер жүйесі 
алынады. Бұл жүйені шешсек q  — — 2, q  = 1. Демек, ізделінді шешім 
у = -  2 + ех . 0 < х  < 1.

Мысал. 6.2. у "  + у  = f (x ) , y (0 )  = у(п),у ' (0)  = у'(п)  шекаралық есеп 
үшін Грин функциясы кұрылсын.

495



Шешуі. у" +  у = 0 біртекті теңцеудің тэуелсіз дербес шешімдері: 
ух = sinx, у2 = cosx. Сонда (11.108) Грин функциясы 

[Сі sinx + с2 cosx , 0 < x < s
G(x' s) = {c3 sinx + c4 cosx ,  s < x < n  ^ тде болады- Шекаралық шарггар 

бойынша,
С 2  =  - С 4< С1 =  “  С3- (* )

G(x,s) функциясының х = s нүктесінде үзіліссіз болатындығынан (11.109) 
жэне G^(x,s) туындының х  = s нүктесінде секірме (11.110) болатынын 
ескерсек

qsins + c2coss = c3sins + c4coss, c3coss - c4sins -  qcoss + c2sins = 1 (**)
қатыстар шығады. (*) жэне (**) жүйелерден, Сі = -  с3 = -  -  coss,
c2 = -  c4 =  -  sins.
Сондықтан,

(1

G(x,s) = <
-s in (s  — x), 0 < x <  s

- s i n ( x  — s ) , s < x  < n  

түріндегі Грин функциясын аламыз. Немесе G(x,s) =   ̂ s in |x  - s | , 0  < х < п.
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