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Глава 1.  
НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

1. Основные понятия и определения

Определение. Функция F x( ) называется первообразной для 
функции f x( ), если ў ( ) = ( )F x f x .

Определение. Неопределенным интегралом функции f x( ) 
называется множество всех первообразных вида F x C( ) + .

Обозначение: f x dx F x C( ) = ( ) +т � .

таблица основных интегралов:

� � � �т =
+

+ № -( )
+

u du
u

Ca
a

a
a

1

1
1, ; т = +

du
u

u C� ln ;

� � �т = +e du e Cu u ; � �т = +a du
a

a
Cu

u

ln
;

т = - +sin cos ;udu u C  т = +cos sin ;udu u C� �

т = +sh chudu u C; т = +ch shudu u C� ;

т = +
du

u
u C

cos
tg

2
; � т = - +

du
u

u C
sin

ctg ;
2

т = +
du

u
u

C
sin

ln ;tg
�
2

 т = +ж
и
з

ц
ш
ч +

du
u

u
C

cos
ln ;tg

�
2 4

p

т +
= +

du
u a a

u
a

C
2 2

1 �arctg ;
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т -
=

-
+

+ №( )du
u a a

u a
u a

C a
2 2

1
2

0ln , ;� � �

�т
±

= + ± +
du

u a
u u a C

2 2

2 2ln ;

т
-

= + №( )du

a u

u
a

C a
2 2

0� � �arcsin , .

Основные правила интегрирования
1. т ( ) = ( ) +k f x dx kF x C� , где k — постоянная величина.
2. � � � � �т т т( ) ± ( )( ) = ( ) ± ( )f x g x dx f x dx g x dx.

3. Если т ( ) = ( ) +f x dx F x C�  и u x= ( )j , то т ( ) = ( ) +f u du F u C� .

4. d f x dx f x dxт ( )( ) = ( )� � .

5. т ў( ) = ( ) +f x dx f x C� .

2. Методы вычисления неопределенных интегралов

2.1. Вычисление интегралов с помощью таблицы интегралов  
и правил интегрирования

Пример 1. Найти интеграл т -( )1 2 2
x dx.

Решение
Для вычисления интеграла воспользуемся формулами со-

кращенного умножения и свойствами интегралов.

 т т-( ) = - +( ) = - + +1 1 2
2

3 5
2 2 2 4

3 5

x dx x x dx x
x x

C .

Чтобы убедиться в правильности вычислений, найдем про-
изводную от полученного выражения:

 x
x x

C x x- + +
ж

и
з

ц

ш
ч
ў
= - +

2
3 5

1 2
3 5

2 4.
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2. Методы вычисления неопределенных интегралов

Пример 2. Найти интеграл т -
x

x
dx

2

21
.

Решение
Преобразуем подынтегральную функцию, выделив целую 

часть:

    т т т т-
= -

- +
-

= - -
-

= - -
-
+

+
x

x
dx

x
x

dx dx
x

dx x
x
x

C
2

2

2

2 21
1 1

1
1

1
1
2

1
1

ln .

Пример 3. Найти интеграл т
+

dx

x2 32
.

Решение

 т т
+

=
+

= + + +
dx

x

dx

x
x x C

2 3

1

2 1 5

1

2
1 5

2 2

2

,
ln , .

Упражнения для самостоятельной подготовки

Найти неопределенные интегралы:

а) т +( )2 7
2x x dx �, б) т +

dx
x3 12

, в) т
+( )x x dx

x

3
2

, г) т -
dx

x4 2
.

2.2. Метод подведения под знак дифференциала

Данный метод основывается на свойствах дифференциалов:

 df x f x dx( ) = ( )ў ,

 d f x C df x( ) +( ) = ( ),

 d C f x C df xЧ ( )( ) = Ч ( ), или df x
C

d C f x C( ) = Ч ( )( ) №( )1
0, .� �
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Пример 1. Найти интеграл т
-

dx

x4 12
.

Решение

Воспользуемся свойствами дифференциалов: dx d x= ( )1
2

2 . 

Тогда

 т т
-

=
( )

( ) -
= + - +

dx

x

d x

x
x x C

4 1

1
2

2

2 1

1
2

2 4 1
2 2

2ln .

Пример 2. Найти интеграл т
-

x dx

x

�

1 4 2
.

Решение
По свойствам дифференциалов:

 xdx d x d x d x= ( ) = - -( ) = - -( )1
2

1
8

4
1
8

1 42 2 2 .

Поэтому

 т т т
-

= -
-( )
-

= - -( ) -( ) =-x dx

x

d x

x
x d x

�

1 4

1
8

1 4

1 4

1
8

1 4 1 4
2

2

2

2
1
2 2

 = -
-( )

+ = - - +
1
8

1 4

1
2

1
4

1 4
2

1
2

2
x

C x C .

Пример 3. Найти интеграл т
+( )tg

cos
.

�x
x

dx
1

3

2

Решение

По свойствам дифференциалов: dx
x

d x
cos

tg
2

1= +( )� .

Поэтому т т
+( )

= +( ) +( ) = +( ) +
tg

cos
tg tg tg

�
� � �

x

x
dx x d x x C

1
1 1

1
4

1
3

2

3 4
.
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2. Методы вычисления неопределенных интегралов

Пример 4. Найти интеграл т
+

sin cos

sin
.

x x dx

x2 1�
Решение

 т т
+

=
+( )
+

= + +
sin cos

sin

sin

sin
sin .

x x dx

x

d x

x
x C

2

2

2

2

1

1
2

1

1
1

�

�
�

Пример 5. Найти интеграл т
-( )

-

2

1

3

2

arcsin
.

x

x
dx

Решение
По свойствам дифференциалов:

 dx

x
d x d x

1
2

2-
= ( ) = - -( )arcsin arcsin , 

тогда

 

т т
-( )

-
= - -( ) -( ) =

= -
-

2

1
2 2

2

3

2

3arcsin
arcsin arcsin

arcsin

x

x
dx x d x

x(( )
+

4

4
C .

Пример 6. Найти интеграл т
+

+

3 1

1 2

x

x
dx.

Решение

 т т т
+

+
=

+
+

+
=

3 1

1

3

1 12 2 2

x

x
dx

x

x
dx

dx

x

 � �=
3
2

1

1
1 3 1 1

2

2

2 2 2т
+( )
+

+ + + = + + + + +
d x

x
x x x x x Cln ln .
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Упражнения для самостоятельной подготовки

Найти неопределенные интегралы:

а) т -7 24 x dx; � б) т
+( )

sin cos

cos
;

x x dx

x2 4
5

 в) т -( )cos ;4 2x dx �

г) т
+

+

3

1

3

4

x x

x
dx; �  д) т -7 24 x dx; � е) т +( )

dx

x xcos
.

2 21 tg

2.3. Метод интегрирования по частям

Если u u x= ( ) и v v x= ( ) — дифференцируемые функции, 
то справедлива формула интегрирования по частям: 
т т= -udv uv v du� � .

Данная формула применяется в случаях, когда подынтеграль-
ное выражение можно представить в виде произведения двух 
множителей u x( ) и dv, причем по виду функции dv  легко мож-
но восстановить функцию v и вычисление интеграла тv du�  яв-
ляется более простой задачей, чем вычисление интеграла тudv.

Иногда, чтобы свести данный интеграл к табличному, фор-
мулу интегрирования по частям применяют несколько раз. 
В некоторых случаях с помощью интегрирования по частям 
получается уравнение, из которого выражается искомый ин-
теграл (так называемый «возвратный» интеграл).

Для того чтобы применить эту формулу, нужно правильно 
подобрать множители u и dv. Как правило, в качестве �u x( ) вы-
бирают либо многочлен, чтобы понизить его степень, либо 
функцию, от которой трудно найти первообразную.
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2. Методы вычисления неопределенных интегралов

Пример 1. Найти интеграл т +( )x e dxx3 .

Решение
Воспользуемся формулой интегрирования по частям: 

u x= +( )3  и dv e dxx= . Тогда du dx v e x= =, .�  Таким образом,

   т т+( ) = +( ) - = +( ) - + = +( ) +x e dx x e e dx x e e C x e Cx x x x x x3 3 3 2 .

Пример 2. Найти интеграл тarctg �� x dx.

Решение

 т =
= =

=
+

=

й

л

к
к
к

щ
arctg ��

� � � � �

� � � � � � �
x dx

u x dv dx

du
dx

x
v x

arctg , ,

,
1 2 ыы

ъ
ъ
ъ
= Ч -

+
=тx x

xdx
x

arctg �
1 2

 = Ч -
+( )
+

= Ч - + +тx x
d x

x
x x x Carctg arctg� �1

2

1

1
1
2

1
2

2
2ln .

Пример 3. Найти интеграл т +( )x x dx2 3 ln .

Решение
В данном случае в качестве �u x( ) возьмем более сложную 

функцию u x= ln . Тогда dv x dx= +( )2 3 . Найдем недостающие 

элементы формулы: du
dx
x

= , �  v x x= +
1
3

33 . Таким образом,

 т т+( ) = Ч +ж
и
з

ц
ш
ч - +ж

и
з

ц
ш
ч =x x dx x x x x x

dx
x

2 3 33
1
3

3
1
3

3ln ln

   = Ч +ж
и
з

ц
ш
ч - +ж

и
з

ц
ш
ч = Ч +ж

и
з

ц
ш
ч - -тln lnx x x x dx x x x x

1
3

3
1
3

3
1
3

3
1
9

3 2 3 3 33x C+ .

Пример 4. Найти интеграл тe x dxx2 cos .

Решение
Рассмотрим пример «возвратного» интеграла. Здесь обе 

функции достаточно просто интегрируются по отдельности.
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Возьмем  u e dv x dxx= =2 , cos . Тогда du e dx v xx= =2 2 , sin .� �  Та-
ким образом,
 т т= -e x dx e x e x dxx x x2 2 22cos sin sin .

Воспользуемся формулой интегрирования по частям еще 
раз: u e dv x dxx= =2 , sin ,� �  откуда du e dx v xx= = -2 2 , cos .� �  Итак,

 
т т

т

= - =

= - - +

e x dx e x e x dx

e x e x e

x x x

x x x

2 2 2

2 2 2

2

2 2 2

cos sin sin

sin cos coss x dx( ) =
 = + - тe x e x e x dxx x x2 2 24 4sin cos cos .

Обозначим �I e x dxx= т 2 cos .

Получили уравнение вида: I e x e x Ix x= + -2 24 4sin cos .

Откуда 5 42 2I e x e xx x= +sin cos , �  I e x e xx x= +( )1
5

42 2sin cos .

Мы получили одну из первообразных. Чтобы записать мно-
жество первообразных, нужно добавить произвольное число C. 
Таким образом,

 т = +( ) +e x dx e x e x Cx x x2 2 21
5

4cos sin cos .

Упражнения для самостоятельной подготовки

Найти неопределенные интегралы:
а) тx x dxcos ;3  б) тarcsin ;x dx  в) т ln ;2 x dx  г) тx x dx2 3arctg ;

д) т3x x dxsin ; � е) т -
arcsin

;
x

x
dx

1
 ж) т -4 2x dx; �  з) т ( )sin ln .x dx
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2. Методы вычисления неопределенных интегралов

2.4. Метод замены переменной (метод подстановки)

Пусть функция x t= ( )j  непрерывно дифференцируемая 
на некотором промежутке и имеет обратную функцию t x= ( )y .

Тогда т т( ) = ( )( ) ( )ўf x dx f t t dtj j .

Функцию j t( ) выбирают таким образом, чтобы правая часть 
формулы приняла вид, удобный для интегрирования.

После того как вычислен интеграл в правой части формулы, 
следует вернуться к первоначальной переменной с помощью 
замены �t x= ( )y .

Пример 1. Найти интеграл т +( )x x dx2 1
5

.

Решение

Введем замену  t x= +2 1, откуда x t
dx dt=

-
=

1
2

1
2

, .�  Тогда

 т т т+( ) =
-

Ч Ч = -( ) =x x dx
t

t dt t t dt2 1
1

2
1
2

1
4

5 5 6 5� � �

 = -
ж

и
з

ц

ш
ч + =

+( )
-

+( )ж

и
з
з

ц

ш
ч
ч
+

1
4 7 6

1
4

2 1

7

2 1

6

7 6 7 6
t t

C
x x

C .

тригонометрические подстановки применяют в случаях, если 
интеграл содержит выражение вида a x2 2+ , a x2 2-  или 

x a2 2- .
Тип интеграла Подстановка

т -( )R x a x dx, 2 2 x a t dx a t dt= =sin , cos ,� � � � � a x a t2 2- = cos

т -( )R x x a dx, 2 2
x

a
t

dx
a t

t
dt= =

cos
,

sin
cos

,� � � � � �
2

 x a a t2 2- = tg

т +( )R x a x dx, 2 2
x a t dx

a
t

dt= =tg ,
cos

,
2

 a x
a

t
2 2+ =

cos
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Пример 2. Найти интеграл т -9 2x dx.

Решение
Воспользуемся рекомендациями, представленными в табли-

це: x t dx t dt x t= = - =3 3 9 32sin , cos , cos . Тогда

 

т т т

т

- = Ч = =

= +( ) = +

9 3 3 9

9
2

1 2
9
2

1
2

2 2x dx t t dt t dt

x dx t

� � �cos cos cos

cos ssin .2t Cж
и
з

ц
ш
ч +

Вернемся к переменной x  с помощью замены t x
= arcsin ,

3
 

учитывая, что sin arcsin , cos arcsin .a a a a( ) = ( ) = -� � 1 2

Тогда
 т - = +ж

и
з

ц
ш
ч + = +( ) + =9

9
2

1
2

2
9
2

2x dx t t C t t t Csin sin cos

 = + - ж
и
з

ц
ш
ч

ж

и

з
з

ц

ш

ч
ч
+ = + - +

9
2 3 3

1
3

9
2 3

1
2

9
2

2arcsin arcsin .
x x x

C
x

x x C

Пример 3. Найти интеграл т
+

dx

x x2 29
.

Решение
Воспользуемся рекомендациями, представленными в таблице:

 x t dx
t

dt x
t

t
x

= = + = =3
3

9
3

32
2tg ,

cos
,

cos
, arctg .� � � � � �

 

т т

т

+
=

Ч Ч
=

= =
( )

dx

x x

dt

t t
t

t dt
t

d t

2 2 2 2

2

9

3

9
3

1
9

1
9

tg

sin s

cos
cos

cos sin

iin2

1
9t t

Cт = - + =
sin

 = -
ж
и
з

ц
ш
ч

+
1

9
3

sin arctg
.

� x
C
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2. Методы вычисления неопределенных интегралов

интегрирование функций вида R x
ax b
cx d

ax b
cx d

m k, , ,� � � �+
+

+
+

ж

и
зз

ц

ш
чч  где R — 

рациональная функция, m k, � - натуральные числа, производят-
ся с помощью подстановки ax b

cx d
t n+

+
= , где n — наименьшее об-

щее кратное чисел m, k.

Пример 4. Найти интеграл т + + +
dx

x x2 1 2 14
.

Решение
Заменим переменную: 2 1 2 14 4x t x t+ = + =, .� �

Тогда x t
dx t dt=

-
=

4
31

2
2, .� �

 т т т т+ + +
=

+
=

+
= - +

+
ж
и
з

ц
ш
ч =

dx

x x

t dt
t t

t dt
t

t
t

dt
2 1 2 1

2
2

1
2 1

1
14

3

2

2

     = - + +
ж

и
з

ц

ш
ч + = + - + + + + +2

2
1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

2
4 4t

t t C x x x Cln ln .�

Пример 5. Найти интеграл тe dxx .

Решение
Заменим переменную: x t x t dx t dt= = =, , .� � � �2 2  Тогда

 т т= =
= =
= =

й

л
к

щ

ы
ъ =e dx e t dt

u t dv e dt

du dt v e
x t

t

t
2 �

� �
� � �

, ,

,

 = -( ) = -( ) + = -( ) +т2 2 2 1e t e dt e t e C e x Ct t t t x� .

Пример 6. Найти интеграл т -( ) -
dx

x x2 1
.

Решение
Заменим переменную: 1 1 22- = = - = -x t x t dx t dt, , .� � � �  Тогда
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т т т-( ) -

=
-
+( )

= -
+

=

= - + = -

dx

x x

tdt

t t

dt
t

t C

2 1

2

1
2

1

2 2

2 2

� � �arctg arctg �� 1- +x C .

Упражнения для самостоятельной подготовки

Найти неопределенные интегралы:

а) т
+1 2x dx

x
; б) т

-

dx

x x2 24
; в)т

-

dx

x x 2 1
; г) т

-x
x

dx
1

;

д) т
+( )

dx

x x1 3
; е) т -sin ;x dx1 � ж) т

+
+

x

x x
dx

3

2 32
.

2.5. Интегрирование функций, содержащих квадратный трехчлен

Рассмотрим вычисление интегралов вида 

 т т
+

+ +
+

+ +

ax b
cx dx e

dx
ax b

cx dx e
dx

2 2
, .� � �

При вычислении интегралов подобного типа применяется 
метод выделения полного квадрата в знаменателе выражения:

cx dx e c x
d
c

x
d
c

e c
d
c

c x
d2 2

2 2

2
2 2 2 2

+ + = + Ч + ж
и
з

ц
ш
ч

ж

и
зз

ц

ш
чч + - ж

и
з

ц
ш
ч = +

cc
e

d
c

ж
и
з

ц
ш
ч + -

2 2

4
.

Пример 1. Найти интеграл т + +
�dx

x x2 4 5
.

Решение
Выделим полный квадрат в знаменателе выражения:

 x x x x x2 2 2
4 5 4 4 1 2 1+ + = + +( ) + = +( ) + .
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Тогда 

 т т т+ +
=

+( ) +
=

+( )
+( ) +

= +( ) +� � �dx
x x

dx

x

d x

x
x C

2 2 24 5 2 1

2

2 1
2arctg .

Пример 2. Найти интеграл т
+( )
+ -

3 1

2 4 12

x dx

x x
.

Решение
Выделим полный квадрат в знаменателе выражения:

 2 4 1 2 2 1 2 1 2 1 32 2 2
x x x x x+ - = + +( ) - - = +( ) - .

Вычисляем интеграл:

 т т т
+( )
+ -

=
+( )
+( ) -

=
+( ) -( )
+(

3 1

2 4 1

3 1

2 1 3

3 1 2

2 1
2 2

x dx

x x

x dx

x

x dx

x )) -
=

2
3

 

=
+( )
+( ) -

-
+( ) -

=

=
+( ) -( )
+(

т т

т

3
1

2 1 3
2

2 1 3

3
4

2 1 3

2 1

2 2

2

x dx

x

dx

x

d x

x

� �

�

)) -
-

+( )( )
+( ) -

=т2 2
3

2

2

2 1

2 1 3

�d x

x

 = +( ) - - +( ) + +( ) - +
3
2

2 1 3 2 2 1 2 1 3
2 2

x x x Cln .

Пример 3. Найти интеграл т
+( )
+ +

x dx

x x

1

3 22

�
.

Решение
Выделим полный квадрат в знаменателе выражения:

 x x x x x2 2
2

3 2 3
9
4

9
4

2
3
2

1
4

+ + = + +ж
и
з

ц
ш
ч - + = +ж

и
з

ц
ш
ч - .
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Тогда

 т т т
+( )
+ +

=
+( )

+ж
и
з

ц
ш
ч -

=
+ж

и
з

ц
ш
ч -

ж

и
зx dx

x x

x dx

x

x
1

3 2

1

3
2

1
4

3
2

1
2

2 2

� �
цц

ш
ч

+ж
и
з

ц
ш
ч -

=
�dx

x
3
2

1
4

2

 

=
+ж

и
з

ц
ш
ч

+ж
и
з

ц
ш
ч -

-

+ж
и
з

ц
ш
ч -

=

=

т т

т

x dx

x

dx

x

d x

3
2

3
2

1
4

1
2 3

2
1
4

1
2

2 2

�
�

� ++ж
и
з

ц
ш
ч -

ж

и
зз

ц

ш
чч

+ж
и
з

ц
ш
ч -

-
+ж

и
з

ц
ш
ч

+ж
и

т

3
2

1
4

3
2

1
4

1
2

3
2

3
2

2

2

x

d x

x

�

зз
ц
ш
ч -

=
2

1
4

 

= +ж
и
з

ц
ш
ч - -

+ -

+ +
+ =

= + + -

1
2

3
2

1
4

1
2

3
2

1
2

3
2

1
2

1
2

3 2
1
2

2

2

ln ln

ln ln

x
x

x
C

x x
xx
x

C
+
+

+
1
2

.

Рассмотрим вычисление интегралов вида �т
+ +

dx

x cx dx e2
.

Подобный интеграл может быть вычислен c помощью вы-
несения переменной х из-под корня.

Пример 4. Найти интеграл т
+

�dx

x x 2 1
.

Решение
Вынесем х из-под корня:

 т т т
+

=
+

=-

ж
и
з

ц
ш
ч

+
= - + + +

� � �
�

dx

x x

dx

x
x

d
x

x

x x
C

2
2

2 2

2
1 1

1

1

1
1

1 1
1ln .



21

2. Методы вычисления неопределенных интегралов

Упражнения для самостоятельной подготовки

Найти неопределенные интегралы:

а) т - +
� �dx

x x2 2 32
; б) т

+ +

dx

x x2 6 25
; 

в) т
+( )

- +

2 1

4 82

x dx

x x

�
�;  г) т

+ -

�dx

x x x2 1
.

2.6. Интегрирование дробно-рациональных функций

Рассмотрим интегрирование функций вида 
P x

Q x

( )
( )

, где P x( )  

и Q x( ) — многочлены, зависящие от х.
1) Если степень многочлена �P x( ) больше или равна степени 

многочлена Q x( ), то делением многочлена P x( ) на многочлен 
Q x( ) выделим целую часть, т. е. представим дробь в виде 
P x

Q x
G x

P x

Q x

( )
( )

= ( ) + ( )
( )

1 , где степень многочлена P x1 ( ) меньше сте-

пени многочлена Q x( ).
2) Раскладываем знаменатель Q x( ) дроби �на линейные и ква-

дратные множители: Q x x a x px q
k m( ) = -( ) ј + +( )2 , где многоч-

лен x px q2 + +  не имеет действительных корней.
3) Множителю вида x a

k
-( )  соответствует k простейших 

дробей вида A
x a

A

x a

A

x a
k

k
1 2

2-
+

-( )
+ј+

-( )
, где Ai = const, i k= ј1, , ; 

множителю вида x px q
m2 + +( )  соответствует m простейших 

дробей вида:
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 B x C
x px q

B x C

x px q

B x C

x px q

m m
m

1 1
2

2 2

2 2 2

+
+ +

+
+

+ +( )
+ј+

+

+ +( )
,

где B Ci i, � - произвольные постоянные, i m= ј1, , .

4) Находим коэффициенты� � � � � �A B Ci j j, , , i k= ј1 2, , , , � i m= ј1 2, , , .

В результате интегрирование функции вида 
P x

Q x

( )
( )  сведется 

к нахождению интегралов от многочлена и от простейших ра-
циональных дробей.

Пример 1. Найти интеграл т
-

+( ) +( )
3 1
2 1
x

x x
dx

�
.

Решение
Разложим подынтегральную функцию на сумму простейших 

дробей, приведем дроби к общему знаменателю и затем прирав-
няем числители полученных дробей:

 3 1
2 1 2 1

1 2

2 1
x

x x
A

x
B

x

A x B x

x x
-

+( ) +( )
=

+
+

+
=

+( ) + +( )
+( ) +( )

� �
,

 3 1 1 2x A x B x- = +( ) + +( ).   (1.1)

Найдем коэффициенты A и B.
Способ 1. В выражении (1.1) раскроем скобки и приравня-

ем коэффициенты при одинаковых степенях x в правой и ле-
вой частях равенства.
 3 1 2x x A B A B- = +( ) + +( ).

Получим систему линейных уравнений: 
A B

A B

+ =
+ = -

м
н
о

3

2 1

,

,
 откуда 

B A= - =4 7, .�
Способ 2. Подберем значения переменной x таким образом, 

чтобы одна из скобок в правой части равенства (1.1) обраща-
лась в ноль.
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При x A= - - = -2 7: , откуда A = 7;

при x B= - - =1 4: , откуда B = -4.

Данный способ нахождения коэффициентов более удобен 
в том случае, когда разложение знаменателя содержит линей-
ные множители.

Итак, 3 1
2 1

7
2

4
1

x
x x x x

-
+( ) +( )

=
+

-
+

� �
.

Тогда

 

т т т
-( )
+ +

=
+

-
+

=

= + - + + =
+

3 1

3 2
7

2
4

1

7 2 4 1
2

2

7

x dx

x x
dx

x
dx

x

x x C
x

� �

ln ln ln
xx

C
+( )

+
1

4
.

Пример 2. Найти интеграл т
+( )

-( ) +( )
2 1

2 1
2

x dx

x x

�
.

Решение
Разложим подынтегральную функцию в сумму простейших 

дробей:

 

2 1

2 1 2 1 1

1 2

2
1 2

2

2

1

x

x x

A
x

B
x

B

x

A x B x x

+( )
-( ) +( )

=
-

+
+

+
+( )

=

=
+( ) + -( ) +

� �

11 2

2 1
2

2

( ) + -( )
-( ) +( )

B x

x x
,

 2 1 1 2 1 2
2

1 2x A x B x x B x+ = +( ) + -( ) +( ) + -( ).

При x B= - - = -1 1 3 2: , откуда B2

1
3

= ;

при x A= =2 5 9: , откуда A =
5
9

.

Чтобы найти коэффициент B1, раскроем скобки и прирав-
няем свободные члены в правой и левой частях равенства: 
1 2 2 1

5
9

2
2
31 2 1= - - = - -A B B B, , откуда B1

5
9

= - .
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Вычисляем интеграл:

 т т т т
+( )

-( ) +( )
=

-
-

+
+

+( )
=

2 1

2 1

5
9 2

5
9 1

1
3 1

2 2

x dx

x x

dx
x

dx
x

dx

x

� � �

 = - - + -
+( )

+ =
-
+

-
+( )

+
5
9

2
5
9

1
1

3 1
5
9

2
1

1
3 1

ln ln lnx x
x

C
x
x x

C .

Пример 3. Найти интеграл т +
�dx

x3 1
.

Решение
Разложим подынтегральную функцию в сумму простейших 

дробей:

 

� �1
1

1

1 1 1 1

1

3 2 2

2

x x x x

A
x

Bx D

x x

A x x Bx D

+
=

+( ) - +( )
=

+
+

+
- +( )

=

=
- +( ) + +( ) xx

x x x

+( )
+( ) - +( )

1

1 12
,

 1 1 12= - +( ) + +( ) +( )A x x Bx D x ,

 1 2= +( ) + - + +( ) + +A B x A B D x A D.

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x 
в правой и левой частях равенства.

x A B2 0: ,� � + =
x A B D: ,� �- + + = 0
x A D0 1: .� � + =
Получили систему из трех линейных уравнений с тремя неиз-

вестными:

 
�

�
A B

A B D

A D

+ =
- + + =

+ =

м

н
п

о
п

0

0

1

,

,

,
 

откуда A B D= = - =
1
3

1
3

2
3

, ,� � � �  и �1
1

1
3

1
1

2
13 2x x

x
x x+

=
+

+
- +
- +

ж
и
з

ц
ш
ч.
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2. Методы вычисления неопределенных интегралов

Тогда I dx
x

dx
x

x dx

x x
=

+
=

+
+

- +( )
- +

ж

и
зз

ц

ш
ччт т т

�
3 21

1
3 1

2

1
.

Для вычисления второго интеграла выделим полный ква-
драт в знаменателе:

 т т т
- +( )

- +
= -

-( )

-ж
и
з

ц
ш
ч +

= -
-ж

и
з

ц
ш
ч -

ж

иx dx

x x

x dx

x

x
2

1

2

1
2

3
4

1
2

3
2

2 2

� зз
ц

ш
ч

-ж
и
з

ц
ш
ч +

=
�dx

x
1
2

3
4

2

 = -

-ж
и
з

ц
ш
ч +

ж

и
зз

ц

ш
чч

-ж
и
з

ц
ш
ч +

+

-ж
и
з

ц
т т

1
2

1
2

3
4

1
2

3
4

3
2 1

2

2

2

�
�

d x

x

dx

x
шш
ч +

=
2

3
4

 = - -ж
и
з

ц
ш
ч +

ж

и
зз

ц

ш
чч + Ч

-ж
и
з

ц
ш
ч
+ =

1
2

1
2

3
4

3
2

2

3

2
1
2

3

2

ln arctgx
x

C�

 = - - + +
-

+ln arctg .x x
x

C2 1 3
2 1

3
� �

Итак, 

 I x x x
x

C= + - - + +
-ж

и
з

ц

ш
ч + =

1
3

1 1 3
2 1

3
2ln ln arctg�

 =
+

- +
+

-
+

1
3

1

1

1

3

2 1

32
� �ln arctg .

x

x x

x
C

Пример 4. Найти интеграл т
+ + +

+
�x x x

x
dx

3 2

2

3 5 7
2

.

Решение
Так как степень числителя подынтегральной функции боль-

ше степени знаменателя, выделим целую часть дроби, поделив 
числитель на знаменатель:

 � �x x x
x

x
x

x

3 2

2 2

3 5 7
2

3
3 1

2
+ + +

+
= + +

+
+

.
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Тогда

 

т т

т т

+ + +
+

= + +
+
+

ж
и
з

ц
ш
ч =

= +( ) +

� �

�

x x x
x

dx x
x

x
dx

x dx
x

x

3 2

2 2

3 5 7
2

3
3 1

2

3
3
22 22

1
2+

+
+

=тdx
x

dx
�

 = +( ) +( ) +
+( )
+

+ =т тx d x
d x

x
x

3 3
3
2

2

2
1

2 2

2

2

�
�arctg

 =
+( )

+ + + +
x

x
x

C
3

2
3
2

2
1

2 2

2

2ln arctg .�

Пример 5. Найти интеграл т +( )
�x

x
dx

2

4
2

.

Решение
При вычислении данного интеграла можно воспользовать-

ся методом разложения подынтегральной функции в сумму 

простейших дробей: � � � �x

x

A
x

A

x

A

x

A

x

2

4
1 2

2
3

3
4

4
2 2 2 2 2+( )

=
+

+
+( )

+
+( )

+
+( )

. 

Но нахождение интеграла можно значительно упростить, при-
менив метод подстановки.

Введем замену: t x dx dt x t= + = = -2 2, , .� � � �  Тогда

 т т т+( )
=

-( )
=

- +
=

� � �x

x
dx

t

t
dt

t t
t

dt
2

4

2

4

2

4
2

2 4 4

 

= - +ж
и
з

ц
ш
ч = - + - + =

= -
+

+
+( )

т
� � � � � �

� �

1 4 4 1 2 4
3

1
2

2

2

2 3 4 2 3t t t
dt

t t t
C

x x
22 3

4

3 2
-

+( )
+

�
x

C .
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2. Методы вычисления неопределенных интегралов

Упражнения для самостоятельной подготовки

Найти неопределенные интегралы:

а) т +( ) +( )
� �dx

x x x2 3
;  б) т

-( )
�dx

x x2 2
4

; в) т
+( )

+( ) - +( )
x dx

x x x

3

2 4 52
; � �

г) т
+

- +
�5 2

5 4

3

3 2

x
x x x

dx; д) т +( )
�dx

x x9 25
; е) т -

�x dx
x

4

5 5
.

2.7. Интегрирование тригонометрических функций

Рассмотрим интегралы вида т sin cos ,� � � �ax bx dx  т sin sin ,� � � �ax bx dx  

тcos cos .� � � �ax bx dx

При вычислении интегралов одного из указанных типов исполь-
зуются следующие тригонометрические формулы:

 sin cos�� �a b a b a b= +( ) + -( )( )1
2

sin sin ,

 cos cos�� �a b a b a b= -( ) + +( )( )1
2

cos cos ,

 sin sin�� �a b a b a b= -( ) - +( )( )1
2

cos cos .

Пример 1. Найти интеграл тsin cos� � � �5 3x x dx.

Решение
Воспользуемся тригонометрическими формулами:

 sin cos� � �5 3
1
2

8 2x x x x= +( )sin sin .

Тогда        т т= +( ) =sin � �5 3
1
2

8 2x x dx x x dxcos sin sin

 = - -ж
и
з

ц
ш
ч + = - +ж

и
з

ц
ш
ч +

1
2

8
8

2
2

1
4

8
4

2
cos cos cos

cos .
x x

C
x

x C
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Вычисление интегралов вида т sin cosm nx x dx�� ��  можно свести 
к одному из следующих случаев.

Случай 1. m или n — нечетное положительное число.
Отделяем от нечетной степени sin x (или cos x) одну степень 

и заносим ее под знак дифференциала.
Пример 2. Найти интеграл тsin cos2 3�� � �x x dx .

Решение

 

т т
т

= =

= -( )
sin cos sin cos

sin sin

2 3 2 2

2 21

x x dx x x x dx

x x d

� � � � � �

�

cos

sinn x( ) =

 = -( ) ( ) = - +т � � � �
sin sin

sin sin2 4
3 5

3 5
x x d x

x x
Csin .

Пример 3. Найти интеграл т
sin

cos

3

3

�

�
� �x

x
dx.

Решение

 т т т= - ( ) = - -sin

cos

sin

cos

cos

cos

3

3

2

3

2

3

1�

�
� � � �

�
� �

�

x

x
dx

x

x
d x

x

x
cos ��d xcos( ) =

 �
�

�=
cos

- -
ж

и
зз

ц

ш
чч ( )т

1
3x

x d xcos cos = + +
2 2

3

3

cos
.

x

x
C

�cos

Случай 2. m или n — четные неотрицательные числа.
В данном случае следует воспользоваться формулами пони-

жения степени:
 sin cos�� �x x x=

1
2

2sin ,

 cos2 1
2

1 2�� x x= +( )cos ,

 sin2 1
2

1 2�� x x= -( )cos .



29

2. Методы вычисления неопределенных интегралов

Пример 4. Найти интеграл тsin cos2 2x x dx� � .

Решение

 

т т т= = -( ) =

= -

sin cos sin2 2 21
4

2
1
8

1 4

1
8

�� � � � � � � �x x dx x dx x dx

x

cos

sin 44
4

x
Cж

и
з

ц
ш
ч + .

Случай 3. m или n — целые отрицательные числа одинако-
вой четности.

При вычислении подобных интегралов полагают tg x t=  или 
ctg x t=  и применяют формулы:

 1
1

1
12

2
2

2
+ = + =tg

cos
ctg

sin
�

��
� � � �

��
x

x
x

x
, .

К этому же типу сводятся интегралы вида 

 т т >
dx

x
dx

x
k

k k�
� �

�
� �

cos sin
, , .0

Пример 5. Найти интеграл т
dx
x x� � �sin cos5 3

.

Решение

 т т т= =
dx
x x

dx
x
x

x

dx
x
x

� � �
�

�
� �

� � �
� �

sin cos cos
sin

sin
cos
sin

5 3 3

3
8

3

3 �� �Ч Ч
=

sin sin6 2x x

  = = +( ) = -
+ + +( ) ( )

т
1

1
1 3 3

6
2 3

2 4 6

sin
ctg

ctg ctg ctg ctg

��
�

� � � �

x
x

x x x d x

cctg3 �x
=

 = - + + +
ж

и
з

ц

ш
ч ( ) =т

1 3
3

3
3

ctg ctg
ctg ctg ctg

� �
� � �

x x
x x d x

 = - - - +
1

2
3

3
2

1
42

2 4

ctg
ctg ctg ctg

�
� � �

x
x x x Cln .
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Случай 4. m или n — целые числа, причем mn Ј 0.

а) Если степень числителя четная и на единицу меньше 
степени знаменателя, то применяется метод интегрирования 
по частям.

Пример 6. Найти интеграл т
�
� �
cos
sin

2

3

x
x

dx.

Решение

 

т т=
Ч

=

=
= =

�
� �

� �
� �

�
�

cos
sin sin

2

3 3

x
x

dx
x x dx

x

u x dv
x dx

cos cos

cos ,
cos

��

� �
� � � �

sin

sin sin

3

3 2

1
2

x

du x dx v
x dx

x x

,

sin ,
cos

= - = = -

й

л

к
к
к
к

щ

ы

ъ
ъ

т ъъ
ъ

=

 = - - = - - +т
cos

sin
cos

ln .
x
x

dx
x

x
x

x
C

2
1
2 2

1
2 22 2sin sin

tg
�

б) Если в подынтегральной функции степень числителя 
на две единицы меньше степени знаменателя, то данный ин-
теграл сводится к случаю 3.

Пример 7. Найти интеграл т
�
� �
sin
cos

3

5

x
x

dx.

Решение

 т т т= = ( ) = +
�
� �

� �
� �

� � �sin
cos

tg
cos

tg tg tg .
3

5

3

2
3 41

4
x
x

dx
x dx

x
x d x x С

в) Если в подынтегральной функции степень числителя боль-
ше либо равна степени знаменателя, то применяем основное 
тригонометрическое тождество � � �cos sin2 2 1x x+ = .
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2. Методы вычисления неопределенных интегралов

Пример 8. Найти интеграл т
�
� �
sin
cos

2

2

x
x

dx

Решение

 т т т т=
-( )

= = -
�
� � � �

�
� �

�sin
cos

cos

cos cos
tg

2

2

2

2 2

1x
x

dx
x dx

x
dx

x
dx x– xx C�+ .

Рассмотрим интегралы вида � � � �т ( )R x x dxcos , sin , где R — ра-
циональная функция.

Интегралы такого вида могут быть приведены к интегралам 
от рациональных функций с помощью универсальной тригоно‑

метрической подстановки tg
x

t
2

ж
и
з

ц
ш
ч = . Учитывая тригонометри-

ческие формулы, получим следующие соотношения:

 sin ;x
t
t

x

x
=

ж
и
з

ц
ш
ч

+ ж
и
з

ц
ш
ч

=
+

2

1

2
1

2

2
2

2

tg

tg
�
 cos ;x

t
t

x

x
=

- ж
и
з

ц
ш
ч

+ ж
и
з

ц
ш
ч

=
-
+

1

1

1
1

2

2

2

2

2

2

tg

tg
 

 dx
dt
t

=
+

2
1 2

�; � � �x t= 2arctg .

Замечание. В некоторых случаях универсальная тригономе-
трическая подстановка приводит к громоздким вычислениям, 
поэтому при вычислении интеграла вида т ( )R x x dxcos , sin� �  сле-
дует обращать внимание на свойства подынтегральной функ-
ции. В частности, если функция R x xcos , sin� �( ) является четной, 
то удобнее бывает подстановка tg x t=  или ctg .x t=

Пример 9. Найти интеграл т + +
dx
x x5 4 3cos sin

.

Решение
Воспользуемся универсальной тригонометрической подста-

новкой tg x
t

2
ж
и
з

ц
ш
ч = . Тогда, учитывая рекомендации, приведенные 

выше, имеем:
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 т т+ +
=

+( ) +
-
+

ж

и
з

ц

ш
ч + +

ж
и
з

ц
ш
ч

dx
x x

dt

t
t
t

t
t

5 4 3
2

1 5 4
1
1

3
2

1
2

2

2 2

cos sin жж

и
з

ц

ш
ч

=

    =
+( ) + -( ) + ( )

=
+ +

=
+( )

+( )
= -

+т т т
2

5 1 4 1 3 2

2
6 9

2
3

3

2
2 2 2 2

dt

t t t

dt
t t

d t

t t 33
+C .

Вернемся в переменной х:

 т + +
= -

ж
и
з

ц
ш
ч +

+
dx
x x x

C
5 4 3

2

2
3cos sin

.
tg

Упражнения для самостоятельной подготовки

Найти неопределенные интегралы:

а) т tg4 x dx� ; б) тcos23x dx� ; в) т
dx

xcos4
; г) т � � �sin cos5 3x x dx;

д) т +
� �

�
�cos

sin

2

2 4
x dx

x x xsin cos
;  е) т -

dx
x1 sin

; 

ж) т +
dx

x xcos sin
; з) т

+( )�sin3

2

x x dx

x

sin

cos
.
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Глава 2.  
ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

1. Основные понятия и определения

Пусть функция f x( ) определена на отрезке a b, .� �[ ] Разобьем 
отрезок a b, �[ ] на n частей точками a x x x bn= < < < =0 1 … .

Определение. Интегральной суммой функции f x( ) на отрез-

ке a b, �[ ] называется сумма вида S f xcn
i

n

i i= ( )
=

-

е
0

1

 , где x c xi i i< < +1; 

� �x x xi i i= -+1 ;  i n= ј -0 1 2 1, , , , .� �
Геометрически Sn представляет собой алгебраическую сум-

му площадей прямоугольников с длинами оснований, равны-
ми xi , и высотами f ci( ) (рис. 2.1).

Рис. 2.1
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Определение. Определенным интегралом функции f x( ) на от-
резке a b, �[ ] называется конечный предел интегральной суммы 
при условии, что число разбиений n стремится к бесконечно-
сти, а наибольшая из разностей xi стремится к нулю, т. е.

 
a

b

x n x
i

n

i if x dx S f c x
i i

т е( ) = = ( )
® ®

=

-

lim .
max max� � 



0 0
0

1

lim

Если функция f x( ) непрерывна на отрезке a b, ,�[ ]  то предел 
интегральной суммы существует и не зависит от способа раз-
биения отрезка a b, �[ ] на частичные отрезки и от выбора точек ci 
на этих отрезках.

Числа a и b называют нижним и верхним пределами интегри‑
рования.

Если f x( ) > 0 при x a bО[ ], � , то определенный интеграл 
a

b

f x dxт ( )  

геометрически представляет собой площадь криволинейной 
трапеции, ограниченной линиями y f x y= ( ) =, ,� � �0  x a x b= =, � �  
(рис. 2.2).

Рис. 2.2
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1. Основные понятия и определения

Некоторые свойства определенного интеграла:

1. 
a

b

b

a

f x dx f x dxт т( ) = - ( ) .

2. 
a

a

f x dxт ( ) = 0.

3. 
a

b

a

c

c

b

f x dx f x dx f x dxт т т( ) = ( ) + ( ) .

4. �
a

b

a

b

a

b

f x g x dx f x dx g x dxт т т( ) + ( )( ) = ( ) + ( )l m l m .

5. Интегрирование неравенств:

а) если f x( ) і 0 при x a bО[ ], ,�  то 
a

b

f x dxт ( ) і 0;

б) если f x g x( ) Ј ( ) при x a bО[ ], ,�  то 
a

b

a

b

f x dx g x dxт т( ) Ј ( ) .

6. Оценка определенного интеграла: если f x( ) непрерывна 
на отрезке a b, ,�[ ]  m и M  — наименьшее и наибольшее значения 
функции f x( ) на этом отрезке, то

 m b a f x dx M b a
a

b

-( ) Ј ( ) Ј -( )т .

7. теорема о среднем. Если функция f x( ) непрерывна на от-

резке a b, ,�[ ]  то $ О( ) ( ) = ( ) -( )т� �c a b f x dx f c b a
a

b

, : . 

Число f c
b a

f x dx
a

b

( ) =
-( ) ( )т
1  называют средним значением 

функции f x( ) на отрезке a b, .�[ ]
8. Определенный интеграл с переменным верхним пределом. 

Если функция f x( ) непрерывна на отрезке a b, ,�[ ]  то функция 
F x f t dt

a

x

( ) = ( )т  есть первообразная функции f x( ), т. е. ў ( ) =F x   

= f (x) при x a bО[ ], .�
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2. Правила вычисления определенного интеграла

1. Формула Ньютона — Лейбница.

 
a

b

a

b
f x dx F x F b F aт ( ) = ( ) = ( ) - ( )� ,

где F x( ) есть первообразная функции f x( ), т. е. ў ( ) = ( )F x f x .

2. Интегрирование по частям в определенном интеграле.
Если u u x= ( ) и v v x= ( ) — дифференцируемые функции, 

то справедлива формула интегрирования по частям:

 
a

b

a

b

a

b

udv uv v duт т= -� �� .

3. Замена переменной в определенном интеграле.
Пусть функция x t= ( )j  непрерывно дифференцируема на от-

резке tО[ ]a b, , a = ( )j a ,  b = ( )j b , функция f tj( )( ) непрерывна 
на отрезке a b, .[ ]  Тогда

 
a

b

f x dx f t t dtт т( ) = ( )( ) ( )ў
a

b

j j .

4. Интегрирование четных и нечетных функций.
Если f x( ) — нечетная функция, т. е. f x f x-( ) = - ( ), то 

-
т ( ) =
a

a

f x dx 0.

Если f x( ) — четная функция, т. е. f x f x-( ) = ( ), то 

-
т т( ) = ( )
a

a a

f x dx f x dx2
0

.
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2. Правила вычисления определенного интеграла

Пример 1. Вычислить определенный интеграл 
e

e dx
x xт ln2

.

Решение

Воспользуемся свойствами дифференциалов: dx
x

d x= ( )ln . 

Тогда

 
e

e

e

e

e

e
dx

x x

d x

x x e eт т=
( )

= - = - + = - + =
ln ln2 2

1 1 1
1 2 1

ln

ln ln ln
.

Пример 2. Вычислить определенный интеграл 
0

2

4
p

т
x x

x
dx

sin
.

� �cos

Решение
Воспользуемся формулой интегрирования по частям:

 u x=  и dv
x
x

dx=
sin

.
� �cos2  

Тогда 

 du dx v
x
x

dx
d x

x x
= = = -

( )
=т т,

sin cos

cos
� � � �

� � � �cos cos2 2

1 .

Таким образом,

 

0

4

2
0

4

0

4 1

2 4

p p p

p

т т= - =

= - +ж

x x
x

dx
x

x x
dx

x
x

x

sin
cos cos cos

cos
ln tg

ии
з

ц
ш
ч

ж

и
з

ц

ш
ч = - ж

и
з

ц
ш
ч

0

4 2
4

3
8

p

p p
ln tg .

Пример 3. Вычислить определенный интеграл

а) 
-

т
p

p

4

4

2

x
x

dx
cos

,  б) 
-

т
+ + +

p

p

4

4 7 3 2

2

3x x x x
x

dx
sin sin

cos
.

Решение
Воспользуемся свойствами интегралов с симметричными 

пределами от четных и нечетных функций.
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а) x
x� �cos2  — нечетная функция, поэтому 

-

т =
p

p

4

4

2
0

x
x

dx
cos

.

б) Преобразуем подынтегральную функцию:

 x x x x
x

x x x
x

7 3 2

2

7 3

2

3 3+ + +
=

+ +sin sin
cos

sin
cos� �� �

нечетная
� ��� ���

++
sin
cos

.
2

2

x
x� �

четная
��� ��

Тогда

   
- -

т т
+ + +

=
+ +

p

p

p

p

4

4 7 3 2

2

4

4 7 3

2

3 3x x x x
x

dx
x x x

x
d

sin sin sin
� � � �cos cos

xx
x
x

dx+ =
-

т
p

p

4

4 2

2

sin
� �cos

 

= + =
-

=

=

т т

т

0 2 2
1

2
1

0

4 2

2
0

4 2

2

0

4

p p

p

sin
cos

cos
cos

co

x
x

dx
x

x
dx

ss
tg .

2 0
41 2 2

2x
dx x x-ж

и
з

ц
ш
ч = -( ) = -

p p

Пример 4. Вычислить определенный интеграл 
0

2

1
ln

.т -e dxx

Решение
Для вычисления интеграла введем следующую замену пере-

менной: e tx - =1 , тогда e tx - =1 2, x t= +( )ln ,2 1  dx
t dt

t
=

+
2

12

�
.

Заменим пределы интегрирования: x t= ® =0 0� , x t= ® =ln .2 1�  
Таким образом,

 

0

2

0

1 2

2
0

1 2

2

0

1

2

1
2

1
2

1 1

1

2 1
1

ln

т т т

т

- =
+

=
+ -( )

+
=

= -
+

e dx
t dt

t

t dt

t

t

x

11
2 2

20

1ж
и
з

ц
ш
ч = -( ) = -dt t tarctg .

p
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2. Правила вычисления определенного интеграла

Пример 5. Вычислить определенный интеграл 
0

1 2

2 2
1

т
+( )

t dt

t

�
.

Решение
Для вычисления интеграла воспользуемся тригонометри-

ческой подстановкой: t x= tg , � тогда t x
x

2 2
2

1 1
1

+ = + =tg
cos� �

, 

dt
dx

x
=

� �cos2
.

Заменим пределы интегрирования, учитывая, что x t= arctg :�  

x = 0 при t = 0; x =
p
4

 при t =1. Итак,

 
0

1 2

2 3
0

4
2 6

2
0

4
2 2

1
т т т

+( )
= Ч Ч = =

t dt

t
x x

dx
x

x xdxtg cos
cos

sin cos

p p

      = = -( ) = -ж
и
з

ц
ш
ч = -т т

1
4

2
1
8

1 2
1
8

2
2 320

4
2

0

4

0

4

p p p

p
sin cos

sin
x dx x dx x

x 11
16

.

Пример 6. Сравнить интегралы 
0

1
2

тe dxx  и �
0

1
3

тe dxx .

Решение
Воспользуемся свойством 5 об интегрировании неравенств.
Сравним подынтегральные функции на отрезке 0 1, :�[ ]  при 

xО[ ]0 1, �  справедливо неравенство x x2 3і , поэтому на данном от-
резке  e ex x2 3

і , следовательно,

 
0

1

0

1
2 3

т тіe dx e dxx x� .

Пример 7. Оценить интеграл 
0

4
2

т -e dxx x .

Решение

Воспользуемся свойством 6: 4 4
0

4
2

m e dx Mx xЈ Јт - ,
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где m и M  — наименьшее и наибольшее значения функции 
f x e x x( ) = -2

 на отрезке� �0 4, .[ ]
Найдем стационарные точки функции f x e x x( ) = -2

:

 ў ( ) = -( )-f x e xx x2

2 1 , ў ( ) =f x 0 при x = 0 5, .

Вычислим значения функции f x e x x( ) = -2

 на концах отрезка 
и в стационарной точке: f 0 1( ) = , f e4 12( ) = , f e0 5 0 25, .,( ) = -

Сравнивая полученные значения, имеем: m e M e= =-0 25 12, , .� �

Тогда 4 40 25

0

4
122

e e dx ex x- -Ј Јт, .

Пример 8. Найти среднее значение функции f x x( ) = cos4  

на отрезке 0
2

, .�pй
лк

щ
ыъ

Решение
По теореме о среднем значении:

 f
b a

f x dx x dx x dx
a

b

ср = -( ) ( ) = = +( ) =т т т
1 2 1

2
1 2

0

2
4

0

2
2

p p

p p

cos cos�

 

= + +( ) =

= +( ) + +

т

т

� 1
2

1 2 2 2

1
2

2
1

4
1

0

2
2

0

2

0

2

p

p p

p

p p

cos cos

sin cos

x x dx

x x 44x dx( ) =

 = + +ж
и
з

ц
ш
ч = + =

1
4

1
4

4
4

1
4

1
8

3
80

2

p

p

x
xsin

.



41

3. Геометрические приложения определенного интеграла

Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Вычислить интегралы:

а) ln ;x dx2

0

2

4+( )т  б) dx

x1 2 3
3

3

3

+( )
т ; в) dx

x1 13
1

7

+ +-
т .

2. Найти среднее значение функции f x
x

( )
cos

=
+

1
3 2

 на от-

резке 0
2

, .
pй

лк
щ
ыъ

3. Доказать неравенство 11
2

7
8

1
11
2

1263

1
2

5

ln ln ln .Ј +( ) Ј
-
т x dx

3. Геометрические приложения определенного интеграла

3.1. Площадь плоской фигуры

Пусть фигура в плоскости Oxy  ограничена прямыми x a= , 
x b=  и кривыми y y x= ( )1 , y y x= ( )2 , причем y x y x1 2( ) Ј ( ) на от-
резке a b, �[ ] (рис. 2.3).

Рис. 2.3
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Площадь S  такой фигуры может быть найдена по формуле

 S y x y x dx
a

b

= ( ) - ( )( )т 2 1 .

Пусть фигура в плоскости Oxy  ограничена прямыми y c= , 
y d=  и кривыми x x y= ( )1 , x x y= ( )2 , причем x y x y1 2( ) Ј ( ) на от-
резке c d, �[ ] (рис. 2.4).

Рис. 2.4

Площадь S  такой фигуры может быть найдена по формуле

 S x y x y dy
c

d

= ( ) - ( )( )т 2 1 .

Если кривая в плоскости Oxy  задана параметрическими урав-
нениями x x t= ( ), y y t= ( ), t t tО[ ]1 2, ,�  то площадь криволинейной 
трапеции, ограниченной этой кривой и прямыми x a= , x b= , 
y = 0 a x t b x t= ( ) = ( )( )1 2, � � , может быть найдена по формуле

 S y t x t dt
t

t

= ( ) ў( )т
1

2

� .

Если кривая задана в полярной системе координат уравне-
нием r r j= ( ), то площадь криволинейного сектора, ограничен-
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ного этой кривой и двумя полярными лучами j a j b a b= = <, ,� � � �  
(рис. 2.5), находится по формуле

 S d= ( )т
1
2

2

a

b

r j j.

Рис. 2.5

3.2. Объем тела вращения

Если криволинейная трапеция, ограниченная кривой y y x= ( ) 
и прямыми x a= , x b= , y = 0 (рис. 2.6), вращается вокруг оси Ox, 
то объем тела вращения может быть вычислен по формуле

 V y x dxOx
a

b

= ( )тp 2 .

Рис. 2.6
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Аналогично, если криволинейная трапеция, ограниченная 
кривой x x y= ( ) и прямыми y c= , y d= , x = 0 (рис. 2.7), вращает-
ся вокруг оси Oy, то объем тела вращения может быть вычис-
лен по формуле

 V x y dyOy
c

d

= ( )тp 2 .

Рис. 2.7

Если криволинейная трапеция, ограниченная кривой y y x= ( ) 
и прямыми x a= , x b= , y = 0 (рис. 2.8), вращается вокруг оси Oy, 
то объем тела вращения может быть вычислен по формуле

 V x y x dxOy
a

b

= Ч ( )т2p .

Рис. 2.8
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3.3. Длина дуги плоской кривой

Пусть кривая на плоскости задана уравнением y y x= ( ) 
x a bО[ ], ,�  причем y x( ) непрерывно дифференцируема на этом 
отрезке. Тогда длина соответствующей дуги этой кривой нахо-
дится по формуле

 l y dx
a

b

= + ( )ўт 1
2

.

Если кривая в плоскости Oxy  задана параметрическими урав-
нениями x x t= ( ), y y t= ( ), t t tО[ ]1 2, ,�  причем x t( ) и y t( ) — непре-
рывно дифференцируемые функции, то длина дуги этой кри-
вой находится по формуле

 l x y dt
t

t

t t= ў( ) + ў( )т
1

2
2 2

.

Если кривая задана в полярной системе координат уравне-
нием r r j= ( ), j a bО[ ], ,� �  длина дуги этой кривой находится 
по формуле

 l d= + ( )ўт
a

b

r r j2 2
.

3.4. Площадь поверхности вращения

Пусть плоская кривая, заданная уравнением y y x= ( ), x a bО[ ], �  
(причем y x( ) непрерывно дифференцируема на этом отрезке), 
вращается вокруг оси Ox. Тогда площадь поверхности враще-
ния находится по формуле

 S y y dxOx
a

b

= + ( )ўт 1
2

.
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Если кривая в плоскости Oxy  задана параметрическими урав-
нениями x x t= ( ), y y t= ( ), t t tО[ ]1 2, ,�  причем x t( ) и y t( ) — непре-
рывно дифференцируемые функции, то площадь поверхности 
вращения находится по формуле

 S y t x y dtOx t t

t

t
= ( ) ў( ) + ў( )т

1

2
2 2

.

Пример 1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной ли-

ниями y x
=

2

3
, y

x
=

+
4

42
.

Решение
Найдем точки пересечения кривых:

 
y

x

y
x

x
x

x x
=

=
+

Ю =
+

м

н
пп

о
п
п

Ю + - =

2

2

2

2
4 23

4
4

3
4

4
4 12 0

,

,

, ,� � � � � �

откуда x x1 22 2= = -, � �  и y y1 2

2
3

= = .

Таким образом, данные кривые пересекаются в точках 
A 2

2
3

, � �ж
и
з

ц
ш
ч и B -ж

и
з

ц
ш
ч2

2
3

, .� �

Снизу фигура ограничена параболой y x
=

2

3
, сверху — кри-

вой y
x

=
+

4
42  (см. рис. 2.9). Значения переменной x принадле-

жат отрезку -йл щ
ы2 2, .

Тогда 

 S
x

x
dx

x x
=

+
-

ж

и
з

ц

ш
ч = -

ж

и
з

ц

ш
ч =

- -
т

2

2

2

2 3

2

2
4

4 3
2

2 9
4

2
2

� � � �arctg arctg --
4 2

9
.
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2- 2

Рис. 2.9

Пример 2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной ли-
ниями y x2 2 1= + , � x y- - =1 0.

Решение
Первое уравнение задает параболу с вершиной в точке 

-( )0 5 0, ; ,�  для которой ось Ox  является осью симметрии. Второе 
уравнение задает прямую в плоскости Oxy.

Найдем точки пересечения кривых: 

 y x

x y
y y

2
22 1

1
2 3 0

= +
= +

Ю - - =
м
н
о

,

,
,� � � � 

откуда y y1 21 3= - =, � �  и x x1 20 4= =, .� �  
Таким образом, данные кривые пересекаются в точках 

A 0 1, �-( ) и B 4 3, � �( ) (рис. 2.10).

x = y + 1 y2 = 2x + 1

Рис. 2.10
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Выразим переменную y из уравнений кривых: y x= ± +2 1  
и y x= -1.

Снизу фигура ограничена двумя линиями: частью параболы 
y x= - +2 1 и прямой y x= -1, сверху — параболой y x= +2 1, 
поэтому при вычислении площади нужно фигуру разбить на две 
части. Тогда площадь S  такой фигуры есть сумма площадей двух 
фигур: S S S= +1 2, где

 

S x x dx

x dx x d x

1
0 5

0

0 5

0

0 5

0

2 1 2 1

2 2 1 2 1 2 1

= + - - +( )( ) =

= + = + +( )

-

- -

т

т т

,

, ,

==

 = +( ) =
-

2
3

2 1
2
3

3
2

0 5

0

x
,

.

 S x x dx x
x

2
0

4
3

2

0

4 2

0

4

2 1 1
1
3

2 1
1

2
4

2
3

= + - -( )( ) = +( ) -
-( )

=т .

Тогда S = + =
2
3

4
2
3

5
1
3

.

Однако при решении данной задачи удобнее воспользовать-
ся формулой

 S x y x y dy
c

d

= ( ) - ( )( )т 2 1 .

Выразим переменную x  из уравнений кривых: x
y

=
-2 1

2
  

и x y= +1.

Тогда S y
y

dy
y y y

= + -
-ж

и
з

ц

ш
ч =

+( )
- +

ж

и
з
з

ц

ш
ч
ч

=
-

-

т
1

3 2 2 3

1

3

1
1

2

1

2 6 2
5

1
3

.

При решении вторым методом вычислений значительно 
меньше, чем при решении первым.
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Пример 3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной пет-
лей линии:

 x t

y t t

=
= -

м
н
о

3

3

2

3

,

.
�

Решение
Для построения кривой проведем небольшое исследование. 

Найдем точки пересечения кривой с координатными осями:
x = 0 при t1 0= ,

y = 0 при t2 0= , t3 3= , t4 3= - .

Получили координаты двух точек: A 0 0; ,�( )  B 9 0; ,�( )  причем 
точке �B  соответствуют два значения параметра, т. е. при дви-
жении по кривой точка B  встречается дважды.

Заметим, что одному значению переменной x соответству-
ют два значения переменной y, отличающиеся знаком, т. е. дан-
ная кривая симметрична относительно оси  Ox, причем y і 0 при 
tО( )0 3, � �  и y Ј 0 при tО -( )3 0, ��  (рис. 2.11).

Рис. 2.11

Вычислим площадь фигуры, ограниченной верхней полови-
ной петли линии и осью Ox :

S y t x t dt t t t dt t t dt t1
0

3
3

0

3
2 4 3

1

2

3 6 6 3 6= ( ) ў( ) = -( ) Ч = -( ) = -т т т
t

t

� � � tt 5

0

3

5
36 3

5

ж

и
з

ц

ш
ч = .
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Тогда площадь всей фигуры равна: S S= =2
72 3

51 .

Пример 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной ли-
ниями r j= 2 2cos , r =1 (вне окружности).

Решение
Построим фигуры, заданные в полярной системе коорди-

нат: r j= 2 2cos  — двухлепестковая роза, r =1 — окружность 
(рис. 2.12). Найдем углы, под которыми пересекаются кривые:

 2 2 1 2
1
2 6

cos cos , .j j j
p

p= Ю = Ю =± + Оk k Z

6
p

j =

6
p

j = -

Рис. 2.12

Для вычисления площади фигуры воспользуемся формулой

 S d= ( ) - ( )( )т
1
2 2

2
1
2

a

b

r j r j j.

Так как фигура симметрична, вычислим площадь полови-
ны фигуры.

 

S d d1

6

6
2

6

6

0

6

1
2

4 2 1
1
2

1 4 1

4

= -( ) = +( ) -( ) =

=

- -

т т

т

p

p

p

p

p

j j j jcos cos

cos jj j
j

p

d = =
sin

.
4

4
3

80

6
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Тогда площадь всей фигуры равна: S S= =2
3

41 .

Пример 5. Вычислить объемы тел, полученных при враще-
нии вокруг осей Ox  и Oy  криволинейной трапеции, ограничен-
ной линиями y x x y= - =2 02, .� �

Решение
Построим криволинейную трапецию (рис. 2.13).

y = 2x – x2

Рис. 2.13

Для вычисления объема тела вращения вокруг оси Ox  вос-
пользуемся формулой

 V y x dxOx
a

b

= ( )тp 2 .

 

V x x dx x x x dx

x
x

x

Ox = -( ) = - +( ) =

= - +
ж

и
з

ц

ш
ч

т тp p

p

0

2
2 2

0

2
2 3 4

3
4

5

0

2 4 4

4
3 5

22
16

5
=

p
.

Для вычисления объема тела вращения вокруг оси Oy  выра-
зим переменную x  из уравнения кривой: x y= ± -1 1  (левая 
и правая ветви параболы). Тогда объем тела вращения вокруг 



52

Глава 2. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

оси Oy  может быть найден как разность объемов тел, получен-
ных вращением ветвей параболы вокруг оси Oy : V V VOy = -1 2.

 V x y dy y dy y y dy
c

d

1 1
2

0

1 2

0

1

1 1 2 2 1= ( ) = + -( ) = + - -( ) =т т тp p p

 = -
-( )

-
ж

и

з
з

ц

ш

ч
ч

=p
p

2
4 1

3 2
17

6

3
2 2

0

1

y
y y ,

 V x y dy y dy y y dy
c

d

2 2
2

0

1 2

0

1

1 1 2 2 1= ( ) = - -( ) = - - -( ) =т т тp p p

 = +
-( )

-
ж

и

з
з

ц

ш

ч
ч

=p
p

2
4 1

3 2 6

3
2 2

0

1

y
y y

.

Тогда V V VOy = - = - =1 2

17
6 6

8
3

p p p
.

Однако в данном примере объем тела вращения вокруг оси 
Oy  удобнее находить по формуле

 V x y x dxOy
a

b

= Ч ( )т2p .

    V x x x dx x x dx
x x

Oy = -( ) = -( ) == -
ж

и
з

ц

ш
ч =т т2 2 2 2 2

2
3 4

8

0

2
2

0

2
2 3

3 4

0

2

p p p
p

33
.

Пример 6. Вычислить длину дуги полукубической параболы 
y x2 3=  от точки O 0 0, �( ) до точки A 4 8, .�( )

Решение

Воспользуемся формулой: l y dx
a

b

= + ( )ўт 1
2

.

Для этого выразим переменную y через x : � � �y x y x2 3 3= Ю = ± .

Нашему условию удовлетворяет функция y x= 3 , � xО[ ]0 4, .�  
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Тогда

 ў = + ( ) = +ўy x y x
3
2

1 1
9
4

2
, ,� �  

 l x dx x= + = +ж
и
з

ц
ш
ч = -( )т

0

4 3
2

0

4

1
9
4

8
27

1
9
4

8
27

10 10 1� .

Пример 7. Найти полную площадь поверхности тела, обра-
зованного вращением вокруг оси  Ox  области, ограниченной 
линиями y x2 2=  и 2 3x = .

Решение
Для вычисления объема тела вращения вокруг оси  Oy  выра-

зим переменную y из уравнения кривой: y x= ± 2 . Так как кри-
вая симметрична относительно оси  Ox, то для получения соот-
ветствующей поверхности достаточно рассмотреть только 
верхнюю часть кривой: y x= 2 .

Полная площадь поверхности тела может быть найдена как 
сумма площадей поверхностей, полученных вращением отрез-
ка AB и дуги ОА вокруг оси Ox, т. е. S S Sполн = +1 2.

При вращении отрезка вокруг оси Ox  получим круг, поэто-
му � �S S R1

2 3= = =круга p p.

Площадь второй поверхности вращения найдем, восполь-
зовавшись формулой

 S y y dxOx
a

b

= + ( )ўт2 1
2

p .

   S x
x

dx x dx
x

2
0

3
2 2

0

3
2

3
2

0

3
2

2 2 1
1

2
2 2 1

2 2 1

3
14

= +
ж

и
з

ц

ш
ч = + =

+( )
=т тp p

p
� � pp

3
.

Таким образом, S S Sполн = + = + =1 2 3
14

3
23

3
p

p p
.
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Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
x y= -4 2 , x = 0, y = 0, y =1.

2. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой r = 1 + 
+ 2 cosj и лежащей вне круга r =1.

3. Найти объем тела, образованного вращением фигуры, 
ограниченной линиями y x= +2 1, y x= , x = 0, x =1,

а) вокруг оси Ox ,
б) вокруг оси Oy .

4. Найти длину дуги кривой x t
=

6

6
, y t

= -4
4

4

 между точками 

пересечения с осью Ox.
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Глава 3.  
НЕСОБСТВЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

1. Основные понятия и определения

Пусть функция � f x( ) непрерывна на интервале a, ).�+Ґ[  Тог-
да она будет непрерывна на любом интервале a b, ,�[ ]  где b a>  и су-

ществует интеграл 
a

b

f x dxт ( ) .

Определение. Несобственным интегралом 1‑го рода называ-

ется интеграл, определяемый равенством 
a

b
a

b

f x dx f x dx
+Ґ

®+Ґт т( ) = ( )lim .

Если соответствующий предел существует и конечен, то го-
ворят, что несобственный интеграл 1-го рода сходится, иначе 
несобственный интеграл называют расходящимся.

Аналогично, если функция � f x( ) непрерывна на промежут-

ке интегрирования, то интегралы вида 
-Ґ

®-Ґт т( ) = ( )
b

a
a

b

f x dx f x dxlim , 

-Ґ

+Ґ

®-Ґ
®+Ґ

т т( ) = ( )f x dx f x dx
a

b a

b

lim  также являются несобственными инте‑

гралами 1‑го рода.

Или 
-Ґ

+Ґ

-Ґ

+Ґ

т т т( ) = ( ) + ( )f x dx f x dx f x dx
c

c

, � причем интеграл в левой 

части равенства сходится, если одновременно сходятся оба ин-
теграла в правой части равенства.
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Если же на отрезке a b, �[ ] функция � f x( ) имеет точку разрыва 
2-го рода, то возникает понятие несобственного интеграла 
2-го рода. Рассмотрим 3 случая.

а) Пусть функция � f x( ) непрерывна на интервале a b, )�[  
и не ограниченна вблизи точки x b= . Тогда функция будет непре-
рывна на любом отрезке a b, ,� 1[ ]  где a b bЈ <1 , и существует опре-

деленный интеграл 
a

b

f x dx
1

т ( ) .

Определение. Несобственным интегралом 2‑го рода называ-

ется интеграл, определяемый равенством 
a

b

b b
a

b

f x dx f x dxт т( ) = ( )
® -
lim ,

1

1

0
 

точка b в этом случае называется особой точкой 2-го рода.
б) Пусть функция � f x( ) непрерывна на интервале a b, �( ] и нео-

граниченна вблизи точки x a= . Тогда функция будет непрерыв-
на на любом отрезке a b1, ,� �[ ]  где a a b< Ј1 , и существует опреде-

ленный интеграл 
a

b

f x dx
1

т ( ) .

Определение. Несобственным интегралом 2‑го рода называ-

ется интеграл, определяемый равенством 
a

b

a a
a

b

f x dx f x dxт т( ) = ( )
® +
lim ,

1
1

0
 

в этом случае точка a называется особой точкой 2-го рода.
Несобственные интегралы 2-го рода сходятся, если соответ-

ствующие пределы существуют и конечны.
в) Пусть функция � f x( ) непрерывна на интервале a b, �[ ] всю-

ду за исключением точки c a bО( ), �  и неограниченна вблизи точ-

ки x c= . Тогда 
a

b

a

c

c

b

f x dx f x dx f x dxт т т( ) = ( ) + ( )  также является 

несобственным интегралом 2-го рода, причем интеграл в левой 
части сходится, если сходятся оба интеграла в правой части.
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2. Свойства несобственных интегралов

Сформулируем свойства для несобственных интегралов 1-го 
рода, аналогичные свойства будут справедливы и для несоб-
ственных интегралов 2-го рода.

1. свойство линейности. Пусть сходятся (или являются опре-

деленными интегралами) любые два из трех интегралов 
a

f x dx
+Ґ

т ( ) , �  

a

g x dx
+Ґ

т ( ) , �  
a

f x g x dx
+Ґ

т ( ) + ( )( )l m . Тогда сходится и третий из этих 

интегралов, причем справедливо равенство:

 �
a a a

f x g x dx f x dx g x dx
+Ґ +Ґ +Ґ

т т т( ) + ( )( ) = ( ) + ( )l m l m .

2. критерий коши. Несобственный интеграл 
a

f x dx
+Ґ

т ( )  схо-

дится тогда и только тогда, когда " > $ >� � ��e 0 0a a, " ў ў� �a b, : a a b0 < <ў ў, 

справедливо неравенство 
ў

ў

т ( ) <
a

b

f x dx
�

e.

теорема (обобщенная формула Ньютона — Лейбница). Пусть 

несобственный интеграл 
a

f x dx
+Ґ

т ( )  сходится и F x( ) — некото-

рая первообразная функции f x( ) на промежутке a, ).�+Ґ[  Тогда 
справедлива следующая формула:

 
a

x
f x dx F x F a

+Ґ

®+Ґт ( ) = ( ) - ( )( )lim .

Аналогично, 
a

b

a

b

x b
f x dx F x F x F aт ( ) = ( ) = ( ) - ( )

® -
lim .

0

Замечание. При вычислении несобственных интегралов ис-
пользуют те же методы, что и при вычислении определенных 
интегралов.



58

Глава 3. НЕСОБСТВЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

Пример 1. Вычислить несобственный интеграл или доказать 
его расходимость:

а) 
e

dx
x x

+Ґ

т ln2
; б) 

0

1
+Ґ

т +( )x e dxx ; в) 
1

2

3

1+Ґ

т
+x

x
dx; г) 

-Ґ

+Ґ

т +
dx

x 2 1
.�

Решение

а) Функция f x
x x

( ) = 1
2ln

�  непрерывна на интервале e, � +Ґ)й
л , 

т. е. имеем несобственный интеграл 1-го рода.
Для вычисления интеграла воспользуемся методом занесе-

ния под знак дифференциала:

 
e e e

x

dx
x x

d x

x x x

+Ґ +Ґ +Ґ

®+Ґт т=
( )

= - = - + =
ln ln2 2

1 1
2 2

ln

ln
lim

ln
.

Интеграл равен конечному числу, т. е. несобственный ин-
теграл сходится.

б) Подынтегральная функция непрерывна на всей числовой 
прямой. Для вычисления несобственного интеграла восполь-
зуемся методом интегрирования по частям: u = x + 1, dv = 
= Ю = =e dx du dx v ex x, .� �

 
0

0
0

0
1 1 0

+Ґ
+Ґ

+Ґ
+Ґ

®+Ґт т+( ) = +( ) - = = - = +Ґx e dx x e e dx xe xex x x x

x

xlim .

Несобственный интеграл расходится.

в) Функция f x
x

x
( ) = +2

3

1 � непрерывна на интервале 1, ).�+Ґ[

 

1

2

3
1

3

2
1

1 1 1

1
2

+Ґ +Ґ

+Ґ

®+Ґ

т т
+

= +ж
и
з

ц
ш
ч =

= -ж
и
з

ц
ш
ч =

x
x

dx
x x

dx

x
x x

ln lim lln .x
x

-ж
и
з

ц
ш
ч + = +Ґ

1
2

1
22

Несобственный интеграл расходится.
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г) Подынтегральная функция непрерывна на всей числовой 
прямой. Так как функция f x

x
( ) =

+
1

12  является четной, а пре-

делы интегрирования симметричны, то воспользуемся следу-

ющим свойством интегралов: 
-
т т( ) = ( )
a

a a

f x dx f x dx2
0

.

Тогда 
-Ґ

+Ґ +Ґ
+Ґ

®+Ґт т+
=

+
= = =

dx
x

dx
x

x x
x2

0
2 01

2
1

2 2arctg lim arctg .� � p

Таким образом, исходный интеграл сходится.
Пример 2. Вычислить несобственный интеграл или доказать 

его расходимость:

а) 
0

1

2 4т +
dx

x x
; � б) 

1
2

e dx
x xт ln

; в) 
2

4

26 8
т

- -

dx

x x
; � 

г) 
0

2

3 2

1 1p

т x x
dxcos ; д) 

0

4

2
2

т -( )
dx

x
.

Решение

а) Функция f x
x x

( ) =
+
1

2 4
�  имеет точку разрыва x = 0, при-

чем функция f x( ) неограниченна вблизи этой точки: 

lim .
x x x® + +

= +Ґ
0 0 2 4

1
�

� �

Таким образом, имеем несобственный интеграл 2-го рода.
Для вычисления интеграла представим подынтегральную 

функцию в виде суммы простейших дробей: 1 1 1
12 4 2 2x x x x+

= -
+

.

 

0

1

2 4
0

1

2 2
0

1
1 1

1
1

1
4

т т+
= -

+
ж
и
з

ц
ш
ч = - -ж

и
з

ц
ш
ч =

= - -

dx
x x x x

dx
x

xarctg �

p
++ +ж

и
з

ц
ш
ч = +Ґ

® +
lim .

x x
x

0 0

1
arctg �

Несобственный интеграл расходится.
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б) Подынтегральная функция непрерывна на промежутке 
1,( щ

ы� e  и неограниченна вблизи точки x =1.

 
1

2
1

2
1

1 0

1
2

1e e e

x

dx
x x

d x

x x xт т=
( )

= - = + = +Ґ
® +ln

ln

ln ln
lim

ln
.

�

Несобственный интеграл расходится.
в) Функция f x

x x
( ) =

- -

1

6 82
 непрерывна на промежут-

ке 2 4, � �( ) и неограниченна вблизи точек x = 2 и x = 4.

 
2

4

2
2

4

2 2

4

6 8 1 3
3т т

- -
=

- -( )
= -( ) =

dx

x x

dx

x
xarcsin .p

г) Функция f x
x x

( ) = 1 1
3 2

cos  непрерывна на промежутке 

0
2

,
p

ж

и
зз

щ

ы
ъ
ъ
 и неограниченна вблизи точки x = 0.

 

0

2

3 2
0

2

2 2 2
0

2

1 1 1
2

1 1 1
2

1

1
2

p p p

т т= - ж
и
з

ц
ш
ч= - =

= - +

x x
dx

x
d

x x
cos cos sin

llim sin ,
x x® +

ж
и
з

ц
ш
ч0 0 2

1
2

1
�

предел не существует, поэтому несобственный интеграл рас-
ходится.

д) Функция f x
x

( ) =
-( )
1

2
2  на отрезке 0 4, � �[ ] имеет точку раз-

рыва второго рода x = 2. 
Поэтому

  
0

4

2
0

2

2
2

4

2
2 2 2

т т т-( )
=

-( )
+

-( )
dx

x

dx

x

dx

x
,
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0

2

2
0

2

2 02

1
2

1
2

1
2т -( )

= -
-

= -
-

- = +Ґ
® -

dx

x x xx
lim ,

�

т. е. один из интегралов в правой части равенства расходится, 
а значит, исходный интеграл расходится.

Упражнения для самостоятельной подготовки

Вычислить несобственный интеграл или доказать его рас-
ходимость:

а) 
0

2 1

+Ґ

т +
arctg

;
x dx

x
� б) 

0

1
2тx x dxln ; в) 

-Ґ

+Ґ

т +( ) +( )
dx

x x2 21 4
; � г) 

0

1

1
т

-( )
dx

x x
.

3. Сходимость несобственных интегралов

В некоторых случаях вычисление несобственных интегралов 
бывает довольно затруднительно, поэтому для исследования 
сходимости несобственных интегралов применяют различные 
признаки сходимости. Сформулируем соответствующие теоре-
мы для несобственных интегралов 1-го рода.

теорема (признак сравнения). Пусть функции f x( ) и g x( ) 
непрерывны на интервале a, )�+Ґ[  и 0 Ј ( ) Ј ( )f x g x  для всех 
� �x aО +Ґ[ , ). Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если интеграл 
a

g x dx
+Ґ

т ( )  сходится, то интеграл 
a

f x dx
+Ґ

т ( )   

также сходится;

2) если интеграл 
a

f x dx
+Ґ

т ( )  расходится, то интеграл 
a

g x dx
+Ґ

т ( )  

расходится.
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теорема (признак сравнения в предельной форме). Пусть функ-
ции f x( ) и g x( ) интегрируемы на любом отрезке из интервала 
a, )�+Ґ[  и для всех � �x aО +Ґ[ , ) выполнены неравенства f x( ) і 0 

и g x( ) і 0. Если существует предел lim ,
x

f x

g x
k

®+Ґ

( )
( )

=
�

 то справедли-

вы следующие утверждения:

1) если k = 0 и 
a

g x dx
+Ґ

т ( )  сходится, то 
a

f x dx
+Ґ

т ( )  сходится;

2) если k = +Ґ и 
a

g x dx
+Ґ

т ( )  расходится, то 
a

f x dx
+Ґ

т ( )  расходится;

3) если kО +Ґ( )0, ,�  то 
a

f x dx
+Ґ

т ( )  и 
a

g x dx
+Ґ

т ( )  сходятся или расхо-

дятся одновременно.
теорема (о сходимости интеграла от произведения функций). 

Пусть функция f x( ) непрерывна на интервале a, ),�+Ґ[  а g x( ) мо-
нотонна и имеет непрерывную производную для всех � �x aО +Ґ[ , ). 
Тогда справедливы следующие утверждения:

1) если функция F A f x dx
a

A

( ) = ( )т  ограничена на интервале 

a, )�+Ґ[  и lim ,
x

g x
®+Ґ

( ) =
�

0  то 
a

f x g x dx
+Ґ

т ( ) ( )  сходится;

2) если сходится несобственный интеграл 
a

f x dx
+Ґ

т ( ) , а функ-

ция g x( ) ограничена на интервале a, ),�+Ґ[  то 
a

f x g x dx
+

т ( ) ( )
Ґ

 схо-

дится.
Замечание 1. Аналогичные теоремы можно сформулировать 

для несобственных интегралов 2-го рода.
Замечание 2. Чтобы использовать указанные теоремы, необ-

ходимо иметь набор эталонных несобственных интегралов 1-го 



63

3. Сходимость несобственных интегралов

и 2-го рода. В качестве таких несобственных интегралов мож-
но взять интегралы следующих видов:

 
a

p

dx
x

p

p

+

т -
>
Ј

м
н
о

Ґ

�
� �

� �
сходится при

расходится при

1

1

,

.

 
a

b

p

dx

x a

p

pт -( )
-

Ј
>

м
н
о
�

� �
� �

сходится при

расходится при

1

1

,

.

 
a

b

p

dx

b x

p

pт -( )
-

Ј
>

м
н
о
�

� �
� �

сходится при

расходится при

1

1

,

.

Определение. Если функция f x( ) интегрируема на любом от-

резке из интервала a, )�+[ Ґ  и несобственный интеграл 
a

f x dx
+

т ( )
Ґ

 

сходится, то 
a

f x dx
+

т ( )
Ґ

 называют абсолютно сходящимся.

теорема. Если 
a

f x dx
+

т ( )
Ґ

 сходится абсолютно, то он сходится.

Замечание. Из сходимости несобственного интеграла не сле-
дует абсолютная сходимость.

Определение. Если 
a

f x dx
+Ґ

т ( )  сходится, а несобственный ин-

теграл 
a

f x dx
+Ґ

т ( )  расходится, то 
a

f x dx
+Ґ

т ( )  называют условно схо‑

дящимся.
Пример 1. Исследовать сходимость несобственных интегралов:

а) 
1

2 54 2 7

+Ґ

т + +
dx
x x

; � б) 
1

3

3

1
4 2 1

+Ґ

т
+ +
+ +

x x
x x

dx; в) 
0

1

3

1

т
ж
и
з

ц
ш
чcos

;
x

x
dx �

г) 
0

1
231

1т
+( )
-

ln
;

x

e
dx

x  д) 
1

2

т
dx

xln
.
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Решение
а) Воспользуемся признаком сравнения. Для этого оценим 

подынтегральную функцию сверху: 0 1
4 2 7

1
7

1
2 5 5 5

<
+ +

Ј Ј
x x x x

.

1
5

+Ґ

т
dx
x

 — сходится (по замечанию 2), поэтому по признаку 

сравнения сходится несобственный интеграл 
1

2 54 2 7

+Ґ

т + +
dx
x x

.

б) В данном примере воспользуемся признаком сравнения 
в предельной форме.

При x ®+Ґ больший вклад в значение функции в числите-
ле и знаменателе вносят старшие степени переменной х, по-

этому f x
x x
x x

x
x x

g x( ) = + +
+ +

= = ( )
3

3

3

3 3

1
4 2 1 4

1

4
~ �  при �x ®+Ґ, т. е. 

lim ,
x

f x

g x®+Ґ

( )
( )

=
�

1  и несобственные интегралы от этих функций ве-

дут себя одинаково.

По замечанию 2: 
1

34

+Ґ

т
dx

x
 — сходится, поэтому и интеграл 

1

3

3

1
4 2 1

+Ґ

т
+ +
+ +

x x
x x

dx  сходится.

в) Воспользуемся признаком сравнения. На отрезке 0 1, �[ ] 

справедливо неравенство: 0

1
1

3 3
<

ж
и
з

ц
ш
ч
Ј

cos
.

x

x x

Несобственный интеграл 
0

1

3т
dx

x
 сходится, поэтому 

0

1

3

1

т
ж
и
з

ц
ш
чcos

x

x
dx  

также сходится.
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г) Для функции f x
x

e x( ) =
+( )
-

ln 1

1

23

 особой точкой второго 

рода является точка x = 0. Воспользуемся признаком сравне-
ния в предельной форме. По свойствам эквивалентных бес-
конечно малых функций имеем:

 f x
x

e
x
x x

g x
x( ) =
+( )
-

= = ( )
ln

~
1

1
1

23
23

3
 при �x ® 0.

Несобственный интеграл 
0

1

3т
dx

x
 сходится по замечанию 2, по-

этому 
0

1
231

1т
+( )
-

ln x

e
dx

x  сходится.

д) Для функции f x
x

( ) = 1
ln

 особой точкой второго рода яв-

ляется точка x =1.
По свойствам эквивалентных бесконечно малых функций:

 ln ln ~x x x= + -( )( ) -( )1 1 1 �  при x ®1,

поэтому f x
x x

g x( ) =
-( )

= ( )1 1
1ln

~  при x ®1.

Воспользуемся признаком сравнения в предельной форме: 
lim ,

x

f x

g x® +

( )
( )

=
1 0

1
�

 поэтому несобственные интегралы ведут себя оди-

наково.

Несобственный интеграл 
1

2

1т -( )
dx

x
 расходится по замечанию 2, 

поэтому 
1

2

т
dx

xln
 расходится.
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Пример 2. Исследовать на абсолютную сходимость несоб-
ственный интеграл:

 
2

2

10

3

1

+Ґ

т -( )
sin

.
x dx

x
� �

Решение

Функция f x
x dx

x
( ) =

-( )
sin 3

1

2

10  непрерывна при x і 2. Так как  

подынтегральная функция может принимать как положитель-
ные, так и отрицательные значения, то признаки сравнения 
пока не применимы.

Исследуем на сходимость интеграл 
2

2

10

3

1

+Ґ

т -( )
sin

.
x

x
dx

Воспользуемся признаком сравнения. Для этого оценим  

подынтегральную функцию сверху: sin
.

3

1

1

1

2

10 10

x

x x-( )
Ј

-( )

2
10

1

+Ґ

т -( )
dx

x
 сходится, поэтому по признаку сравнения 

2

2

10

3

1

+Ґ

т -( )
sin x

x
dx сходится, а значит, 

2

2

10

3

1

+Ґ

т -( )
sin x dx

x
 сходится абсолютно.

Упражнения для самостоятельной подготовки

Исследовать сходимость следующих несобственных инте-
гралов:

а) 
1

2 63 1 2

+Ґ

т
+ +

dx

x x
; � �  б) 

1

2

2

1
3 1

+Ґ

т
+ +
+ +

x x
x x

dx; 

в) 
1

1
2+Ґ

т - ж
и
з

ц
ш
ч

ж

и
з

ц

ш
чcos ;

x
dx  г) 

0

1

т -
dx
x xtg

.
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Глава 4.  
КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

1. Двойной интеграл

1.1. Понятие и свойства двойного интеграла

Понятие двойного интеграла является обобщением понятия 
определенного интеграла на случай функции двух переменных.

Рассмотрим задачу об определении объема цилиндрическо-
го бруса.

Задача. Найти объем тела (V), ограниченного сверху непре-
рывной поверхностью z f x y f x y= ( ) ( ) і( ), , 0 , с боков — цилин-
дрической поверхностью с образующими, параллельными оси 
Oz, снизу — замкнутой ограниченной областью (S) плоскости 
Oxy (рис. 4.1).

Рис. 4.1
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Разобьем область (S) произвольной сетью кривых на n эле-
ментарных частей (DSk) площадью DS k nk =( )1, ; в каждой эле-
ментарной части (DSk) выберем произвольно точку Pk (xk, hk) 
и вычислим значение функции z = f (x, y) в этой точке: f (xk, hk). 
Объем элементарного столбика с основанием (DSk) и высотой 
f (xk, hk) равен f (xk, hk) · DSk. Тогда объем тела (V) приближенно 
равен V f Sk k

k

n

k» ( ) Ч
=
е x h, .

1

D  Чтобы повысить точность этой фор-

мулы, будем увеличивать количество элементарных частей (DSk) 
так, чтобы диаметр максимальной из них стремился к нулю. 
Под диаметром будем понимать наименьший диаметр круга, 
в который можно вписать (DSk).

Получим решение поставленной задачи:

 V f S Sk k
k

n

k k k= ( ) Ч = ( )
®

=
еlim , , max diam

l
x h l

0
1

D D  —

это двойной интеграл от функции f (x, y) по области (S).
Определение. Пусть функция f (x, y) определена и ограниче-

на в замкнутой ограниченной области (S). Двойным интегра‑
лом от функции f (x, y) по области (S) называется предел инте-
гральной суммы
 f x y dS f S S

S
k k

k

n

k k k, lim , , max diam ,( ) = ( ) Ч = ( )
( )

®
=

тт е
l

x h l
0

1

D D

если этот предел существует, конечен и не зависит от способа 
разбиения на элементарные части (DSk) и способа выбора то-
чек Pk (xk, hk); функция f (x, y) называется при этом интегриру‑
емой в области (S).

Т. к. интеграл, если он существует, не зависит от разбиения 
на элементарные части, разобьем область (S) сетью прямых, 
параллельных оси Ox, и прямых, параллельных оси Oy, с рас-
стояниями между ними Dyk и Dxk соответственно. В этом слу-
чае площадь элементарной части DSk = Dxk · Dyk, тогда dS = dxdy 
и при обозначении двойного интеграла пишут
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 f x y dxdy
S

, .( )
( )
тт

теорема. Если функция  f (x, y) непрерывна в замкнутой огра-
ниченной области (S) с кусочно-гладкой границей, то двойной 
интеграл существует.

Пусть функции f (x, y) и g (x, y) интегрируемы в замкнутой 
ограниченной области (S). Тогда справедливы следующие свой-
ства интегрируемых функций и двойных интегралов:

1. a af x y dxdy f x y dxdy
SS

, , ,( ) = ( )
( )( )
тттт  где α — константа.

2. f x y g x y dxdy f x y dxdy g x y dxdy
S S S

, , , , .( ) ± ( )( ) = ( ) ± ( )
( ) ( ) ( )
тт тт тт

3. f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy
S S S

, , , ,( ) = ( ) + ( )
( ) ( ) ( )
тт тт тт

1 2

где (S) = (S1) И (S2), причем (S1) и (S2) не имеют общих вну-
тренних точек.

4. Если в (S) справедливо неравенство f (x, y) ≥ g (x, y), то

 f x y dxdy g x y dxdy
S S

, , .( ) і ( )
( ) ( )
тт тт

5. f x y dxdy f x y dxdy
S S

, , .( ) Ј ( )
( ) ( )
тт тт

6. Если в (S) справедливо неравенство m Ј f (x, y) Ј M, то

 mS f x y dxdy MS
S

Ј ( ) Ј
( )
тт , ,

в частности,

 m

f x y dxdy

S
M

SЈ

( )
Ј( )

тт ,

.

Обозначим среднее значение через μ:
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 m =

( )
( )
тт f x y dxdy

S
S

,

,

тогда
 f x y dxdy S m M

S

, , .( ) = Ј Ј
( )
тт m m

7. теорема о среднем: если функция f (x, y) непрерывна на связ-
ном ограниченном замкнутом множестве (S), то $(x, h)О(S)  
такая, что
 f x y dxdy f S

S

, , .( ) = ( )
( )
тт x h

1.2. Вычисление двойного интеграла  
в прямоугольной системе координат

Двойной интеграл вычисляется сведением к повторному ин-
тегралу.

Будем называть область (S) правильной в направлении оси Oy, 
если любая прямая, проходящая через внутреннюю точку об-
ласти параллельно оси Oy, пересекает границу области в двух 
точках (рис. 4.2, а); в противном случае — неправильная в на‑
правлении оси Oy (рис. 4.2, б).

Рис. 4.2
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Аналогично, область (S) называется правильной в направле‑
нии оси Ox (см. рис. 4.2, б), если любая прямая, проходящая че-
рез внутреннюю точку области параллельно оси Ox, пересекает 
границу области в двух точках; в противном случае — неправиль‑
ная в направлении оси Ox (см. рис. 4.2, а).

Область правильную и в направлении оси Ox, и в направлении 
оси Oy будем называть просто правильной областью (см. рис. 4.2, в).

Сведение двойного интеграла к повторному рассмотрим 
на примере геометрической интерпретации двойного интегра-
ла как объема цилиндрического бруса.

Предположим, что область интегрирования (S) — правиль-
ная в направлении оси Oy и ограничена линиями y = y1(x),  
y = y2(x), x = a и x = b (рис. 4.3, а).

Пусть площадь сечения тела плоскостью, отвечающей аб-
сциссе x и перпендикулярной оси Ox, равна s (x) (рис. 4.3, б).

Рис. 4.3

Тогда объем тела, если он существует, равен

 V x dx
a

b

= ( )тs , где s x f x y dy
y x

y x

( ) = ( )
( )

( )

т , .
1

2

С другой стороны, объем тела равен

 V f x y dxdy
S

= ( )
( )
тт , .
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Следовательно, вычисление двойного интеграла сводится 
к последовательному вычислению двух определенных инте-
гралов:

 f x y dxdy dx f x y dy
S y x

y x

a

b

, , .( ) = ( )
( ) ( )

( )

тт тт
1

2

Указанная формула справедлива, если f (x, y) интегрируе-
ма на области (S), ограниченной линиями y = y1(x), y = y2(x),  
x = a, x = b, и "xО[a, b] существует внутренний интеграл

 f x y dy
y x

y x

, .( )
( )

( )

т
1

2

Аналогично, если f (x, y) интегрируема на области (S), пра-
вильной в направлении оси Ox и ограниченной линиями  
x = x1(y), x = x2(y), y = α, y = b (рис. 4.4), и "yО[α, b] существу-
ет внутренний интеграл

 f x y dx
x y

x y

, ,( )
( )

( )

т
1

2

то

 f x y dxdy dy f x y dx
S x y

x y

, , .( ) = ( )
( ) ( )

( )

тт тт
1

2

a

b

Рис. 4.4



73

1. Двойной интеграл

Если область (S) правильная, то справедливы обе формулы и

 dx f x y dy dy f x y dx
y x

y x

a

b

x y

x y

, , .( ) = ( )
( )

( )

( )

( )

тт тт
1

2

1

2

a

b

Пример 1. Изменить порядок интегрирования в интеграле

 I dy f x y dx dy f x y dx
y

y

y

y

= ( ) + ( )
+ -

+ - + -

тт тт, , .
1 1

2 4

0

1 2 4

1

2

2

2 2

Решение
Области интегрирования (D1) и (D2) для первого и второго 

повторного интеграла соответственно, определяются следую-
щими неравенствами:

 D y y x y1
2 20 1 1 1 2 4( ) Ј Ј + - Ј Ј + -: , ;

 D y y x y2
21 2 2 4( ) Ј Ј Ј Ј + -: , .

Найдем границы каждой из областей.
Границы области (D1) — две прямые y = 0 и y = 1 и две кри-

вые второго порядка x y= + -1 1 2  и x y= + -2 4 2 . Приведем по-
следние к каноническому виду:

 

x y x

y
x y

x

x y

x

= + - Ы - =

= - Ы
-( ) = -

і

м
н
п

оп
Ы

-( ) + =

і

м
н
п

о

1 1 1

1
1 1

1

1 1

1

2

2
2 2 2 2,

пп

— правая полуокружность с центром в точке (1, 0) радиуса 1;

 

x y x

y
x y

x

x y

x

= + - Ы - =

= - Ы
-( ) = -

і

м
н
п

оп
Ы

-( ) + =

і

м
н
п

о

2 4 2

4
2 4

2

2 4

2

2

2
2 2 2 2,

пп

— правая полуокружность с центром в точке (2, 0) радиуса 2.
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Границы области (D2) — прямые y = 1, y = 2, y = x и 
x y

x

-( ) + =

і

м
н
п

оп

2 4

2

2 2 , — правая полуокружность с центром в точ-

ке (2, 0) радиуса 2.
Построим области интегрирования (D1) и (D2) на общей чис-

ловой плоскости (рис. 4.5).

Рис. 4.5

Изменим порядок интегрирования — внешнее интегриро-
вание по x. Тогда при xО[1, 2] переменная y будет меняться 
в пределах от y x= - -( )1 1

2  до y = x, а при xО[2, 4] переменная y 

будет меняться в пределах от y = 0 до y x= - -( )4 2
2
.

Таким образом,

 I dx f x y dy dx f x y dy
x

x x

= ( ) + ( )
- -( )

- -( )

тт тт, , .
1 11

2

0

4 2

2

4

2

2

Пример 2. Вычислить двойной интеграл

 I x y dxdy
S

= +( )
( )
тт 2 ,

где (S) — область, ограниченная параболами y = x 2 и x = y 2.
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Решение
Построим область интегрирования (S): y = x 2 — это парабо-

ла с вершиной в точке (0, 0), осью симметрии, совпадающей 
с осью ординат Oy, ветви направлены вверх; x = y 2 — парабола 
с вершиной в точке (0, 0), осью симметрии, совпадающей с осью 
абсцисс Ox, ветви направлены вправо (рис. 4.6).

Рис. 4.6

Найдем координаты точек пересечения кривых из системы 

уравнений: 
y x

x y

=

=

м
н
п

оп

2

2

,

.

Подставим в первое уравнение выражение для x из второго, 
получим y y= ( )2 2

 или y y4 0- = . Отсюда y1 = 0, y2 = 1, тогда x1 = 0, 
x2 = 1.

Выберем следующий порядок интегрирования:

 I dx f x y dy
y x

y x

a

b

= ( )
( )

( )

тт , .
1

2

Определим пределы интегрирования: для внешнего инте-
грала переменная x меняется в пределах от 0 до 1; для внутрен-
него интеграла (при любом фиксированном xО[0, 1]) перемен-
ная y меняется в пределах от y = x 2 до y x= .
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Получим

 I x y dxdy dx x y dy
S x

x

= +( ) = +( )
( )
тт тт2 2

0

1

2

.

Вычислим внутренний интеграл (при фиксированном x)

   x y dy x y
y

x
x

x
x

x
x

x

x

x

x

2 2
2

5 2 4
4

5 2

2 22 2 2 2
3

+( ) = +
ж

и
з

ц

ш
ч = + - +

ж

и
з

ц

ш
ч = + -т

xx 4

2
.

Затем вычислим внешний интеграл

    I x
x x

dx
x x x

= + -
ж

и
з

ц

ш
ч = + -

ж

и
з

ц

ш
ч = + -т 5 2

4

0

1 7 2 2 5

0

1

2
3

2
2

7 4
3
10

2
7

1
4

3
10

==
33

140
.

Пример 3. Вычислить двойной интеграл

 I xy dxdy
D

=
( )
тт 2 ,

если область (D) ограничена линиями y 2 = x и y = x — 2.
Решение
Построим область интегрирования (D): y 2 = x — это пара-

бола с вершиной в точке (0, 0), осью симметрии, совпадающей 
с осью абсцисс Ox, ветви направлены вправо; y = x — 2 — пря-
мая, проходящая через точки (0, —2) и (2, 0).

Найдем координаты точек пересечения линий, решив си-
стему уравнений:

 y x

y x

2

2

=
= -

м
н
о

,

.

Выразим из второго уравнения системы x = y + 2 и подста-
вим в первое, получим y 2 = y + 2, или y 2 — y — 2 = 0. Отсюда 
y1 = –1, y2 = 2, тогда x1 = 1, x2 = 4 (см. рис. 4.7).

Заметим, что если будем производить внешнее интегриро-
вание по x, то при xО[0, 1] переменная y будет меняться в пре-
делах от y x= -  до y x= , а при xО[1, 4] переменная y будет ме-
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няться в пределах от y = x — 2 до y x= . Таким образом, область 
интегрирования необходимо будет разбить на две части:

 I xy dxdy dx xy dy dx xy dy
D x

x

x

x

= = +
( ) - -
тт тт тт2 2

0

1
2

21

4

.

Рис. 4.7

Если же внешнее интегрирование производить по y, 
то "yО[–1, 2] переменная x будет меняться от x = y 2 до x = y + 2  
и не возникнет необходимость разбивать область интегриро-
вания на части. Поэтому выберем данный порядок интегри-
рования:

 I xy dxdy dy xy dx
D y

y

= =
( )

+

-
тт тт2 2

2

1

2

2

.

Вычислим внутренний интеграл (при фиксированном y)

xy dx
x

y
y

y
y

y
y

y y
y

y

y

y

y

2
2 2

2

2 2

2

2 2

2
4

3 2

2 22

2

2 2 2
2 2

+ +

т = Ч =
+( )

Ч -
( )

Ч = + + -
66

2
.

Затем вычислим внешний интеграл

       I y
y y

y
dy

y y y y
= + + -

ж

и
з

ц

ш
ч = + + -

ж

и
з

ц

ш
ч =

- -

т
4

3 2
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2 5 4 3 7

1
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2
2 2

2 10 2
2

3 14
77
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1.3. Замена переменных в двойном интеграле.  
Переход к полярным координатам

Пусть даны две замкнутые ограниченные области (S) в пло-
скости Oxy и (S ў) в плоскости Ouv, границы которых — простые 
кусочно-гладкие кривые (рис. 4.8).

Рис. 4.8

Пусть в области (S ў) дана система непрерывных функций 
с непрерывными частными производными первого порядка

 
x x u v

y y u v

= ( )
= ( )

м
н
п

оп

, ,

, ,
 (4.1)

которая каждой точке (u, v)О(S ў) ставит в соответствие един-
ственную точку (x, y)О(S), причем различным точкам (u, v) со-
ответствуют различные точки (x, y). Тогда система (4.1) одно-
значно разрешима относительно u и v:

 
u u x y

v v x y

= ( )
= ( )

м
н
п

оп

, ,

, ,
 (4.2)

т. е. установлено взаимно-однозначное соответствие между об-
ластями (S) и (S ў).
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Если якобиан

 J u v
D x y

D u v

x
u

x
v

y
u

y
v

,
,

,
( ) = ( )

( )
=

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

сохраняет постоянный знак в (S ў) за исключением, быть может, 
множества меры нуль, то справедлива формула

 f x y dxdy f x u v y u v J u v dudv
S S

, , , , , .( ) = ( ) ( )( ) ( )
( ) ў( )
тт тт

Заметим, что при таком отображении внутренним точкам об-
ласти (S ў) соответствуют внутренние точки области (S), а гра-
ничным — граничные.

Рассмотрим случай перехода к полярным координатам r и j 
по формулам x = r·cosj, y = r·sinj, r і 0, 0 Ј j < 2π (рис. 4.9).

Рис. 4.9

Якобиан замены равен

 J
D x y

D

x x

y y
r j

r j
r j

r j

j r j
j r j

r,
,

,

cos sin

sin cos
( ) = ( )

( )
=

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

=
-

= ..

Таким образом, при переходе к полярным координатам по-
лучаем
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 f x y dxdy f d d
S S

, cos , sin .( ) = ( )
( ) ў( )
тт тт r j r j r r j

Если область интегрирования (S ў) заключена между луча-
ми OA с уравнением j = α и OB с уравнением j = b и дуга-
ми A1B1 с уравнением r = r1(j) и AB с уравнением r = r2(j) 
(рис. 4.10), то справедлива формула

 f d d d f d
S

r j r j r r j j r j r j r r
r j

r j

a

b

cos , sin cos , sin( ) = ( )
ў( ) ( )

( )

тт т
1

2

тт .

Рис. 4.10

Пример 4. Вычислить двойной интеграл

 dxdy

x yD
2 2+( )

тт ,

где (D) — часть круга радиуса 1 с центром в точке (1, 0), распо-
ложенного в первом квадранте.

Решение
Построим область интегрирования (см. рис. 4.11).
Т. к. область интегрирования — часть круга и, кроме того, 

подынтегральная функция содержит выражение x y2 2+ , то бу-
дет рационально перейти к полярным координатам.

Уравнение границы круга — окружности — в декартовых ко-
ординатах имеет вид (x — 1) 2 + y 2 = 1. Запишем уравнение этой 
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окружности в полярных координатах, подставив x = r · cosj  
и y =  r · sinj, получим (r · cosj — 1) 2 + (r · sinj) 2 = 1, или  
r 2 = 2r · cosj, или, окончательно, r = 2cosj.

Рис. 4.11

Аналогично найдем выражение подынтегральной функции 
в полярных координатах

 1 1
2 2x y x

y
+

=
=
=
r j
r j

r
cos ,
sin

.

Область (D) ограничена лучами j = 0 и j = π/2. Проведем 
произвольный луч в секторе 0 Ј j Ј π/2 (рис. 4.11). Для точек об-
ласти (D), лежащих на этом луче, координата r меняется в пре-
делах от r = 0 (начало координат) до r = 2 cosj (окружность). 
С учетом того, что якобиан замены J (r, j) = r, получим

 dxdy

x y
d d

D
2 2

0

2

0

2 1

+
=

( )
тт тт j

r
r r

jp cos

.

Вычислим повторный интеграл, начиная с внутреннего,

 d d d dj r r j j j j
jp

j
p p

p

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2
2 2 2

cos
cos

cos sin .тт т т= ( ) = = =

(D)
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1.4. Приложения двойного интеграла

1. Объем цилиндрического бруса
Как уже было показано ранее, объем цилиндрического бру-

са, ограниченного сверху непрерывной поверхностью 
z f x y f x y= ( ) ( ) і( ), , 0 , с боков — цилиндрической поверхно-
стью с образующими, параллельными оси Oz, снизу — замкну-
той ограниченной областью (S) плоскости Oxy (см. рис. 4.1), 
равен двойному интегралу по области (S) от функции f (x, y):

 V f x y dxdy
S

= ( )
( )
тт , .

2. Площадь плоской фигуры
Заметим, что объем прямого цилиндра с основанием (D) 

в плоскости Oxy и ограниченного сверху плоскостью z = 1 ра-
вен произведению площади основания на высоту, т. е. V = SD·1, 
с другой стороны, объем равен двойному интегралу по обла-
сти (D) от функции f (x, y) ≡ 1, таким образом площадь плоской 
фигуры (D) равна
 S dxdyD

D

= тт .
( )

3. Масса плоской фигуры (D) с плотностью g (x, y)
Разобьем плоскую фигуру (D) произвольным образом на n 

элементарных частей с площадями DS k nk =( )1, . В каждой из эле-
ментарных частей выберем произвольно точку Pk (xk, yk) и вы-
числим в ней значение поверхностной плотности g (xk, yk). Бу-
дем считать, что элементарные части настолько малы, что 
плотность каждой из них постоянна и равна g (xk, yk). Тогда мас-
са k-й элементарной части приближенно равна Dmk »  
» g(xk, yk)·DSk, а масса фигуры приближенно равна

 m x y SD k k k
k

n

» ( ) Ч
=
еg , .D

1
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Переходя к пределу при l = ( )®max diam
k kSD 0, получим

 m x y dxdyD
D

= ( )тт g , .

4. Центр масс плоской фигуры (D) с плотностью g (x, y)
Из курса физики известно, что радиус-вектор центра масс 

системы n материальных точек равен

 r
m r

mm

k k
k

n

= =
е

1 ,

где mk — масса k-й точки системы; r  — радиус-вектор k-й точ-
ки системы.

Тогда координаты центра масс системы n материальных то-
чек определяются по формулам:

 x
m x

m
y

m y

m
z

m z

mm

k k
k

n

m

k k
k

n

m

k k
k

n

= = == = =
е е е

1 1 1, , .

В случае плоской фигуры (D) массой mD разобьем ее произ-
вольным образом на n элементарных частей с площадями 
DS k nk =( )1,  и массами Dmk » g(xk, yk)·DSk, где точка Pk(xk, yk) О (DSk). 
Таким образом, заменим плоскую фигуру системой из n мате-
риальных точек с массами Dmk и координатами (xk, yk). Тогда 
координаты центра масс плоской фигуры (D) приблизительно 
равны

 x
x x y S

m
y

y x y S

mm

k k k k
k

n

D
m

k k k k
k

n

D

»
Ч ( ) Ч

=
Ч ( ) Ч

= =
е еg g,

,
,

.
D D

1 1

Переходя к пределу при l = ( )®max diam
k kSD 0, получим

 x
m

x x y dxdy y
m

y x y dxdym
D

m
DD D

= Ч ( ) = Ч ( )тт тт
1 1

g g, , , ,
( ) ( )
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где
 m x y dxdyD

D

= ( )тт g , .
( )

5. Моменты инерции плоской фигуры
Из курса физики известно, что момент инерции системы ма-

териальных точек с массами mk относительно центра, оси или 
плоскости равен сумме произведений масс точек на квадрат 
расстояний rk от этих точек до центра, оси или плоскости со-
ответственно:
 J mk k

k

n

=
=
е r2

1

.

В случае плоской фигуры (D) массой mD разобьем ее произ-
вольным образом на n элементарных частей с площадями 
DS k nk =( )1,  и массами Dmk » g(xk, yk) · DSk, где точка Pk(xk, yk) О (DSk). 
Таким образом, заменим плоскую фигуру системой из n мате-
риальных точек с массами Dmk. Расстояние от k-й точки систе-
мы до оси Ox равно yk, до оси Oy — xk, до точки O (начала коор-
динат) — x y2 2+ .

Тогда осевые моменты инерции Jx, Jy — моменты инерции 
плоской фигуры (D) относительно оси Ox и оси Oy соответ-
ственно, а также центральный (полярный) момент JO — момент 
плоской фигуры (D) относительно начала координат прибли-
зительно равны

 J y x y S J x x y Sx k k k k
k

n

y k k k k
k

n

» Ч ( ) Ч » Ч ( ) Ч
= =
е е2

1

2

1

g g, , , ,D D

 J x y x y SO k k k k k
k

n

» +( ) Ч ( ) Ч
=
е 2 2

1

g , .D

Переходя к пределу при l = ( )®max diam
k kSD 0, получим

 J y x y dxdy J x x y dxdyx y
D D

= Ч ( ) = Ч ( )тт тт2 2g g, , , ,
( ) ( )
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 J x y x y dxdyO
D

= +( ) Ч ( )тт 2 2 g , .
( )

Помимо центрального и осевых моментов инерции в при-
кладных задачах рассматривается также центробежный момент 
инерции
 J xy x y dxdyxy

D

= Ч ( )тт g , .
( )

Пример 5. Найти массу плоской фигуры, ограниченной кри-
выми y = 0, y x=  и x + y = 2, если ее плотность g = y.

Решение
Масса плоской фигуры (D) вычисляется по формуле

 m x y dxdy ydxdyD
D D

= ( ) =тт ттg , .
( ) ( )

Построим область интегрирования (D) (рис. 4.12)

Рис. 4.12

Найдем координаты точки пересечения прямой x + y = 2 
и ветви параболы y x= :
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Сведем вычисление двойного интеграла к вычислению по-
вторного интеграла:

 

m ydxdy dy ydx yx dy

y y y dy y

D
D y

y

y

y
= = = =

= - -( ) =

тт тт т

т

-
-

2

2

2

0

1
2

0

1

2

0

1

2 2 -- -( ) =т y y dy2 3

0

1

 = - -
ж

и
з

ц

ш
ч = - - =y

y y2
3 4

0

1

3 4
1

1
3

1
4

5
12

.

Пример 6. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной 
линией
 x y xy2 2 2

2+( ) = .

Решение
Уравнение линии, ограничивающей плоскую фигуру (D), со-

держит выражение x 2 + y 2, поэтому перейдем к полярным ко-
ординатам r и j по формулам x = r · cos j и y = r · sin j. Получим

 r j r j r j r j r j jcos sin cos sin cos sin( ) + ( )( ) = Ч Ю = Ю
2 2 2

22 2

 Ю = Ю =r j r j2 2 2sin sin .

Построим эту линию в полярных координатах, при этом уч-
тем, что
 sin ,2 0 0 2 0 2j j p j pі Ю Ј Ј Ю Ј Ј

т. е. линия располагается в первом квадранте, а в силу перио-
дичности функции sin 2j с периодом π и в третьем квадранте, 
и симметрична относительно прямой j = π/4, т. е. фигура (D) 
состоит из двух равновеликих частей (Dў) (см. рис. 4.13).

Площадь плоской фигуры (D) вычисляем по формуле
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 S S dxdy d d dD D
D

= = = =
ж

и

з
з

ц

ш

ч
чў

ў
тт тт2 2 2 2

20

2

0

2 2

0

2

( )

sin sin

j r r
r

j
jp j

00

2p

т =

 = = - =т sin cos .2
1
2

2 1
0

2

0

2

j j j
p p

d

Рис. 4.13

Пример 7. Найти момент инерции однородного круга ради-
уса R относительно центра круга, если плотность g = 1.

Решение
Начало отсчета декартовой системы координат совместим 

с центром круга. Требуется найти центральный (полярный) 
момент инерции

 J x y dxdyO
D

= +( )тт 2 2

( )

.

Т. к. область интегрирования — круг и, кроме того, подын-
тегральная функция содержит выражение x 2 + y 2, то будет ра-
ционально перейти к полярным координатам, получим

 J d d d
R

d
R

O

R R

= Ч =
ж

и
з
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ш
ч
ч

= = =тт т тj r r r
r

j j j
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Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Изменить порядок интегрирования в следующих инте-
гралах:

а) dy f x y dx
y

y

, ;( )тт
3

2

0

1

 б) dx f x y dy
x

x

, ;( )
- -

-

-
тт
1

1

1

1

2

2

 

в) dy f x y dx
y y

y

, ;( )
-

тт
2

2

0

2

2

 г) dx f x y dy dx f x y dy
x

x

x

x

, , .( ) + ( )тт тт
2

0

1 2

1

2

3

2. Найти координаты центра масс квадратной пластины (D): 
0 Ј x Ј 2, 0 Ј y Ј 2, поверхностная плотность которой равна  
g = x + y.

3. Найти площадь фигуры, ограниченной линией r = 1 + cos j.
4. Найти момент инерции однородного (g = const) круга (D): 

x 2 + y 2 Ј x относительно оси Ox.
5. Найти момент инерции однородного круга радиуса R от-

носительно точки, лежащей на окружности.

2. Тройной интеграл

2.1. Понятие и свойства тройного интеграла

Рассмотрим задачу об определении массы тела.
Задача. Найти массу mV тела (V), в каждой точке P (x, y, z) ко-

торого известна объемная плотность g = g(P) = g(x, y, z).
Разобьем тело (V) произвольной сетью поверхностей на n 

элементарных частей (DVk) объемом DV k nk =( )1, ; в каждой эле-
ментарной части (DVk) выберем произвольно точку Pk(xk, hk, zk); 
будем считать, что в пределах (DVk) плотность постоянна и рав-
на g(xk, hk, zk). Тогда масса элементарной части (DVk) прибли-
женно равна g(xk, hk, zk) · DVk, а масса всего тела
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 m VV k k k
k

n

k» ( ) Ч
=
еg x h z, , .

1

D

Для того чтобы повысить точность этой формулы, будем 
увеличивать количество элементарных частей (DVk) так, чтобы 
диаметр максимальной из них стремился к нулю (под диаме-
тром будем понимать наименьший диаметр сферы, в которую 
можно вписать (DVk)); получим решение поставленной задачи:

 m V VV k k k
k

n

k k k= ( ) Ч = ( )
®

=
еlim , , , max diam

l
g x h z l

0
1

D D

или, в принятых для тройных интегралов обозначениях,

 m x y z dVV
V

= ( )
( )
ттт g , , .

Определение. Пусть функция f (x, y, z) определена и ограни-
чена в замкнутой ограниченной области (V). Тройным интегра‑
лом от функции f (x, y, z) по области (V) называется предел ин-
тегральной суммы

 f x y z f V V
V

k k k
k

n

k k k, , lim , , , max diam ,( ) = ( ) Ч = ( )
( )

®
=

ттт е
l

x h z l
0

1

D D

если этот предел существует, конечен и не зависит от способа 
разбиения на элементарные части (DVk) и способа выбора то-
чек Pk (xk, hk, zk); при этом функция f (x, y, z) называется инте‑
грируемой в области (V).

теорема. Если функция f (x, y, z) непрерывна в замкнутой 
ограниченной области (V) с кусочно-гладкой границей, то трой-
ной интеграл существует.

Если тройной интеграл вычисляют в прямоугольных коор-
динатах x, y, z, то полагают DVk = Dxk · Dyk · Dzk Ю dV = dxdydz 
и тройной интеграл записывают в виде

 f x y z dxdydz
V

, , .( )
( )
ттт
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Пусть функции f (x, y, z) и g (x, y, z) интегрируемы на замкну-
той ограниченной области (V). Тогда справедливы следующие 
свойства интегрируемых функций и тройных интегралов:

1. a af x y z dxdydz f x y z dxdydz
V V

, , , , ,( ) = ( )
( ) ( )
ттт ттт  

где α — константа.
2. f x y z g x y z dxdydz

V

, , , ,( ) ± ( )( ) =
( )
ттт

    
= ( ) ± ( )

( ) ( )
ттт тттf x y z dxdydz g x y z dxdydz

V V

, , , , .

3. f x y y dxdydz
V

, ,( ) =
( )
ттт

    
= ( ) + ( )

( ) ( )
ттт тттf x y z dxdydz f x y z dxdydz
V V

, , , , ,
1 2

где (V) = (V1) И (V2), причем (V1) и (V2) не имеют общих вну-
тренних точек.

4. Если в (V) справедливо неравенство f (x, y, z) ≥ g (x, y, z), то
     f x y z dxdydz g x y z dxdydz

V V

, , , , .( ) і ( )
( ) ( )
ттт ттт

5. f x y z dxdydz f x y z dxdydz
V V

, , , , .( ) Ј ( )
( ) ( )
ттт ттт

6. Если в (V) справедливо неравенство m Ј f (x, y, z) Ј M, то
     mV f x y z dxdydz MV

V

Ј ( ) Ј
( )
ттт , , ,

в частности,

     m
f x y z dxdydz

V
M

VЈ

( )
Ј( )

ттт , ,

.

Обозначим среднее значение через μ:

 m =

( )
( )
ттт f x y z dxdydz

V
V

, ,

,
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тогда
 f x y z dxdydz V m M

V

, , , .( ) = Ј Ј
( )
ттт m m

7. теорема о среднем: если функция f (x, y, z) непрерыв-
на на связном замкнутом ограниченном множестве (V), 
то $ (x, h, z)О(V) такая, что

 f x y z dxdydz f V
V

, , , , .( ) = ( ) Ч
( )
ттт x h z

2.2. Вычисление тройного интеграла

Вычисление тройного интеграла сводится к вычислению 
определенного и двойного интегралов.

Будем рассматривать область (V), правильную в направлении 
оси Oz, т. е. такую, что любая прямая, проходящая через вну-
треннюю точку области параллельно оси Oz, пересекает грани-
цу области в двух точках. Пусть область (V) ограничена сверху 
и снизу поверхностями z = z1(x, y) и z = z2(x, y) соответственно, 
а также цилиндрической поверхностью F(x, y) = 0 с образую-
щими, параллельными оси Oz (рис. 4.14).

Рис. 4.14

(V)
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(Dxy) — проекция (V) на плоскость Oxy. Функция f (x, y, z) 
непрерывна в области (V). Тогда справедлива формула

 f x y z dxdydz dxdy f x y z dz
V z x y

z x y

Dxy

, , , , .
,

,

( ) = ( )
( ) ( )

( )

( )
ттт ттт

1

2

Если при этом область (Dxy) — правильная в направлении 
оси Oy и определяется следующими неравенствами: a Ј x Ј b, 
y1(x) Ј y Ј y2(x), то тройной интеграл может быть вычислен 
по формуле

 f x y z dxdydz dx dy f x y z dz
V z x y

z x y

y x

y x

, , , ,
,

,

( ) = ( )
( ) ( )

( )

( )
ттт т

1

2

1

2 (( )

тт
a

b

.

Пример 1. Вычислить тройной интеграл

 I xyz dxdydz
V

=
( )
ттт ,

где область (V) ограничена поверхностями x + y + z = 1, x = 0, 
y = 0, z = 0.

Решение
Построим область интегрирования (см. рис. 4.15), ее грани-

цы: координатные плоскости Oyz (уравнение x = 0), Oxz (урав-
нение y = 0), Oxy  (уравнение z = 0) и плоскость x + y + z = 1, 
проходящая через точки A (1, 0, 0), B (0, 1, 0), C (0, 0, 1).

Область (V) правильная в направлении оси Oz и ограничена 
снизу плоскостью z = 0, а сверху плоскостью z = 1 — x — y. Про-
екция области (V) на плоскость Oxy — треугольник OAB, опре-
деляемый неравенствами: 0 Ј x Ј 1, 0 Ј y Ј 1 — x.

Тогда тройной интеграл равен

 I xyz dxdydz dx dy xyz dz
V

x yx

= =
( )

- --

ттт ттт
0

1

0

1

0

1

.

Последовательно вычисляем интегралы, начиная с внутрен-
него, причем при интегрировании по z переменные x и y фикси-
рованы, а при интегрировании по y фиксирована переменная x.
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Рис. 4.15

Внутренний интеграл равен
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затем следующий интеграл:
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и, наконец, искомый интеграл
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2.3. Замена переменных в тройном интеграле.  
Переход к цилиндрическим и сферическим координатам

Пусть даны две замкнутые ограниченные кубируемые обла-
сти: (V) пространства Oxyz и (V ў) пространства O ўuvw, границы 
которых — простые кусочно-гладкие поверхности. Пусть так-
же между этими областями установлено взаимно-однознач-
ное соответствие с помощью непрерывно дифференцируемых 
функций

 
x x u v w

y y u v w

z z u v w

= ( )
= ( )
= ( )

м

н
пп

о
п
п

, , ,

, , ,

, , ,

причем якобиан

 J u v w
D x y z

D u v w

x
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x
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, ,
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¶
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¶

¶
¶

¶
¶

¶¶
¶

z
w

не равен нулю и сохраняет постоянный знак в (V ў) за исключе-
нием, быть может, множества меры нуль. Тогда
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f x y z dxdydz

f x u v w y u v w z u v w J u v w

V

, ,

, , , , , , , , , ,

( ) =

= ( ) ( ) ( )( ) (
( )
ттт

))
ў( )

ттт dudvdw
V

.

Рассмотрим два частных случая:
1) переход к цилиндрическим координатам j, r и z по форму-

лам x = r · cosj, y = r · sinj, z = z, где r і 0, 0 Ј j < 2π, -Ґ < <Ґz  
(рис. 4.16, а).

Рис. 4.16

Якобиан замены
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=
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=

Таким образом, при переходе к цилиндрическим коорди-
натам получаем
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 f x y z dxdydz f z d d dz
V V

, , cos , sin , ;( ) = ( )
( ) ў( )
ттт ттт r j r j r r j

2) переход к сферическим координатам j, y и r по формулам 
x = r · cosj · siny, y = r · sinj · siny, z = r · cosy, где r і 0, 0 Ј y Јπ, 
0 Ј j < 2π (см. рис. 4.16, б).

Якобиан замены
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Таким образом, при переходе к сферическим координатам 
получаем

 

f x y z dxdydz

f d

V

, ,

cos sin , sin sin , cos sin

( ) =

= ( )
( )
ттт

r j y r j y r y r y r2 dd d
V

y j
ў( )

ттт .

Пример 2. Вычислить интеграл

 x y dxdydz
V

2 2+( )
( )
ттт ,

где область (V) ограничена поверхностями x 2 + y 2 = 2z, z = 2.
Решение
Построим область (V), ограниченную сверху плоскостью 

z = 2, снизу — параболоидом вращения z = (x 2 + y 2)/2 (рис. 4.17).
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Рис. 4.17

Найдем линию пересечения указанных поверхностей из си-
стемы уравнений

 x y z

z

x y

z

2 2 2 22

2

4

2

+ =
=

м
н
о

Ю
+ =
=

м
н
о

, ,

.

Это уравнение окружности радиуса 2 с центром в точ-
ке (0, 0, 2). Тогда проекция (Dxy) области интегрирования (V) 
на плоскость Oxy — круг радиуса 2 с центром в точке (0, 0). По-
этому целесообразно перейти к цилиндрическим координатам.

С учетом того, что в цилиндрических координатах

 x y

x

y

z z

2 2 2+ =
=
=
=

й

л

к
к
к

щ

ы

ъ
ъ
ъ
=

r j
r j r

cos ,

sin , ,

получаем, что уравнение параболоида имеет вид z = r 2/2,  
а подынтегральная функция равна r 2. Тогда область интегри-
рования в цилиндрических координатах задается неравенства-
ми 0 Ј j Ј 2π, 0 Ј r Ј 2, r 2/2 Ј z Ј 2 и интеграл равен

 I x y dxdydz d d dz d d dz
V V

= +( ) = =
( ) ў( )
ттт ттт тт2 2 2 3

2

2

0

2

0

2

2

r r r j j r r
r

p

тт .
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Последовательно вычисляем интегралы, начиная с внутрен-
него,

 r r r r
r

r
r

r r
r

3

2

2
3

2

2
3

2

2 3
2

3
5

2 2

2
2
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2

2
dz dz zт т= = Ч = -

ж

и
з

ц

ш
ч = - ,
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и
з

ц

ш
ч = -

ж
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з
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ш
ч =т d ,

 I d= = =т
8
3
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16
30

2
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2

j j
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.

Пример 3. Вычислить интеграл

 x y z dxdydz
V

2 2 2+ +
( )
ттт ,

где область (V) ограничена поверхностью x 2 + y 2 + z 2 = z.
Решение
Приведем уравнение поверхности к каноническому виду, 

выделив полный квадрат при переменной z:

x y z z x y z z x y z z2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

0
1
2

1
2

+ + = Ю + + - = Ю + + - + ж
и
з

ц
ш
ч = ж

и
з

ц
ш
ч Ю

 Ю + + -ж
и
з

ц
ш
ч =x y z2 2

2
1
2

1
4

.

Получили уравнение сферы с центром в точке (0, 0, 1/2) ра-
диуса 1/2 (см. рис. 4.18)

Перейдем к сферическим координатам. Тогда подынтеграль-
ная функция равна

 x y z

x

y

z

2 2 2+ + =
=
=
=

й

л

к
к
к

щ

ы

ъ
ъ
ъ
=

r j y
r j y
r y

r
cos sin ,

sin sin ,

cos

,

а уравнение сферы принимает вид

 r 2 = r · cosy Ю r = cosy.
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Рис. 4.18

Область интегрирования в сферических координатах зада-
ется неравенствами

 0 Ј j Ј 2π, 0 Ј y Ј π/2, 0 Ј r Ј cosy.

Тогда тройной интеграл равен
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d d d d d d
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Последовательно вычисляем интегралы, начиная с внутрен-

него,
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2.4. Приложения тройного интеграла

1. Масса тела с плотностью g(x, y, z).
Как уже было показано ранее, масса тела с объемной плот-

ностью g(x, y, z) равна

 m x y z dxdydzV
V

= ( )
( )
ттт g , , .

2. Объем тела.
Заметим, что масса однородного тела (V) с объемной плот-

ностью g = 1 численно равна объему этого тела. Таким обра-
зом, объем тела можно найти как тройной интеграл по (V) от 1:

 V dxdydz
V

=
( )
ттт .

3. Центр масс тела с плотностью g (x, y, z).
Координаты центра масс тела

 x
m

x x y z dxdydzm
V V

= Ч ( )
( )
ттт

1
g , , , y

m
y x y z dxdydzm

V V

= Ч ( )
( )
ттт

1
g , , ,

 z
m

z x y z dxdydzm
V V

= Ч ( )
( )
ттт

1
g , , ,

где
 m x y z dxdydzV

V

= ( )
( )
ттт g , , .

4. Моменты инерции тела.
Моменты инерции относительно координатных плоскостей:

 J z x y z dxdydzxy
V

= Ч ( )
( )
ттт 2 g , , , J x x y z dxdydzyz

V

= Ч ( )
( )
ттт 2 g , , ,

 J y x y z dxdydzxz
V

= Ч ( )
( )
ттт 2 g , , .

Осевые моменты инерции (моменты инерции относитель-
но координатных осей):
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 J y z x y z dxdydzx
V

= +( ) Ч ( )
( )
ттт 2 2 g , , , 

 J x z x y z dxdydzy
V

= +( ) Ч ( )
( )
ттт 2 2 g , , ,

 J x y x y z dxdydzz
V

= +( ) Ч ( )
( )
ттт 2 2 g , , .

Центральный или полярный момент инерции (момент инер-
ции относительно начала координат)
 J x y z x y z dxdydzO

V

= + +( ) Ч ( )
( )
ттт 2 2 2 g , , .

Центробежные моменты инерции:
 K xy x y z dxdydzxy

V

= Ч ( )
( )
ттт g , , , K xz x y z dxdydzxz

V

= Ч ( )
( )
ттт g , , ,

 K yz x y z dxdydzyz
V

= Ч ( )
( )
ттт g , , .

Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Вычислить объемы тел, ограниченных следующими по-
верхностями:

а) z = x + y, z = xy, x + y = 1, x = 0, y = 0;
б) z x y z x y= - - = +6 2 2 2 2, ;

в) x 2 + y 2 + z 2 = a 2, x 2 + y 2 + z 2 = b 2, x 2 + y 2 = z 2, (z і 0, 0 Ј a Ј b).
2. Вычислить массу тела с объемной плотностью g = 

= + +( )x y z2 2 2 3
, ограниченного поверхностью x 2 + y 2 + z 2 = R 2.

3. Найти координаты центра масс однородного тела, огра-
ниченного поверхностями x 2 + y 2 = 2z, x + y = z.

4. Найти центральный, осевые, центробежные моменты 
инерции и моменты инерции относительно координатных 
плоскостей однородного тела, ограниченного поверхностями  
z = x 2 + y 2, z = 4.



102

Глава 4. КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

3. Криволинейные интегралы

3.1. Криволинейный интеграл 1-го рода

Рассмотрим задачу об определении массы дуги кривой.
Задача. Пусть дана дуга непрерывной гладкой или кусочно-

гладкой (т. е. производная допускает конечное число точек раз-
рыва 1-го рода) кривой (l) с известной линейной плотностью 
g(x, y, z). Требуется определить массу дуги кривой. Для реше-
ния задачи воспользуемся уже неоднократно использованным 
ранее приемом: разобьем дугу кривой произвольным образом 
на n элементарных частей (Dlk) длинами Dlk; выберем произ-
вольно точки Pk(xk, yk, zk)О(Dlk), k n=1, , и вычислим значение 
плотности в указанных точках g(xk, yk, zk); масса элементарной 
части (Dlk) приблизительно равна g(xk, yk, zk)·Dlk, а масса всей 
дуги (l) приблизительно равна

 m x y z ll k k k
k

n

k» ( ) Ч
=
еg , , .

1

D

Перейдем к пределу при l = ®max
k klD 0, получим решение 

поставленной задачи:

 m x y z l x y z dll k k k
k

n

k
l

= ( ) Ч = ( )
®

= ( )
е тlim , , , , .

l
g g

0
1

D

Определение. Пусть функция f (x, y, z) задана вдоль дуги 
непрерывной простой спрямляемой кривой (l). Криволиней-
ный интеграл 1-го рода от функции f (x, y, z) вдоль дуги кри-
вой (l) равен

 f x y z dl f x y z l
l

k k k
k

n

k, , lim , , ,( ) = ( ) Ч
( )

®
=

т е
l 0

1

D

где l = max ,
k klD  если этот предел существует, конечен и не зави-

сит от способа разбиения на элементарные части (Dlk) и спосо-
ба выбора точек Pk (xk, yk, zk)О(Dlk), k n=1, .
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Если функция f (x, y, z) непрерывна, то она интегрируема 
вдоль дуги (l), т. е. криволинейный интеграл 1-го рода суще-
ствует.

Сформулируем свойства криволинейных интегралов 1-го рода.
1. a af x y z dl f x y z dl

l l

, , , , ,( ) = ( )
( ) ( )
т т  где α — константа.

2. f x y z g x y z dl f x y z dl g x y z dl
l l l

, , , , , , , , .( ) ± ( )( ) = ( ) ± ( )
( ) ( ) ( )
т т т

3. f x y z dl f x y z dl f x y z dl
l l l

, , , , , , ,( ) = ( ) + ( )
( ) ( ) ( )
т т т

1 2

где (l) = (l1) И (l2), причем (l1) и (l2) имеют не более двух общих 
точек.

4. Если на (l) справедливо неравенство f (x, y, z) і g (x, y, z), то
     f x y z dl g x y z dl

l l

, , , , .( ) і ( )
( ) ( )
т т

5. f x y z dl f x y z dl
l l

, , , , .( ) Ј ( )
( ) ( )
т т

6. Если на (l) справедливо неравенство m Ј f (x, y, z) Ј M, то
     ml f x y z dl Ml

l

Ј ( ) Ј
( )
т , , ,

в частности,

 m

f x y z dl

l
M

lЈ

( )
Ј( )

т , ,

.

Обозначим среднее значение через μ:

 m =

( )
( )
т f x y z dl

V
l

, ,

,

тогда
 f x y z dl l m M

l

, , , .( ) = Ј Ј
( )
т m m
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7. теорема о среднем: если функция f (x, y, z) непрерыв-
на на связном замкнутом ограниченном множестве (l), то 
$ (x, h, z)О(l) такая, что

 f x y z dl f l
l

, , , , .( ) = ( ) Ч
( )
т x h z

8. Криволинейный интеграл 1-го рода не зависит от направ‑
ления пути, т. е.

 f x y z dl f x y z dl
AB BA

, , , , .( ) = ( )
( ) ( )
т т

Вычисление криволинейного интеграла 1-го рода сводится 
к вычислению определенного интеграла:

а) пусть дуга (l) задана параметрическими уравнениями 
x = x(t), y = y(t), z = z(t) (a Ј t Ј b), где функции x(t), y(t), z(t) 
непрерывны вместе со своими производными. Тогда криволи-
нейный интеграл равен

  f x y z dl f x t y t z t x t y t
l

, , , ,( ) = ( ) ( ) ( )( ) ў( )йл щы + ў( )йл щы + ў
( )
т т

a

b
2 2

zz t dt( )йл щы
2

;

б) пусть плоская дуга (l) задана уравнением y = y(x), (a Ј x Ј b), 
где y(x) — непрерывная функция с непрерывной производной.

Тогда криволинейный интеграл равен

 f x y dl f x y x y x dx
l a

b

, , .( ) = ( )( ) + ў( )йл щы
( )
т т 1

2

Пример 1. Вычислить интеграл

 xz y dl
AB

1 4+( )
( )
т ,

где дуга (AB) — часть параболы y = x 2, z = 2 между точками 
A (1, 1, 2) и B (0, 0, 2).

Решение
Составим параметрические уравнения кривой и найдем про-

изводные первого порядка от компонент:



105

3. Криволинейные интегралы

 
x t

y t

z

x

y t

z

x y z

=

=
=

м

н
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Ю

ў =
ў =
ў =
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н
п
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Ю ў[ ] + ў[ ] + ў[ ] =
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,

,2 2 2 2

2

1

2

0

1++ 4 2t .

Точке A (1, 1, 2) соответствует значение параметра tA = 1, точ-
ке B (0, 0, 2) соответствует значение параметра tB = 1. Таким об-
разом при движении по дуге (AB) параметр меняется в следую-
щих пределах: 0 Ј t Ј 1.

Криволинейный интеграл равен

 xz y dl t t t dt t d t
AB

1 4 2 1 4 1 4
1
4

1 4 1 42 2

0

1
2 3 2 2

0

+( ) = Ч Ч +( ) + = +( ) +( )
( )
т т

11

т =

 = Ч +( ) = -( ) =1
4

2
5

1 4
1

10
5 1

2
5

2 5 2

0

1

t .

3.2. Приложения криволинейного интеграла 1-го рода

1. Масса дуги кривой с линейной плотностью g(x, y, z)
Как уже было показано ранее, масса дуги кривой (l) с линей-

ной плотностью g(x, y, z) равна

 m x y z dll
l

= ( )
( )
т g , , .

2. Длина дуги кривой
Заметим, что масса однородной дуги кривой (l) с линейной 

плотностью g = 1 численно равна длине этой дуги, таким обра-
зом длину дуги кривой можно найти как криволинейный ин-
теграл 1-го рода по (l) от 1:

 l dl
l

=
( )
т .

3. Центр масс дуги кривой с плотностью g(x, y, z)
Координаты центра масс дуги кривой (l):
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x
m

x x y z dl y
m

y x y z dl

z
m

z x y

m
l l

m
l l

m
l

= Ч ( ) = Ч ( )

= Ч

( ) ( )
т т

1 1

1

g g

g

, , , , , ,

, ,, ,z dl
l

( )
( )
т

где
 m x y z dll

l

= ( )
( )
т g , , .

4. Моменты инерции дуги кривой
Моменты инерции относительно координатных плоскостей:

 

J z x y z dl J x x y z dl

J y x y z

xy
l

yz
l

xz

= Ч ( ) = Ч ( )

= Ч (
( ) ( )
т т2 2

2

g g

g

, , , , , ,

, , ))
( )
т dl
l

.

Осевые моменты инерции (моменты инерции относитель-
но координатных осей):

 

J y z x y z dl J x z x y z dl

J x

x
l

y
l

z

= +( ) Ч ( ) = +( ) Ч ( )

= +

( ) ( )
т т2 2 2 2

2

g g, , , , , ,

yy x y z dl
l

2( ) Ч ( )
( )
т g , , .

Центральный или полярный момент инерции (момент инер-
ции относительно начала координат)

 J x y z x y z dlO
l

= + +( ) Ч ( )
( )
т 2 2 2 g , , .

Центробежные моменты инерции:

 

K xy x y z dl K yz x y z dl

K xz x y z

xy
l

yz
l

xz

= Ч ( ) = Ч ( )

= Ч (
( ) ( )
т тg g

g

, , , , , ,

, , ))
( )
т dl
l

.
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Пример 2. Вычислить длину одного витка винтовой линии
x = R · cost, y = R · sint, z = ht.
Решение
Данные параметрические уравнения описывают первый ви-

ток винтовой линии при изменении параметра 0 Ј t Ј 2π.
Выполним необходимые промежуточные вычисления:

 
x R t

y R t

z ht

x R t

y R t

z h

x

=
=
=

м

н
п

о
п

Ю

ў = -
ў =
ў =

м

н
п

о
п

Ю ў[
cos ,

sin ,

sin ,

cos , ]] + ў[ ] + ў[ ] = +
2 2 2 2 2y z R h .

Длина витка равна

 l dl R h dt R h t R h
l

= = + = + Ч = +
( )
т т 2 2

0

2
2 2

0

2
2 22

p p

p .

Пример 3. Вычислить длину дуги плоской кривой, заданной 
на плоскости Oxy в полярных координатах.

Решение
Пусть на плоскости Oxy дана плоская кривая. В полярных 

координатах она задается системой

 
x

y

z

= ( ) Ч
= ( ) Ч
=

м

н
пп

о
п
п

r j j

r j j

cos ,

sin ,

.0

Будем рассматривать эти уравнения как параметрические 
с параметром j, где a Ј j Ј b.

Выполним необходимые промежуточные вычисления:

 

ў = ў( ) Ч - ( ) Ч
ў = ў( ) Ч + ( ) Ч
ў =

м

н
пп
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п
п

x

y

z

r j j r j j

r j j r j j

cos sin ,

sin cos

0

ЮЮ ў[ ] + ў[ ] + ў[ ] =

= ў( )( ) + ( )( )

x y z
2 2 2

2 2
r j r j .
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Тогда длина линии в полярных координатах равна

 l d= ў( )( ) + ( )( )т r j r j j
a

b
2 2

.

Пример 4. Вычислить полярный момент инерции дуги кри-
вой x = 2t, y = lnt, z = t 2 при 1 Ј t Ј 2, если линейная плотность 
равна g = (x 2 + y 2 +z 2)–1.

Решение
Воспользуемся формулой

 J x y z x y z dlO
l

= + +( ) Ч ( )
( )
т 2 2 2 g , , .

Выполним необходимые промежуточные вычисления:
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и подставим в интеграл, получим

 J t
t

dt t tO = +ж
и
з

ц
ш
ч = + = +т 2

1
3 2

1

2
2

1

2
( ln ) ln .

3.3. Криволинейный интеграл 2-го рода

Важную роль в прикладных задачах физики и механики 
играет криволинейный интеграл 2-го рода. Рассмотрим зада-
чу об определении работы силы вдоль кривой.

Задача. Найти работу силы F  вдоль кривой (l).
Будем считать, что сила стационарная, т. е. является функци-

ей координат точки приложения силы и не зависит от времени:
 F x y z F x y z i F x y z j F x y z kx y z, , , , , , , , ,( ) = ( ) + ( ) + ( )

а кривая (l) — кусочно-гладкая.
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Как известно из курса физики, работа постоянной силы F  
вдоль прямой равна произведению проекции силы на направ-
ление движения на величину совершенного перемещения 
(путь) s: AF = Fs cos (F, s) или скалярному произведению векто-
ра силы F  на вектор перемещения s : A F sF = Ч .

Для вычисления работы переменной силы вдоль кривой ра-
зобьем дугу кривой (l) произвольным образом на n элементар-
ных частей (Dlk); выберем произвольно точки Pk(xk, yk, zk)О(Dlk), 
k n=1, , и вычислим в указанных точках компоненты вектора 
силы. Будем полагать, что элементарные части настолько малы, 
что сила F  постоянна на данном участке и равна F x y zk k k, ,( ), 
а сами участки прямолинейны и характеризуются элементар-
ным перемещением drk .

Тогда элементарная работа силы F x y zk k k, ,( ) на перемеще-
нии drk  равна dA F x y z drk k k k= ( ) Ч, , , а работа силы вдоль всего 
пути приблизительно равна

 A A F x y z drF k
k

n

k k k k
k

n

» = ( ) Ч
= =
е еd

1 1

, , .

Перейдем к пределу при l = ®max ,
k kdr 0  получим решение 

поставленной задачи:

 A F x y z dr F x y z drF k k k k
k

n

l

= ( ) Ч = ( ) =
®

= ( )
е тlim , , , ,

l 0
1

 = ( ) + ( ) + ( )
( )
т F x y z dx F x y z dy F x y z dzx y z
l

, , , , , , ,

где dr dxi dyj dzk= + + .

Введем понятие криволинейного интеграла 2-го рода в об-
щем случае.

Определение. Пусть вдоль дуги кусочно-гладкой незамкну-
той кривой (AB) заданы функции P(x, y, z), Q(x, y, z), и R(x, y, z). 
Разобьем произвольным образом дугу (AB) точками Ak(xk, yk, zk) 
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на n элементарных частей Ak Ak+1, k n= -1 1, . Выберем произволь-
но на дугах Ak Ak+1 точки Mk (xk, hk, zk) и вычислим в них значе-
ния функций P (xk, hk, zk), Q (xk, hk, zk) и R (xk, hk, zk). Найдем 
длины проекций элементарных дуг Ak Ak+1 на оси Ох, Оу и Oz: 
Dxk = xk+1 — xk, Dyk = yk+1 — yk, Dzk = zk+1 — zk. Если существуют 
конечные пределы следующих интегральных сумм:

    P x Q y R zk k k k
k

n

k k k k
k

n

k k k k
k

x h z x h z x h z, , , , , , , ,( ) ЧD ( ) ЧD ( ) ЧD
= =
е е

1 1 ==
е

1

n

при l = ®+max
k k kA A 1 0 и эти пределы не зависят от способа раз-

биения дуги (AB) на элементарные части и способа выбора то-
чек Mk (xk, hk, zk), то их сумма называется криволинейным инте‑
гралом 2‑го рода и обозначается

 

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz

P x y z dx Q x

AB

AB

, , , , , ,

, , ,

( ) + ( ) + ( ) =

= ( ) +

( )
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т

т yy z dy R x y z dz
AB AB

, , , ,( ) + ( )
( ) ( )
т т

где
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т е
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1

0

Q y

R x y z dz R
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k k zzk k
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z( ) ЧD
=
е

1

.

Заметим, что криволинейный интеграл 2-го рода меняет знак 
при изменении направления движения вдоль дуги, т. е.

 

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz

P x y z dx Q x y z

AB

, , , , , ,

, , , ,

( ) + ( ) + ( ) =

= - ( ) + (
( )
т

)) + ( )
( )
т dy R x y z dz

BA

, , .
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Простейшие свойства определенного интеграла переносят-
ся на криволинейный интеграл 2-го рода.

Пусть гладкая кривая (l) = (AB) задана параметрическими 
уравнениями x = x(t), y = y(t), z = z(t), (tA Ј t Ј tB) и функции 
P(x, y, z), Q(x, y, z) и R(x, y, z) непрерывны в точках этой кри-
вой, пробегаемой в направлении возрастания параметра t, тогда

 

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz

P x t y t z t

AB

, , , , , ,

, ,

( ) + ( ) + ( ) =

= ( ) ( ) ( )( ) Ч ў

( )
т

xx t

Q x t y t z t y t R x t y t z t z

t

t

A

B

( ) +йл

+ ( ) ( ) ( )( ) Ч ў( ) + ( ) ( ) ( )( ) Ч ў

т

, , , , tt dt( )щы .

Указанная формула справедлива и в случае замкнутой кривой 
(контура). При этом, если направление обхода контура не ука-
зано, то подразумевается обход в положительном направлении, 
т. е. против часовой стрелки (в этом случае ближайшая часть об-
ласти, ограниченной контуром, остается слева).

Пример 5. Вычислить криволинейный интеграл

 y dx x dy
l

2 2+
( )
т ,

где (l) — верхняя половина эллипса x = a cost, y = b sint, пробе-
гаемая по часовой стрелке.

Решение
Найдем производные по t от параметрических уравнений 

кривой:

 
x a t

y b t

x a t

y b t

=
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м
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cos ,

sin

sin ,

cos .

При движении по часовой стрелке по верхней части эллипса 
параметр t (полярный угол) меняется от p до 0. Получаем
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y dx x dy b t a t a t b t dt
l
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Пример 6. Вычислить криволинейный интеграл

 y dx z dy x dz
l

2 2 2+ +
( )
т ,

где (l) — часть кривой Вивиани x 2 + y 2 + z 2 = a 2, x 2 + y 2 =  
= ax (z і 0, a > 0), пробегаемая против часовой стрелки, если 
смотреть с положительной части (x > a) оси Ох.

Решение
Заданная кривая — это линия пересечения сферы x 2 + y 2 +  

+ z 2 = a 2 радиуса а с центром в начале координат и кругового 
цилиндра x 2 + y 2 = ax радиуса а/2, образующая которого прохо-
дит через центр сферы, а ось симметрии — через точку (а/2, 0, 0) 
параллельно оси Oz (рис. 4.19).

Рис. 4.19
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Запишем параметрические уравнения кривой и найдем про-
изводные по t:
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При движении против часовой стрелки параметр t меняет-
ся от 0 до 2p.

Получаем
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Сформулируем условия независимости криволинейного инте-
грала от пути: если подынтегральное выражение P(x, y, z)dx +  
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+ Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz представляет собой полный диф-
ференциал некоторой однозначной функции U(x, y, z), т. е.  
dU(x, y, z) = P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz, то интеграл 
не зависит от пути интегрирования и справедлива формула

 P x y z dx Q x y z dy R x y z dz U B U A
AB

, , , , , , ,( ) + ( ) + ( ) = ( ) - ( )
( )
т

интеграл по замкнутому контуру в этом случае равен нулю:

 P x y z dx Q x y z dy R x y z dz
l

, , , , , , .( ) + ( ) + ( ) =
( )
т 0

Если дуга (AB) целиком содержится внутри некоторой од-
носвязной области (D); функции P(x, y, z), Q(x, y, z) и R(x, y, z) 
непрерывны вместе со своими частными производными пер-
вого порядка в области (D), то необходимым и достаточным ус-
ловием существования функции U(x, y, z) является тождествен-
ное выполнение в области (D) равенств:

 ¶
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В этом случае для нахождения функции U(x, y, z) достаточ-
но вычислить криволинейный интеграл 2-го рода вдоль лома-
ной M0M, где M0(x0, y0, z0) — фиксированная точка, M(x, y, z) — 
переменная точка, а отрезки ломаной M0M1, M1M2, M2M 
параллельны координатным осям Ox, Oy и Oz соответствен-
но (см. рис. 4.20).

При интегрировании вдоль M0M1 имеем y = y0, z = z0, dy = 0, 
dz = 0; при интегрировании вдоль M1M2 будет x = x(const), z = z0, 
dx = 0, dz = 0; и, наконец, вдоль M2M получим x = x(const), 
y = y(const), dx = 0, dy = 0. Тогда функция U(x, y, z) может быть 
определена с точностью до константы по формуле

   U x y z P x y z dx Q x y z dy R x y z dz C
x

x

y

y

z

z

, , , , , , , ,( ) = ( ) + ( ) + ( ) +т т т0 0 0

0 0 0

..
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Рис. 4.20

Пример 7. Найти первообразную функцию U(x, y, z), если
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Решение
Убедимся, что выполняются необходимые и достаточные ус-

ловия существования функции U(x, y, z).
В нашем случае
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Условия выполняются. Найдем первообразную функцию. 
В качестве начальной точки возьмем точку M0 (0, 1, 1), тогда
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Выполним проверку — вычислим частные производные пер-
вого порядка от найденной функции U(x, y, z):
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3.4. Формула Грина

Пусть дана односвязная область (S), ограниченная замкну-
тым простым кусочно-гладким контуром (l). Если функции 
P(x, y) и Q(x, y) непрерывны вместе со своими частными про-
изводными первого порядка ў ( )P x yy ,  и ў ( )Q x yx ,  в области (S) 
и на ее границе (l), то справедлива формула Грина
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Q
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где обход контура (l) осуществляется таким образом, что об-
ласть (S) остается слева.
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Пример 8. Вычислить интеграл

 x y dx x y dy
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Решение
Т .  к .  P x y x y, ,( ) = +  Q x y x y, ,( ) = - -( )  ў ( ) =P x yy , 1 

и ў ( ) = -Q x yx , 1 — непрерывные функции, то воспользуемся фор-
мулой Грина, где (S) — область, ограниченная эллипсом; эл-
липс обходим против часовой стрелки. Получим
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ab d d ab

Если P x y y, ,( ) = -  Q x y, ,( ) = 0  то, согласно формуле Грина, 
получим
 - = =

( ) ( )
т ттydx dxdy S
l S


.

Если P x y, ,( ) = 0  Q x y x, ,( ) =  то

 xdy dxdy S
l S( ) ( )
т тт= =


.

И, наконец, если P x y y, ,( ) = -
1
2

 Q x y x, ,( ) = 1
2

 то

 - + = =
( ) ( )
т тт

1
2

1
2

ydx xdy dxdy S
l S


.

Таким образом, с помощью криволинейного интеграла 2-го 
рода можно вычислить площадь плоской области (S), ограни-
ченной простым кусочно-гладким контуром:
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 S xdy ydx xdy ydx
l l l

= = - = -
( ) ( ) ( )
т т т  

1
2

.

Пример 9. Вычислить площадь плоской фигуры, ограничен-
ной эллипсом

 x
a

y
b

2

2

2

2
1+ = .

Решение

S xdy
l x a t y b t t

dy b tdt
a

l

= =
( ) = = Ј Ј

=

й

л
к

щ

ы
ъ =

( )
т

: cos , sin , ;

cos
co

0 2p
ss cos

cos
cos

si

t b tdt

ab tdt ab
t

dt ab t

Ч =

= =
+

= +

т

т т

0

2

2

0

2

0

2 1 2
2

1
2

1
4

p

p p

nn .2
0

2

t abж
и
з

ц
ш
ч =

p

p

Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Вычислить следующие криволинейные интегралы 1-го 
рода:

а) dl

x yl
2 2 4+ +( )

т , где (l) — отрезок прямой, соединяющей точ-

ки О(0, 0) и А(1, 2);
б) x y dl

l

2 +( )
( )
т , где (l) — контур треугольника с вершинами 

О(0, 0), А(–2, 0) и В(0, 2);
в) zdl

l( )
т , где (l) — дуга кривой x 2 + y 2 = z 2, y 2 = ax от точки 

О (0, 0, 0) до точки A a a a( , , ).2

2. Найти массу дуги кривой x t y t z
t

t= = = Ј Ј( )8 4
8
3

0 12
3

, , , 

плотность которой равна g =
y

2
.
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3. Вычислить координаты центра тяжести однородной дуги 
циклоиды
 x a t t y a t t= -( ) = -( ) Ј Ј( )sin , cos .1 0 p

4. Вычислить следующие криволинейные интегралы 2-го 
рода:

а) x xy dx xy y dy
AB

2 22 2-( ) + +( )
( )
т , где (AB) — дуга параболы 

y = x 2 от точки A(2, 4) до точки B(1, 1);
б) ydx zdy xdz

l

+ +
( )
т , где (l) — виток винтовой линии x = R·cost, 

y = R·sint, z = ht (0 Ј t Ј 2p), пробегаемой в направлении убыва-
ния параметра;

в) y z dx z x dy x y dz
l

-( ) + -( ) + -( )
( )
т , где (l) — окружность  

x 2 + y 2 + z 2 = a 2, y = x tga (0 < a < p), пробегаемая по ходу часовой 
стрелки, если смотреть с положительной части (x > 0) оси Ох.

5. Найти первообразную функцию U (x, y, z), если

 dU
z

x y
dx

x
y z

dy
y
z x

dz= -
ж

и
з

ц

ш
ч + -

ж

и
з

ц

ш
ч + -ж

и
з

ц
ш
ч2 2 2

1 1 1
.

6. Применяя формулу Грина, вычислить интеграл

 - +
( )
т x ydx xy dy
l

2 2


,

где (l) — окружность x y R2 2 2+ = , пробегаемая по ходу часовой 
стрелки.

7. С помощью криволинейного интеграла вычислить пло-

щадь плоской фигуры, ограниченной астроидой x y a
2
3

2
3

2
3+ = .
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4. Поверхностные интегралы

4.1. Поверхностный интеграл 1-го рода

Поверхностные интегралы 1-го рода являются обобще-
нием двойных интегралов на случай двусторонней кусоч-
но-гладкой поверхности (S), ограниченной кусочно-глад-
ким контуром.

Пусть функция f x y z, ,( ) определена в точках двусторонней 
кусочно-гладкой поверхности (S), ограниченной кусочно-глад-
ким контуром. Разобьем поверхность (S) произвольной сетью 
кривых на n элементарных частей (DSk) площадью DS k nk =( )1, ; 
в каждой элементарной части (DSk) выберем произвольно точ-
ку Pk k k kx h z, ,( ) и вычислим значение функции в этой точке 
f k k kx h z, , .( )  Cоставим интегральную сумму: 

 s x h zn k k k
k

n

kf S= ( ) Ч
=
е , , .

1

D

Определение. Поверхностным интегралом 1‑го рода называ-
ется

 f x y z dS f S S
S

k k k
k

n

k k k, , lim , , , max diam( ) = ( ) Ч = ( )
( )

®
=

тт е
l

x h z l
0

1

D D ,,

если этот предел существует, конечен и не зависит от способа 
разбиения на элементарные части (DSk) и способа выбора то-
чек Pk k k kx h z, , .( )

Вычисляют поверхностный интеграл 1-го рода сведением 
к двойному интегралу: если функция f x y z, ,( ) определена 
и непрерывна в точках кусочно-гладкой двусторонней поверх-
ности (S)

 x x u v y y u v z z u v u v= ( ) = ( ) = ( ) ( )О( ), , , , , , ,W
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то
 f x y z dS f x u v y u v z u v EG F dudv

S

, , , , , , , ,( ) = ( ) ( ) ( )( ) -
( )
тт тт 2

W

где

 E
x
u

y
u

z
u

=
¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч +

¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч +

¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч

2 2 2

,

 G
x
v

y
v

z
v

=
¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч +

¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч +

¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч

2 2 2

,

 F
x
u

x
v

y
u

y
v

z
u

z
v

=
¶
¶

Ч
¶
¶

+
¶
¶

Ч
¶
¶

+
¶
¶

Ч
¶
¶

.

В частности, если поверхность (S) однозначно проецирует-
ся на координатную плоскость Оху и ее уравнение имеет вид 
z z x y x y xy= ( ) ( )О( ), , ,s  где z x y,( ) — однозначная непрерывно 
дифференцируемая функция, sxy — проекция поверхности (S) 
на плоскость Оху, то

 f x y z dS f x y z x y
z
x

z
y

dxdy
S

, , , , ,( ) = ( )( ) +
¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч +

¶
¶

ж

и
з

ц

ш
ч

( )
тт 1

2 2

ssxy

тт .

Поверхностный интеграл 1-го рода не зависит от выбора сто‑
роны поверхности.

Пример. 1. Вычислить поверхностный интеграл 1-го рода

 x y dS
S

2 2+( )
( )
тт ,

где (S) — сфера x y z a2 2 2 2+ + = .

Решение
Для решения задачи разобьем сферу на верхнюю (S1) и ниж-

нюю (S2) полусферы, которые задаются однозначными непре-
рывно дифференцируемыми функциями z a x y= - -2 2 2  
и z a x y= - - -2 2 2  соответственно (см. рис. 4.21).
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Рис. 4.21

Тогда

 x y dS x y dS x y dS
S S

I

S

I

2 2 2 2 2 2

1

1

2

2

+( ) = +( ) + +( )
( ) ( ) ( )
тт тт тт

� ��� ��� � ���� ���
.

Вычислим I1. Уравнение поверхности z a x y= - -2 2 2 . Тогда

 ¶
¶

=
-

- -

z
x

x

a x y2 2 2
, ¶

¶
=

-

- -

z
y

y

a x y2 2 2
, 

 1
2 2

2 2 2
+

¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч +

¶
¶

ж

и
з

ц

ш
ч =

- -

z
x

z
y

a

a x y
.

Получим

 I x y dS a
x y

a x y
dxdy

S xy

1
2 2

2 2

2 2 2
1

= +( ) =
+( )

- -( )
тт тт

s

,

где sxy — круг x y a2 2 2+ Ј .

Для вычисления двойного интеграла перейдем в полярную 
систему координат
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I a
x y

a x y
dxdy

x y

a
xy

1

2 2

2 2 2
0 2 0=

+( )
- -

=
= =
Ј Ј Ј Јтт

s

r j r j
j p r

cos , sin ,

, ,

JJ

a d
a

d
a

=

й

л

к
к
к

щ

ы

ъ
ъ
ъ
=

=
-

тт

r

j
r

r
r r

p 2

2 2
00

2

.

Вычислим внутренний интеграл:

 

r

r
r r

r

r
r

r
r

2

2 2
0

2 2 2

2 2

2 2

0

2 2
2

2 2

1
2

1
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a a
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a
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a
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=
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-
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-
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т т
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ш
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ч

-( ) =

= -( ) - -
ж
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з
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ш
ч = - +

т d a

a a a

a
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2 2

0

2 2
3
2 2 2 2

0

1
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2
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2
1
2

2
3

r

r r 22
2
3

3 3ж
и
з

ц
ш
ч =a a .

Тогда

 I a d a1
4

0

2
42

3
4
3

= =т j
pp

.

Аналогично найдем интеграл I2 по нижней полусфере 
z a x y= - - -2 2 2 .

Получим

 I a d a2
4

0

2
42

3
4
3

= =т j
pp

.

Тогда искомый интеграл равен

 x y dS I I a
S

2 2
1 2

48
3

+( ) = + =
( )
тт

p
.
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4.2. Приложения поверхностного интеграла 1-го рода

1. Масса поверхности (S) с поверхностной плотностью 
g(x, y, z)
 M x y z dS

S

= ( )
( )
тт g , , .

2. Площадь поверхности (S)
 S dS

S

=
( )
тт .

В частности, если поверхность (S) однозначно проецирует-
ся на координатную плоскость Оху и ее уравнение имеет вид 
z z x y x y xy= ( ) ( )О( ), , ,s  где z x y,( ) — однозначная непрерывно 
дифференцируемая функция, sxy — проекция поверхности (S) 
на плоскость Оху, то

 S
z
x

z
y

dxdy
xy

= +
¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч +

¶
¶

ж

и
з

ц

ш
чтт 1

2 2

s

.

3. Центр масс поверхности (S) с поверхностной плотностью 
g(x, y, z)

 

x
M

x x y z dS y
M

y x y z dS

z
M

z x y

m
S

m
S

m

= Ч ( ) = Ч ( )

= Ч

( ) ( )
тт тт

1 1

1

g g

g

, , , , , ,

, , zz dS
S

( )
( )
тт ,

где
 M x y z dS

S

= ( )
( )
тт g , , .

4. Моменты инерции поверхности (S)
Моменты инерции относительно координатных плоскостей:

 J z x y z dSxy
S

= Ч ( )
( )
тт 2 g , , , J x x y z dSyz

S

= Ч ( )
( )
тт 2 g , , ,

 J y x y z dSxz
S

= Ч ( )
( )
тт 2 g , , .
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Осевые моменты инерции (моменты инерции относитель-
но координатных осей):

 J y z x y z dSx
S

= +( ) Ч ( )
( )
тт 2 2 g , , , J x z x y z dSy

S

= +( ) Ч ( )
( )
тт 2 2 g , , ,

 J x y x y z dSz
S

= +( ) Ч ( )
( )
тт 2 2 g , , .

Центральный или полярный момент инерции (момент инер-
ции относительно начала координат)

 J x y z x y z dSO
S

= + +( ) Ч ( )
( )
тт 2 2 2 g , , .

Центробежные моменты инерции:

 K xy x y z dSxy
S

= Ч ( )
( )
тт g , , , K xz x y z dSxz

S

= Ч ( )
( )
тт g , , ,

 K yz x y z dSyz
S

= Ч ( )
( )
тт g , , .

Пример 2. Найти координаты центра тяжести однородной 
параболической оболочки az x y z a= + Ј Ј( )2 2 0 .

Решение
Т. к. ось материальной симметрии оболочки совпадает с осью 

Oz, то центр тяжести располагается на оси Oz, следовательно, 
xm = 0, ym = 0 и требуется найти только одну координату — zm.

Уравнение поверхности z x y
a

=
+2 2

. Выполним промежуточ-

ные вычисления:

 ¶
¶

=
¶
¶

= +
¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч +

¶
¶

ж

и
з

ц

ш
ч =

+ +( )z
x

x
a

z
y

y
a

z
x

z
y

a x y

a
2 2

1
42 2 2 2 2

, , .

Вычислим массу поверхности. Запишем соответствующий 
двойной интеграл по проекции поверхности на плоскость Oxy 
и, т. к. эта проекция — круг x y a2 2 2+ Ј , то перейдем к полярной 
системе координат:
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M dS
a x y
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Перейдем к вычислению координаты центра масс.
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r
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.

И, подставив найденную ранее величину массы, получим

 z am =
+

-( )
25 5 1

10 5 5 1
.
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4.3. Поверхностный интеграл 2-го рода

Пусть дана кусочно-гладкая двусторонняя поверхность (S), 
ограниченная простым кусочно-гладким контуром (l). Зафик-
сируем сторону поверхности: сторона поверхности S+ (верхняя 
сторона поверхности) характеризуется вектором нормали 
n n n nx y z={ }, ,  (обход контура (l) осуществляется против часовой 
стрелки, если смотреть с конца вектора нормали).

Пусть в точках поверхности (S) заданы функции P(x, y, z), 
Q(x, y, z) и R(x, y, z). Разобьем произвольным образом поверх-
ность (S) сетью кусочно-гладких кривых на n элементарных ча-
стей (Sk); в каждой элементарной части (Sk) выберем произволь-
но точку Mk k k kx h z, , .( )  Вычислим значение функций в этой 
точке P Q Rk k k k k k k k kx h z x h z x h z, , , , , , , ,( ) ( ) ( ) и умножим их 
на площади s s syz zx xyk k k

, ,  проекции элементарной части (Sk) 
на координатные плоскости Oyz, Oxz, Oxy соответственно 
(рис. 4.22). Заметим, что т. к. поверхность (S) ориентирована, 
то проекции имеют знак: положительный для верхней сторо-
ны поверхности и отрицательный для нижней.

Рис. 4.22
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Если существуют конечные пределы следующих интеграль-
ных сумм:

    P Q Rk k k yz
k

n

k k k zx
k

n

k k k xk k
x h z s x h z s x h z s, , , , , , , ,( ) Ч ( ) Ч ( ) Ч

= =
е е

1 1
yy

k

n

k
=
е

1

при l = ( )®max diam
k kS 0 и эти пределы не зависят от способа 

разбиения поверхности (S) на элементарные части и способа 
выбора точек Mk k k kx h z, , ,( )  то их сумма называется поверхност‑
ным интегралом 2‑го рода и обозначается

 

P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdy

P x y z dydz

S

, , , , , ,

, ,

( ) + ( ) + ( ) =

= ( )

+( )
тт

SS S S

Q x y z dzdx R x y z dxdy
+ + +( ) ( ) ( )
тт тт тт+ ( ) + ( ), , , , .

Заметим, что поверхностный интеграл 2-го рода меняет знак 
при выборе другой стороны поверхности, т. е.

 

P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdy

P x y z dyd

S

, , , , , ,

, ,

( ) + ( ) + ( ) =

= - ( )

+( )
тт

zz Q x y z dzdx R x y z dxdy
S

+ ( ) + ( )
-( )
тт , , , , .

Вычисление поверхностного интеграла 2-го рода сводится 
к вычислению поверхностного интеграла 1-го рода:

 

P x y z dydz Q x y z dzdx R x y z dxdy

P x y z

S

, , , , , ,

, , cos

( ) + ( ) + ( ) =

= ( ) Ч

+( )
тт

aa b g+ ( ) Ч + ( ) Ч( )
( )
тт Q x y z R x y z dS
S

, , cos , , cos ,

где cos , cos , cosa b g — направляющие косинусы вектора норма-
ли n.

Если даны параметрические уравнения поверхности (S)
 x x u v y y u v z z u v u v= ( ) = ( ) = ( ) ( )О( ), , , , , , ,W
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то

 

cos , cos ,

cos ,

a b

g

=
± + +

=
± + +

=
± + +

A

A B C

B

A B C
C

A B C

2 2 2 2 2 2

2 2 2

где

 A
y z

u v
B

z x

u v
C

x y

u v
=
¶ ( )
¶ ( )

=
¶ ( )
¶ ( )

=
¶ ( )
¶ ( )

,

,
,

,

,
,

,

,
,

а знак согласуется со стороной поверхности.
Если поверхность (S) задана в неявном виде F x y z, , ,( ) = 0  то

 cos , cos , cos ,a b g=
¶
¶

=
¶
¶

=
¶
¶

1 1 1
D

F
x D

F
y D

F
z

где

 D
F
x

F
y

F
z

= ±
¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч +

¶
¶

ж

и
з

ц

ш
ч +

¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч

2 2 2

,

а знак согласуется со стороной поверхности.
Пример 3. Вычислить поверхностный интеграл 2-го рода

 xdydz ydzdx zdxdy
S

+ +
( )
тт ,

где (S) — внешняя сторона поверхности полусферы 
x y z a z2 2 2 2 0+ + = і( ).

Решение
Найдем направляющие косинусы вектора нормали к поверх-

ности. В нашем случае F x y z a= + + -2 2 2 2, тогда частные произ-
водные равны
 ¶

¶
=

¶
¶

=
¶
¶

=
F
x

x
F
y

y
F
z

z2 2 2, , .

Тогда
 D x y z= ± + +2 2 2 2

и направляющие косинусы
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cos , cos ,

cos .

a b

g

=
± + +

=
± + +

=
± + +

x

x y z

y

x y z

z

x y z

2 2 2 2 2 2

2 2 2

Согласуем знак со стороной поверхности: выберем произ-
вольную точку на поверхности, например, точку с координа-
тами (0, 0, а), где а > 0; согласно условию задачи интегрируем 
по внешней стороне полусферы, т. е. вектор нормали в выбран-
ной точке имеет координаты {0, 0, 1}, таким образом необходи-
мо выбрать знак «+». Окончательно получаем

 

cos , cos ,

cos .

a b

g

=
+ +

=
+ +

=
+ +

x

x y z

y

x y z

z

x y z

2 2 2 2 2 2

2 2 2

Интеграл равен

 

I xdydz ydzdx zdxdy

x
x

x y z
y

y

x y z
z

z

x y

S

= + + =

= Ч
+ +

+ Ч
+ +

+ Ч
+

( )
тт

2 2 2 2 2 2 2 2 ++

ж

и
з
з

ц

ш
ч
ч( )

тт
z

dS
S

2
.

Чтобы перейти к двойному интегралу, запишем уравнение 
поверхности в явном виде z a x y= - -2 2 2  и выполним проме-
жуточные вычисления:

 ¶
¶

=
-

- -

z
x

x

a x y2 2 2
, ¶

¶
=

-

- -

z
y

y

a x y2 2 2
, 

 1
2 2

2 2 2
+

¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч +

¶
¶

ж

и
з

ц

ш
ч =

- -

z
x

z
y

a

a x y
.
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Получим

 

I
x y a x y

a
a

a x y
dxdy

a

a x y
dxdy

xy

xy

=
+ + - -( )

Ч
- -

=

=
- -

тт

т

2 2 2 2 2

2 2 2

2

2 2 2

s

s
тт ,

где sxy — круг x y a2 2 2+ Ј .

Для вычисления двойного интеграла перейдем в полярную 
систему координат

 

I
a

a x y
dxdy

x y

a

J

xy

=
- -

=

=
= =
Ј Ј Ј Ј

=

й

л

к

тт
2

2 2 2

0 2 0

s

r j r j
j p r

r

cos , sin ,

, ,кк
к

щ

ы

ъ
ъ
ъ
=

-
=тт d

a

a
d

a

j
r

r r
p 2

2 2
00

2

 = -
-( )
-

= - Ч - =тp
r

r
p r pa

d a

a
a a a

a a
2

2 2

2 2
0

2 2 2

0

32 2 .

4.4. Формула Стокса

Пусть даны непрерывно дифференцируемые функции 
P(x, y, z), Q(x, y, z) и R(x, y, z) и (l) — простой кусочно-глад-
кий замкнутый контур. Если контур (l) ограничивает кусочно-
гладкую двустороннюю поверхность (S), то справедлива фор-
мула стокса:

 

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz

R
y

Q
z

l

, , , , , ,

cos

( ) + ( ) + ( ) =

=
¶
¶

-
¶
¶

ж

и
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ш
ч
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т

a++
¶
¶

-
¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч +

¶
¶

-
¶
¶

ж

и
з

ц

ш
ч

й

л
к

щ

ы
ъ

( )
тт
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Q
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y

dS
S

cos cos ,b g
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где cos , cos , cosa b g — направляющие косинусы вектора норма-
ли n к поверхности (S).

Пример 4. Используя формулу Стокса, вычислить интеграл

 y z dx z x dy x y dz
l

-( ) + -( ) + -( )
( )
т ,

где (l) — эллипс x y x z2 2 1 1+ = + =, .

Решение
В качестве поверхности (S), ограниченной контуром (l), вы-

берем часть плоскости x z+ =1, вырезанную круговым цилин-
дром x y2 2 1+ =  (рис. 4.23).

Рис. 4.23

Вектор нормали к данной плоскости равен n ={ }1 0 1, , . Нор-
мируем его, чтобы найти направляющие косинусы, получим

 cos , cos , cos .a b g= = =
1

2
0

1

2
Найдем частные производные от функций P = y – z, Q = z – x, 

R = x – y.
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Получим

 

¶
¶

= -
¶
¶

= Ю
¶
¶

-
¶
¶

= -

¶
¶
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¶
¶

= Ю
¶
¶

-
¶
¶
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Q
x

P
y

1 1 2, .

Тогда, согласно формуле Стокса, перейдем от криволиней-
ного интеграла 2-го рода к поверхностному интегралу 1-го рода

y z dx z x dy x y dz dS dS
l S S

-( ) + -( ) + -( ) = - + +
й

л
к

щ

ы
ъ = -

( ) ( )
т тт

2
1

2
0

1

2
2 2

(( )
тт .

Запишем уравнение плоскости в явном виде: z x= -1 . Вы-
полним промежуточные вычисления и, т. к. проекцией поверх-
ности (S) на плоскость Oxy будет круг x y2 2 1+ Ј , то, переходя 
к двойному интегралу, воспользуемся полярной системой ко-
ординат. Получим
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= - Ю ў = - ў =

+ ў( ) + ў( ) =
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1 2
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2 2dS
z x z z

z zS
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22 2
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, , 44 4
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1
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2

d dj r r p
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тт = - .

4.5. Формула Остроградского

Пусть (S) — кусочно-гладкая поверхность, ограничивающая 
объем (V). Если функции P(x, y, z), Q(x, y, z) и R(x, y, z) непре-
рывны вместе со своими частными производными первого по-
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рядка в области (V) и на границе (S), то справедлива формула 
Остроградского

 P Q R dS
P
x

Q
y

R
z

dxdydz
S V

cos cos cosa b g+ +( ) =
¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

ж

и
з

ц

ш
ч

( ) ( )
тт тттт

или

 Pdydz Qdzdx Rdxdy
P
x

Q
y

R
z

dxdydz
S V

+ + =
¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

ж

и
з

ц

ш
ч

+( ) ( )
тт ттт ,

где cos , cos , cosa b g — направляющие косинусы внешней норма‑
ли к поверхности.

Пример 5. С помощью формулы Остроградского вычислить 
поверхностный интеграл

 x dydz y dzdx z dxdy
S

2 2 2+ +
( )
тт ,

где (S) — внешняя сторона поверхности куба 0 Ј x Ј a, 0 Ј y Ј a, 
0 Ј z Ј a.

Решение
Найдем соответствующие частные производные первого по-

рядка

 ¶
¶

=
¶
¶

=
¶
¶

= Ю
¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

= + +( )P
x

x
Q
y

y
R
z

z
P
x

Q
y

R
z

x y z2 2 2 2, , .

Тогда искомый интеграл равен
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Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Вычислить поверхностный интеграл 1-го рода

 x y dS
S

2 2+
( )
тт ,

где (S) — боковая поверхность конуса x y z z2 2 2 0 0 1+ - = Ј Ј( ).
2. Найти полярный момент инерции полной поверхности 

цилиндра
 x y R z H2 2 2 0+ Ј Ј Ј, .

3. Найти массу полусферы x y z a z2 2 2 2 0+ + = і( ) с поверх-
ностной плотностью g = z a .

4. Вычислить поверхностный интеграл 2-го рода

 yzdydz xzdzdx xydxdy
S

+ +
( )
тт ,

где (S) — внешняя сторона поверхности тетраэдра, ограничен-
ного плоскостями

 x y z x y z a= = = + + =0 0 0, , , .

5. Вычислить поверхностный интеграл 2-го рода

 x dydz y dzdx z dxdy
S

2 2 2+ +
( )
тт ,

где (S) — внешняя сторона поверхности полусферы 
x y z a z2 2 2 2 0+ + = і( ).

6. Используя формулу Стокса, вычислить интеграл

 y z dx z x dy x y dz
l

+( ) + +( ) + +( )
( )
т ,

где (l) — окружность x y z x y z2 2 2 4 0+ + = + + =, .

7. С помощью формулы Остроградского вычислить поверх-
ностный интеграл



136

Глава 4. КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 y dydz zdxdy
S

2 +
( )
тт ,

где (S) — внешняя полная поверхность параболоида 
z x y z= + Ј( )2 2 2 .

5. Элементы векторного анализа

5.1. Скалярное и векторное поле

Определение. Если каждой точке М заданной области D про-
странства n поставлена в соответствие скалярная величина U, 
то говорят, что в этой области задано скалярное поле. Другими 
словами, скалярное поле — это функция, отображающая n в , 
т. е. U U M M D Un= ( ) О М О, , .   В случае трехмерного евкли-
дова пространства (с введенной прямоугольной декартовой си-
стемой координат) имеем U U x y z= ( ), , .

Примеры скалярных полей: поле температур; поле электри-
ческого потенциала; поле давления в жидкой среде.

Геометрической характеристикой скалярного поля являют-
ся в 2 линии уровня, в n поверхности уровня — геометрическое 
место точек, в которых скалярная функция принимает одно 
и то же значение. Линии уровня на плоскости Oxy определяют-
ся уравнением U(x, y) = C, C = const. Поверхности уровня в 3 
определяются уравнением U(x, y, z) = C, C = const.

Примеры линий уровня: изобата; изотерма. Пример поверх-
ностей уровня: эквипотенциальные поверхности.

Пример 1. Найти поверхности уровня скалярного поля  
U = x 2 + y 2 — z 2.

Решение
Составим уравнения поверхностей уровня: x 2 + y 2 — z 2 = C, 

C = const.
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Эти уравнения описывают при С = 0 прямой круговой ко-
нус; при С > 0 — однополостные гиперболоиды вращения; при 
С < 0 — двуполостные гиперболоиды вращения — ось враще-
ния во всех случаях совпадает с осью Oz.

Определение. Если каждой точке М заданной области D про-
странства n поставлена в соответствие векторная величина a, 
то говорят, что в этой области задано векторное поле. Другими 
словами, векторное поле — это вектор-функция, отображаю-
щая пространство n на себя, т. е. a a M= ( ).

В 3 имеем a M a x y z i a x y z j a x y z kx y z( ) = ( ) + ( ) + ( ), , , , , , .

Примеры векторных полей: поле скоростей; силовое поле; 
поле градиента.

Важную роль при изучении векторного поля играют вектор-
ные линии.

Определение. Векторная линия — кривая, в каждой точке ко-
торой вектор a  направлен по касательной к этой кривой.

Примеры векторных линий: силовые линии магнитного 
поля; линии тока жидкости.

В 3 векторные линии характеризуются системой дифферен-
циальных уравнений

 dx
a

dy
a

dz
ax y z

= = .

Пример 2. Найти векторные линии векторного поля

 a y z i x z j y x k= +( ) + - -( ) + -( )2 3 2 5 5 3 .

Решение
Составим систему дифференциальных уравнений

 dx
y z

dy
x z

dz
y x2 3 2 5 5 3+

=
- -

=
-

.
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Воспользуемся методом интегрируемых комбинаций: если 
a
b

a
b

a
b

1

1

2

2

3

3

= = , то a
b

l a l a l a
l b l b l b

1

1

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

=
+ +
+ +

, где l1, l2, l3 — числа или 

функции.
Умножим числитель и знаменатель первой дроби на х, вто-

рой — на у, третьей — на z; сложив почленно, получим

  xdx ydy zdz
x y z y x z z y x

dx
y z

dy
x z

dz+ +
+( ) + - -( ) + -( )

=
+

=
- -

=
2 3 2 5 5 3 2 3 2 5 55 3y x-

или
 xdx ydy zdz dx

y z
dy
x z

dz
y x

+ +
=

+
=
- -

=
-0 2 3 2 5 5 3

.

Отсюда xdx + ydy + zdz = 0. Проинтегрировав последнее ра-
венство, получаем первый интеграл системы: x 2 + y 2 + z 2 = C1.

Для того чтобы найти еще один интеграл системы, умножим 
числитель и знаменатель первой дроби на 5, второй на 3, тре-
тьей на (–2) и сложим почленно. Получим

  5 3 2
5 2 3 3 2 5 2 5 3 2 3 2 5

dx dy dz
y z x z y x

dx
y z

dy
x z

dz+ -
+( ) + - -( ) - -( )

=
+

=
- -

=
55 3y x-

или
 5 3 2

0 2 3 2 5 5 3
dx dy dz dx

y z
dy
x z

dz
y x

+ -
=

+
=
- -

=
-

.

Отсюда 5dx + 3dy — 2dz = 0. Проинтегрировав, получим  
5x + 3y — 2z = C2.

Векторные линии задаются системой уравнений

 
x y z C

x y z C

2 2 2
1

25 3 2

+ + =

+ - =

м
н
п

оп

,

и получаются при пересечении сфер с центром в начале коор-
динат радиуса С1  с плоскостями, перпендикулярными векто-
ру n = -{ }5 3 2, , .
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5.2. Градиент

Ранее, в первой части пособия, были рассмотрены понятия 
производной по направлению и градиента функции несколь-
ких переменных, которые могут быть использованы для харак-
теристики скорости изменения скалярного поля и определе-
ния направления и величины наибольшего возрастания поля 
в данной точке.

Определение. Градиентом скалярного поля U M( ) называется 
вектор
 grad ,U

U
x

i
U
y

j
U
z

k U=
¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

є С

где С =
¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

i
x

j
y

k
z

 — оператор Гамильтона.

Градиент направлен по нормали к поверхности уровня ска-
лярного поля U M( ) в сторону наибольшего возрастания поля. 
Длина вектора градиента gradU  численно равна наибольшей 
скорости возрастания поля.

Говорят, что скалярное поле U порождает векторное поле 
градиента grad .U

Пример 3. Найти векторные линии поля градиента функции 
u = z 2 + xy + y — x.

Решение
Градиент функции u равен

 grad ,u
u
x

i
u
y

j
u
z

k=
¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

где
 ¶

¶
=

¶
¶

+ + -( ) = -
u
x x

z xy y x y2 1,

 ¶
¶

=
¶
¶

+ + -( ) = +
u
y y

z xy y x x2 1,
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 ¶
¶

=
¶
¶

+ + -( ) =u
z z

z xy y x z2 2 .

Получаем grad .u y i x j zk= -( ) + +( ) +1 1 2

Составим систему дифференциальных уравнений:

 dx
y

dy
x

dz
z-

=
+

=
1 1 2

.

Воспользуемся методом интегрируемых комбинаций. Полу-
чим следующую систему дифференциальных уравнений:

 

dx
y

dy
x

dx dy
y x

dz
z

-
=

+
+

-( ) + +( )
=

м

н
пп

о
п
п

1 1

1 1 2

,

или

 

dx
y

dy
x

d x y

x y
dz

z

-
=

+

+( )
+

=

м

н
п
п

о
п
п

1 1

2

,

.

Проинтегрируем каждое из уравнений и запишем получив-
шиеся первые интегралы системы:

 
x y C

x y z C

+( ) = -( ) +

+ = +

м
н
п

оп

1 1

2

2 2

1

2

,

ln ln ln

или

 
x y C

x y С z

+( ) - -( ) =

+( ) =

м
н
п

оп

1 1
2 2

1

2

2

,

.
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5.3. Поток векторного поля через поверхность

Рассмотрим задачу о вычислении потока несжимаемой жид-
кости единичной плотности — количества жидкости, протека-
ющей через поверхность за единицу времени. Пусть дана неко-
торая поверхность (S) и известна скорость v  движения 
жидкости, являющаяся в общем случае функцией координат 
точки и времени. За бесконечно малый промежуток времени dt 
через элементарный участок поверхности dS (считаем его пло-
ским) протечет объем жидкости, равный

 S h dS v dt
S

n

h

осн

осн

Ч = Ч




,

где vn — проекция вектора скорости  v  на нормаль  n к поверх-
ности (S), причем нормаль характеризует выбранную сторону 
поверхности (рис. 4.24), а объем жидкости, протекшей через 
всю поверхность (S) за время dt, равен

 dt v dSn
S

Ч
( )
тт .

Рис. 4.24

Тогда объем жидкости, протекший через поверхность (S) 
за единицу времени, определяется интегралом
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 П v dS v v v dSn
S

x y z
S

= = + +( )
( ) ( )
тт тт cos cos cos .a b g

Определение. Пусть дано векторное поле

 a M a x y z i a x y z j a x y z kx y z( ) = ( ) + ( ) + ( ), , , , , , ,

кусочно-гладкая двусторонняя поверхность (S), сторона кото-
рой (S+) характеризуется вектором нормали  n ={ }cos , cos , cos .a b g  
Потоком вектора a  через поверхность (S) в сторону нормали n 
называется поверхностный интеграл

 П a dS a n dS a a a dSn
S S

x y z
S

= = Ч = + +( )
( ) ( ) ( )
тт тт тт cos cos cos .a b g

Заметим, что подобный интеграл уже встречался при све-
дении вычисления поверхностного интеграла 2-го рода к вы-
числению поверхностного интеграла 1-го рода. Таким обра-
зом, физическим приложением поверхностного интеграла 
2-го рода является вычисление потока вектора через поверх-
ность:

 

П a x y z dydz a x y z dzdx a x y z dxdy

a

x y z

S

x

= ( ) + ( ) + ( ) =

= +

+( )
тт , , , , , ,

cosa aa a dSy z
S

cos cos .b g+( )
( )
тт

Пример 4. Вычислить поток вектора a x y i z j yk= +( ) + +2 2  
через часть поверхности x y2 2 4+ = , лежащую в I октанте и от-
сеченную плоскостями z = 0, z = 3 в направлении внешней нор-
мали.

Решение
По определению поток вектора через поверхность равен

 П a dS a a a dSn
S

x y z
S

= = + +( )
( ) ( )
тт тт cos cos cos .a b g
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Поверхность представляет собой четверть цилиндра (такую, 
что x yі і0 0, ) радиуса 2 с осью симметрии, совпадающей 
с осью Oz, заключенную между плоскостями z = 0 и z = 3 
(рис. 4.25).

Рис. 4.25

Направляющие косинусы вектора нормали к поверхно-
сти (S), заданной в неявном виде F x y z, , ,( ) = 0  определяются 
по формулам:

 cos , cos , cos ,a b g=
¶
¶

=
¶
¶

=
¶
¶

1 1 1
D

F
x D

F
y D

F
z

где

 D
F
x

F
y

F
z

= ±
¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч +

¶
¶

ж

и
з

ц

ш
ч +

¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч

2 2 2

,

а знак согласуется со стороной поверхности.

В нашем случае F x y z x y, , ,( ) = + -2 2 4  тогда

 ¶
¶

=
¶
¶

=
¶
¶

= = ± +
F
x

x
F
y

y
F
z

D x y2 2 0 2 2 2, , , ,
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 cos , cos , cos .a b g=
± +

=
± +

=
x

x y

y

x y2 2 2 2
0

Согласуем знак со стороной поверхности: выберем произ-
вольную точку на поверхности, например, точку с координата-
ми 2 2 2, ,( ); согласно условию задачи вычисляем поток век-

тора в направлении внешней нормали, т. е. вектор нормали 

в выбранной точке имеет координаты 2
2

2
2

0, ,
м
н
п

оп

ь
э
п

юп
, таким обра-

зом, необходимо выбрать знак «+». Окончательно получаем

 cos , cos , cos .a b g=
+

=
+

=
x

x y

y

x y2 2 2 2
0

Интеграл равен

 

П x y
x

x y
z

y

x y
y dS

x xy z y

x

S

= +( ) Ч
+

+ Ч
+

+ Ч
ж

и
з
з

ц

ш
ч
ч

=

=
+ +

( )
тт 2 0

2

2 2

2

2 2

2 2

2 ++( )
тт

y
dS

S
2

.

Чтобы перейти к двойному интегралу, запишем уравнение 
поверхности в явном виде y x= -4 2  и выполним промежуточ-
ные вычисления

 ¶
¶

=
-

-

y
x

x

x4 2
, ¶

¶
=

y
z

0, 1
2

4

2 2

2
+

¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч +

¶
¶

ж
и
з

ц
ш
ч =

-

y
x

y
z x

.

Получим

 

П
x x x z x

x
dxdz

x

x
x z dx

xz

=
+ - + -

Ч
-

=

=
-

+ +
ж

и
зз

ц

ш
чч

тт
2 2 2 2

2

2

2

2

2 4 4
2

2

4

4
2

s

ddz
xzs
тт ,
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где sxz  — проекция заданной поверхности на координатную 
плоскость Oxz, представляет собой прямоугольник (рис. 4.26).

Рис. 4.26

Перейдем к повторному интегралу

 

x

x
x z dxdz dx

x

x
x z dz

xz

2

2

2
2

2

2

0

3

04
2

4
2

-
+ +

ж

и
зз

ц

ш
чч =

-
+ +

ж

и
зз

ц

ш
ччтт т

s

22

2

2
0

2 2

2
0

23

4
6 9

3

4
6 9

1

т

т т

=

=
-

+ +
ж

и
зз

ц

ш
чч =

-
+ +(x

x
x dx

x

x
dx x

I
� ��� ���

))т dx

I

0

2

2

� ��� ���
.

Вычислим по отдельности каждый из получившихся инте-
гралов:

 

I
x

x
dx

x t dx tdt

x t x t

x

1

2

2
0

2

2

3

4

2 2

0 0 2
2

4

=
-

=

=

= =

= Ю = = Ю =

=

т

sin , cos ,

, ,

s

p

iin , cos

sin
cos

cos

2 2

2

0

2

4 2

3
4
2

2

1

t x t

t
t

tdt

- =

й

л

к
к
к
к
к

щ

ы

ъ
ъ
ъ
ъ
ъ

= Ч =

=

т
p

22 12
1 2

2
6

1
2

2 32

0

2

0

2

0

2

sin
cos

sin ,tdt
t

dt t t

p p p

pт т=
-

= -ж
и
з

ц
ш
ч =
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 I x dx x x2
0

2
2

0

2
6 9 3 9 30= +( ) = +( ) =т .

Тогда поток равен П = +30 3p.

5.4. Дивергенция, формула Остроградского

Пусть дано непрерывно дифференцируемое векторное поле
 a M a x y z i a x y z j a x y z kx y z( ) = ( ) + ( ) + ( ), , , , , , .

Определение. Дивергенцией (расходимостью) векторного поля 
a M( ) называется скалярная величина

 div a
a

x

a

y

a

z
ax y z=

¶
¶

+
¶

¶
+
¶
¶

є С .

Говорят, что векторное поле a  порождает скалярное поле ди‑
вергенции div .a

Предположим, что кусочно-гладкая поверхность (S) огра-
ничивает объем (V), тогда формулу Остроградского можно пе-
реписать в векторном виде:

 a a a dS
a

x

a

y

a

z
dxdydx y z

S

x y zcos cos cosa b g+ +( ) =
¶
¶

+
¶

¶
+
¶
¶

ж

и
з

ц

ш
ч

( )
тт zz

V( )
ттт

или
 a dS a dxdydzn

S V( ) ( )
тт ттт=


div .

Пример 5. Найти поток вектора a xi yj zk= + +  через боко-
вую поверхность конуса x y z z h2 2 2 0+ Ј Ј Ј( ) в направлении 
внешней нормали.

Решение
Найдем поток П бок через боковую поверхность конуса как 

разность между потоком П полн через полную поверхность и по-
током П осн через плоскость основания.



147

5. Элементы векторного анализа

Рис. 4.27

Для вычисления П полн воспользуемся формулой Остроград-
ского, предварительно вычислив дивергенцию вектора; при на-
хождении тройного интеграла, т. к. область интегрирования огра-
ничена снизу конусом, а сверху горизонтальной плоскостью, 
перейдем к цилиндрической системе координат. Получим

 a xi yj zk
a

x

a

y

a

z
ax y z= + + Ю

¶
¶

=
¶

¶
=

¶
¶

= Ю =1 1 1 3, , div ,

 

П dxdydz
x y z z J

hV
полн = =

= = = =
Ј Ј Ј Ј Ј( )

ттт3
0 2 0

r j r j r
j p r r

cos , sin , ,

, , zz h

d d dz d h d d h
hh h

Ј
й

л
к

щ

ы
ъ =

= = -( ) = -ттт тт3 3 3
00

2

00

2
2j r r j r r r j r r

r

p p

(( ) =

= -
ж

и
з

ц

ш
ч =

тт

т

d

h h
d h

h

r

j p

p

p

00

2

3 3

0

2
33

2 3
.

Поток П осн вычислим по определению, где вектор внешней 
нормали равен n ={ }0 0 1, , . Получим

 П a dS a n dS zdS hdxdy hn
S S S xy

осн = = Ч = = =
( ) ( ) ( )
тт тт тт тт

s

p 3.
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Тогда поток П бок через боковую поверхность конуса равен

 П П Пбок полн осн= - = 0.

5.5. Циркуляция вектора, формула Стокса, вихрь

Пусть дано непрерывно дифференцируемое векторное поле

 a M a x y z i a x y z j a x y z kx y z( ) = ( ) + ( ) + ( ), , , , , , .

Определение. Вихрем (ротором) векторного поля a M( ) назы-
вается вектор

 rot a
a

y

a

z
i

a

z

a

x
j

a

x

a

y
z y x z y x=

¶
¶

-
¶

¶
ж

и
з

ц

ш
ч +

¶
¶

-
¶
¶

ж

и
з

ц

ш
ч +

¶

¶
-
¶
¶

ж

и
з

ц

шш
ч є Сґk a.

Для удобства запоминания формулы можно использовать 
формальную запись векторного произведения оператора С 
и вектора a :

 rot .a

i j k

x y z

a a ax y z

=
¶
¶

¶
¶

¶
¶

Говорят, что векторное поле a  порождает векторное поле ро‑
тора rot .a

Определение. Линейным интегралом от вектора a  вдоль кри-
вой (l) называется криволинейный интеграл 2-го рода

 a dx a dy a dz a dlx y z
l

l
l

+ + =
( ) ( )
т т .

Если кривая (l) замкнутая (контур), то этот интеграл назы-
вается циркуляцией вектора a  вдоль кривой (l)
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 Ц a dx a dy a dz a dlx y z
l

l
l

= + + =
( ) ( )
т т 

.

В случае силового поля указанный интеграл определяет ра‑
боту сил поля a  при перемещении вдоль кривой (l).

Формула стокса в векторной форме имеет следующий вид:

 a dl a n dS a dSl
l S

n
S( ) ( ) ( )

т тт тт= Ч =


rot rot ,

т. е. циркуляция вектора по замкнутому контуру равна потоку 
ротора через поверхность, ограниченную этим контуром.

Пример 6. Вычислить циркуляцию вектора a y i x j= - +2 2  
вдоль кривой

 x y2 2

4 9
1+ =

в положительном направлении кривой.
Решение

 

Ц a dx a dy a dz y dx x dy

l x t y t

x y z
l l

= + + = - + =

=

( ) = =

( ) ( )
т т� � 2 2

2 3: cos , sin ,,

,

sin , cos

sin cos0 2

2 3

18 123 3Ј Ј
= - =

й

л

к
к
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щ

ы

ъ
ъ
ъ
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dx t dt dy t dt

t tp )) =

= - -( ) ( ) + -( ) ( ) =

=

т

т т

dt

t d t t d t
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2

2

0

2
2

0

2

18 1 12 1

p

p p

cos cos sin sin

-- -ж
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з

ц
ш
ч + -ж

и
з

ц
ш
ч

=

18
1
3

12
1
3

3

0

2

0

3

0

cos cos sin sint t t t
p
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22

0

0
p
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5.6. Потенциальное и соленоидальное поля

Определение. Векторное поле a  называется потенциальным, 
если существует скалярная функция U (силовая функция, по-
тенциал, потенциальная функция), для которой справедливо 
равенство a U= grad , т. е. в случае трехмерного евклидова про-
странства
 a

U
x

i
U
y

j
U
z

k=
¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

.

Тогда полный дифференциал силовой функции равен 
dU a dx a dy a dzx y z= + + .

теорема. Поле a  потенциально Ы поле a  безвихревое, т. е. 
rot .a = 0

Если поле a  потенциально, то криволинейный интеграл 2-го 
рода не зависит от формы кривой, а зависит только от значе-
ния потенциала в начальной и конечной точках траектории:

 a dx a dy a dz dU U U B U Ax y z
AB AB

A

B
+ + = = = ( ) - ( )

( ) ( )
т т ,

а криволинейный интеграл по замкнутому контуру равен нулю:

 a dx a dy a dzx y z
С

+ + =т 0.

Пример. 7. Показать, что поле a  потенциально и найти по-
тенциал U, если

 a
z
y

x i
xz
y

j
x
y

k= +
ж

и
з

ц

ш
ч - + +

ж

и
з

ц

ш
ч2

1 .

Решение
Покажем, что rot ,a = 0  т. е. поле безвихревое и, следователь-

но, потенциальное.
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rot a
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y

1
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ж
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ж
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1 1
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и
з

ц

ш
ч

ж

и
з

ц

ш
ч =
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j
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y

z
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k

i j k

2 2

0 0 0 0.

Найдем потенциал по формуле

  U x y z a x y z dx a x y z dy a x y z dzx
x

x

y
y

y

z
z

z

, , , , , , , ,( ) = ( ) + ( ) + ( )т т0 0 0

0 0 0

тт +C,

где в качестве начальной точки М0 выберем точку с координа-
тами (0, 1, 0).

Получим
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Определение. Векторное поле a  называется соленоидальным 
(трубчатым), если существует векторная величина  b , такая, 
что a b= rot , т. е.

 a
b

y

b

z
a

b

z

b

x
a

b

x

b

yx
z y

y
x z

z
y x=

¶
¶

-
¶

¶
=
¶
¶

-
¶
¶

=
¶

¶
-
¶
¶

, , .

Векторный потенциал b  определяется с точностью до про-
извольного постоянного вектора.

теорема. Поле a  соленоидальное Ы div a = 0 в каждой точке 
поля, т. е. поток вектора a  через любую замкнутую поверх-
ность (S), ограничивающую некоторый объем (V), равен нулю.

Если поле a  соленоидальное, то поток вектора  a  через по-
перечные сечения векторной трубки — интенсивность вектор-
ной трубки — сохраняет постоянную величину.

Определение. Векторное поле a  называется гармоническим, 
если оно является одновременно потенциальным и соленои-
дальным, т. е. a U= grad  и a b= rot .

теорема. Поле a  гармоническое Ы rot a = 0 и div a = 0 в каж-
дой точке поля.

Если поле a  гармоническое, то div div grad ,a U= ( ) = 0  т. е. 
функция U удовлетворяет уравнению Лапласа

 ¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

=
2

2

2

2

2

2
0

U
x

U
y

U
z

 или DU = 0,

где D = С =
¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

2
2

2

2

2

2

2x y z
 — оператор Лапласа.

Произвольное векторное поле  a  всегда может быть пред-
ставлено в виде суммы потенциального aП  и соленоидально-
го aС  полей: a a aП С= + , где aП = grad ,F  a aС = - grad ,F  функция 
F является решением дифференциального уравнения в част-
ных производных DF = div .a
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5. Элементы векторного анализа

Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Найти поверхности уровня скалярного поля

 u x y z x y z= + + +( ) + + + -( )2 2 2 2 2 2
8 8 .

2. Найти угол между градиентами поля U x
x y z

=
+ +2 2 2  в точ-

ках А(1, 2, 2) и В(–3, 1, 0).
3. Найти силовые линии векторного поля a xi yj zk= + + 2 .

4. Найти дивергенцию поля  a xi yj zk

x y
=
- + +

+2 2
 в точке М(3, 4, 5).

5. Найти поток вектора a x i y j z k= + +3 3 3  через сферу 
x y z x2 2 2+ + = .

6. Вычислить поток вектора a yi xj zk= + +  через часть по-
верхности z x-( ) + =4 16

2 2 , лежащую во II октанте и отсеченную 
плоскостями y = 0, y = 2, в направлении внешней нормали.

7. Найти поток вектора  a xyi y j k= + +6 3 52  через полную по-
верхность пирамиды с вершинами в точках A(2, 0, 0), B(0, 1, 0), 
C(0, 0, —1), D(0, 0, 0) в направлении внешней нормали.

8. Вычислить циркуляцию вектора a x y i j zk= + +2 2  вдоль 
окружности  x y R z2 2 2 0+ = =, . Воспользоваться теоремой Сток-
са, выбрав в качестве поверхности полусферу z R x y= - -2 2 2 .

9. Вычислить работу силы F zyi
z
x

j
y
x

k= + +
2 2

 при переме-

щении вдоль кривой (l): x y z= + =4 162 2,  от точки A(4, 4, 0) 
до точки B(4, 0, 4).

10. Показать, что поле  a  потенциально и найти потенциал U, 
если

 a
x

z
i z y j y

x
z

z k= - + -( ) + + +
ж

и
з

ц

ш
ч

4
1

3
2

3

3

4

4
cos sin .
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Глава 5.  
ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА

1. Евклидовы и унитарные пространства

1.1. Скалярное произведение  
в действительном линейном пространстве

В линейном пространстве L над полем R определено ска-
лярное произведение, если любой упорядоченной паре x, y О L 
по некоторому правилу поставлено в соответствие действитель‑
ное число, которое обозначается через (x, y) (иными словами, 
отображение , :( ) ґ ®L L R) и при этом выполняются следую-
щие условия (аксиомы скалярного произведения):

1. " x, y О L (x, y) = (у, х);
2. " x, y О L, " λ О R (λx, y) = λ (x, y);
3. " x, y, z О L (x + y, z) = (х, z) + (y, z);
4. " x О L (x, x) і 0, причем (x, x) = 0 Ы x = θ.
Действительное линейное пространство, в котором опре-

делено скалярное произведение, называется евклидовым про-
странством и обозначается Е.

Например, V3; ,( ) , в котором 
� � � � � � � ��a b a b a b a b, cos ,( ) = Ч = Ч Ч ( ) — 

трехмерное евклидово пространство геометрических векторов.
Пример. Доказать следующие свойства скалярного произве-

дения в евклидовом пространстве:
а) (x, λy) = λ (x, y);
б) (x — y, z) = (х, z) — (y, z);
в) (x, y + z) = (х, у) + (х, z).
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Решение
Для доказательства используем аксиомы скалярного про-

изведения:
а) ( ) ( ) ( ), , , , ;

. . .

x y у х x x yyl l l l= = =( )
акс акс акс1 2 1

б) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ), , , , , ;
. .

x y z x y z х z y z х z y z- = + - += - = -
акс акс3 2

в) ( ) ( ( , ) ( ) ( , ) ( , ), , ) , .
. . .

x y z y z х z х zу х х у х+ + += = = +
акс акс акс1 3 1

Некоторые метрические понятия в евклидовом пространстве:

1. Норма (длина) элемента: x x x= ( )
D

, .
Свойства нормы:
а) " О і = Ы =x E x x x0 0, ;причем q

б) " О О = Чx E R x x, ;l l l

в) " О + Ј +x y E x y x y, .

2. Метрика (расстояние) элементов:
d x y x y x y x y, ,( )= - = - -( )

D

.
Свойства метрики:
а) " О ( ) і ( ) = Ы =x y E d x y d x y x y, , , , ;0 0 причем

б) " О ( ) = ( )x y E d x y d y x, , , ;

в) " О ( ) Ј ( ) + ( )x y z E d x y d x z d z y, , , , , .

3. Угол между элементами: x y, , ,( ) = О[ ]j p0  который опреде-

ляется по формуле cos , cos
,

x y
x y

x y
( ) = =

( )
Ч

j
D

 x y№ №( )q q, .

Это определение вполне корректно, так как  cos
,

j =
( )

Ч
Ј

x y

x y
1, 

что следует из неравенства Коши — Буняковского, о котором 
будет сказано позже.

В евклидовом пространстве можно определить ортогональ‑

ность элементов: x y x y^( ) Ы ( ) =( )
D

, .0
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Замечание. Понятие ортогональности есть обобщение поня-
тия перпендикулярности геометрических векторов, что следу-
ет из определения угла между векторами.

Некоторые метрические соотношения в Е
1. Неравенство Коши — Буняковского:  
     " О ( ) Ј Чx y E x y x y, , .

2. Неравенство Минковского: " О + Ј +x y E x y x y, .

3. Теорема Пифагора: x y x y x y^( ) Ю + = +( )2 2 2
.

1.2. Скалярное произведение  
в комплексном линейном пространстве

Пусть L — линейное пространство над полем С.
Отображение , :( ) ґ ®L L С  называется скалярным произве-

дением в L, если " x, y, z О L, λ О C:
1. x y y x, , ;( ) = ( )
2. l lx y x y, , ;( ) = ( )
3. x y z x z y z+( ) = ( ) + ( ), , , ;

4. x x x x x, , , .( ) і ( ) = Ы =0 0причем q

Комплексное линейное пространство со скалярным про-
изведением называется унитарным пространством и обозна-
чается U.

Пример. Пусть х = (х1, х2), у = (у1, у2) произвольные векто-
ры С 2. Можно ли определить скалярное произведение в С 2 сле-
дующим образом:

а) (х, у) = х1·у1 + х2·у2;
б) ( , ) ?х у х у х у= +1 1 2 2

Решение
Проверим выполнение аксиом унитарного пространства.
а) (х, у) = х1·у1 + х1·у2 Ю (y, x) = y1·x1 + y2·x2.
     ( , ) ( ( , ) ( , ).)y x y y х у х x y y xx x y= + + №= Ю1 1 2 2 1 1 2 2
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Первая аксиома не выполняется, следовательно, данная фор-
мула не определяет скалярное произведение в С 2.

б) ( , ) ( , ) .х у х у х у y x y yx x= + = +Ю1 1 2 2 1 1 2 2

     
( , ) (

.

)

( , )

y x y y y y y y

х у х у

x x x x x x

x y

= + + +

+

= = =

= =
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

Первая аксиома выполнена.
λх = (λх1, λх2) Ю l l ll lx y x yх у х у х у х у, , .( ) = ( ) = ( )+ ( ) +( ) =1 1 2 2 1 1 2 2

Вторая аксиома выполнена.
x + y = (x1 + y1, x2 + y2), z = (z1, z2) Ю
Ю x y z y yх z х z+( ) + + == ( ) + ( ), 1 11 2 2 2  
= + + ( )( ) + ( ) = ( ) +х z х z z zy y x z y z1 1 12 2 1 2 2 , , .

Третья аксиома выполнена.
( , ) | | | | ,х x х х х хx x= + = + і1 1 2 2 1

2
2

2 0  
причем | | | | ( , ).х х х1

2
2

2 0 0+ = Ы =q

Четвертая аксиома выполнена.
Значит, данная формула определяет скалярное произведе-

ние в С 2.
В унитарном пространстве вводится норма x x x= ( ), , ме-

трика — d x y x y, ,( ) = -  имеет место неравенство Коши — Бу-
няковского. Угол между векторами в унитарном пространстве 
не вводится, однако ортогональность векторов определяется 
x y x y^ Ы ( ) =, .0

1.3. Выражение скалярного произведения  
через координаты перемножаемых векторов

Пусть в Un задан произвольный фиксированный базис 
(ε1, ε2,.., εn) и пусть элементы x i i

i

n

=
=
еa e

1

, y j j
j

n

=
=
еb e

1

.
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Тогда x y i i j j
j

n

i

n

i j
j

n

i

n

i j, , , .( ) = ж
и
з

ц

ш
ч = ( )

== ==
ее ееa e b e a b e e

11 11

Обозначив " О{ }i n1, , ,  " О{ }j n1, ,  e ei j ijg, ,( ) =  будем иметь 

x y gi j
j

n

i

n

ij, .( ) =
==
ее a b

11

Матрица gij n n
( )

,
 называется матрицей Грама в базисе (ε1,..., εn) 

и обозначается G.
Итак, матрица Грама базисных элементов  G gn ij n n

e e1, ,
,

( ) = ( )  

задает скалярное произведение в этом базисе.
Скалярное произведение элементов x и y в базисе  

(ε1,..., εn) можно записать в матричной форме: x y X GYT, ,( ) =   

где X
n

=
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

a

a

1

 , Y
n

=
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

b

b

1

 .

Замечание. В евклидовом пространстве Е скалярное произ-
ведение элементов x и y в произвольном базисе (ε1,..., εn) равно 
x y X GYT, .( ) =

теорема о необходимых и достаточных условиях линейной за-
висимости системы векторов в евклидовом пространстве: систе-
ма элементов A a a Ek n={ }М1, ,  линейно зависима тогда и толь-
ко тогда, когда det , , .G a ak1 0( ) =

следствие. Система элементов A a ak={ }-1, ,  линейно неза-
висимая тогда и только тогда, когда det , , .G a ak1 0( ) №

Замечание. Теорема имеет место для унитарного простран-
ства.
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1.4. Ортогональная система элементов и ее свойства

Пусть A a a ak={ }1 2, , ,  — система элементов унитарного (ев-
клидова) пространства U(E).

A — ортогональная система элементов (ОС) тогда и только 
тогда, когда " О{ } ( ) = №i j k a a i ji j, , , , , .1 0

теорема 1. (A a ak={ }1, ,  — ОС ненулевых элементов) Ю (A — 
линейно независимая система).

теорема 2. Пусть A a a Uk={ }М1, ,  и b UО . " О{ } ^i k a bi1, ,  Ю 

 Ю " ^
ж

и
з

ц

ш
ч

=
еai i
i

k

a b
1

.

Замечание. Если элемент b ортогонален каждому элементу 
из L a ak= 1, , ,  то говорят, что b ортогонален подпространству 
L и записывают b ^ L.

Нормированность элемента
Элемент a О U называется нормированным, если его норма 

a =1.

Утверждение. Любой ненулевой элемент a можно нормиро-
вать, умножив его на некоторое число λ № 0.

Действительно, по условию нормировки элемента:

 l lЧ = Ч =a a 1 Ю =l
1
a

.

l = ±
( )

1

a a,
 — нормирующий коэффициент.

Система A a a ak={ }1 2, , ,  называется ортонормированной 

(ОНС), если " О{ }i j k, , , , :1 2  a a
i j

i ji j ij,
, ,

, .
( ) = =

№
=

м
н
о

d
0

1

Матрица Грама векторов ОНС равна единичной матрице.
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Базис в унитарном (евклидовом) пространстве называется 
ортонормированным (ОНБ), если его элементы образуют ор-
тонормированную систему.

В ОНБ (е1,..., еn) пространства Un скалярное произведение 
векторов x и y равно x y i i

i

n

, ,( ) =
=
еa b

1

 x e e e Xi i n
i

n

= = ( )
=
еa 1

1

, , ,  

y e e e Yj j n
j

n

= = ( )
=
еb 1

1

, , .

В ОНБ евклидова пространства En скалярное произведение 
векторов x и y равно x y X Yi i

T

i

n

, .( ) = =
=
еa b

1

теорема о существовании ОНБ. В унитарном (евклидовом) 
n‑мерном пространстве существует ОНБ.

Для построения ортогонального базиса применяют процесс 
ортогонализации Грама — Шмидта.

Пусть (ε1, ε2,..., εn) — произвольный базис в Un. Тогда е1 = ε1, 

e ek k k i i
i

k

= +
=

-

еe l
1

1

, k nО{ }2, , ,  где l
e

k i
k i

i i

e

e e
= -

( )
( )

,

,
, образуют ортого-

нальный базис Un.
Пример 1. e1 1 1 1= ( ), , , e2 1 0 1= ( ), , , e3

30 0 1= ( )О, , R  и образуют 
в R 3 базис. Построить ОНБ, применяя процесс ортогонали-
зации.

Решение
 e1 1 1 1 1= = ( )e , , .

 e e2 2 21 1= +e l ; l
e

21
2 1

1 1

1 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
2
3

= -
( )
( )

= -
( ) Ч ( )
( ) Ч ( )

= -
,

,

, , , ,

, , , ,
;

e

e e

 e2 1 0 1
2
3

1 1 1
1
3

2
3

1
3

= ( ) - ( ) = -ж
и
з

ц
ш
ч, , , , , , .

 e e e3 3 31 1 32 2= + +e l l ; l
e

31
3 1

1 1

0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1
3

= -
( )
( )

= -
( ) Ч ( )
( ) Ч ( )

= -
,

,

, , , ,

, , , ,
;

e

e e
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 l
e

32
3 2

2 2

0 0 1
1
3

2
3

1
3

1
3

2
3

1
3

= -
( )
( )

= -
( ) Ч -ж

и
з

ц
ш
ч

-ж
и
з

ц
ш

,

,

, , , ,

, ,

e

e e
чч Ч -ж
и
з

ц
ш
ч

= -
1
3

2
3

1
3

1
2, ,

;

 e3 0 0 1
1
3

1 1 1
1
2

1
3

2
3

1
3

1
2

0
1
2

= ( ) - ( ) - -ж
и
з

ц
ш
ч = -ж

и
з

ц
ш
ч, , , , , , , , .

Система 

e

e

e

1

2

3

1 1 1

1
3

2
3

1
3

1
2

0
1
2

= ( )

= -ж
и
з

ц
ш
ч

= -ж
и
з

ц
ш
ч

м

н

п
п
пп

о

п
п
п
п

, , ,

, , ,

, ,

 образует ортогональный базис в R 3.

Нормируем векторы ОС:

 e1 3= , e2

1
9

1
9

4
9

6
3

= + + = , e3

1
4

1
4

2
2

= + = .

Тогда векторы

 e
e

1

1

1

3

1

3

1

3
=
ж

и
з

ц

ш
ч, , , e

e
2

2

1

6

2

6

1

6
= -
ж

и
з

ц

ш
ч, , , 

e

e
3

3

1

2
0

1

2
= -
ж

и
з

ц

ш
ч, ,

задают ОНБ в R 3.
Пример 2. Проверить ортогональность системы векторов 

е1 1 2 1 3= -( ), , , , е2 2 1 3 1= -( ), , ,  в евклидовом пространстве R 4 и до-
полнить ее до ортогонального базиса.

Решение
Находим скалярное произведение данных векторов:

 ( , ) , , , , , , .е е е е1 2 1 21 2 1 3 2 1 3 1 0= -( ) Ч -( ) = Ю ^

Пусть е x x x x3 1 2 3 4= ( ), , , . Находим координаты этого векто-

ра из условий: е е е е
е е

е е3 1 3 2
1 3

2 3

0

0
^ ^ Ю

=
=

м
н
о

,
( , ) ,

( , ) .
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Решим ОСЛУ 
х х х х

х х х х
1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 0

2 3 0

- + + =
+ - + =

м
н
о

,
 методом Гаусса.

1 2 1 3

2 1 3 1

1 2 1 3

0 5 5 5

1 2 1 3

0 1 1 1

1 0 1 1-
-

ж

и
з

ц

ш
ч

-
- -

ж

и
з

ц

ш
ч

-
- -

ж

и
з

ц

ш
ч

-
~ ~ ~

00 1 1 1- -
ж

и
з

ц

ш
ч.

Общее решение системы: 
x x x

x x x
1 3 4

2 3 4

= -

= +
м
н
о

,

.

Векторы e3 1 1 1 0= ( , , , ), e4 1 1 0 1= -( , , , ), определяющие ФСР 
ОСЛУ, ортогональны исходной системе векторов (e1, e2). 
Причем
 ( , ) ( , , , ) ( , , , ) .e e e e3 4 3 41 1 1 0 1 1 0 1 0= Ч - = Ю ^

Следовательно, (e1, e2, e3, e4) — ортогональный базис в R 4.

Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Пусть х = (х1, х2), у = (у1, у2) произвольные векторы R 2. 
Можно ли определить скалярное произведение в R 2 следую-
щим образом:

а) (х, у) = 2х1·у1 + 5х2·у2;
б) (х, у) = х1·у1 + х1·у2 + х2·у1 + х2·у2?
2. Доказать следующие свойства скалярного произведения 

в унитарном пространстве:
а) x y x y, , ;l l( ) = ( )
б) x y z x z y z-( ) = ( ) - ( ), , , ;

в) x, .q( ) = 0

3. Доказать, что в пространстве Рn многочленов степени Ј n 
скалярное произведение многочленов р (x) = a0 + a1x +…+ anxn 
и q (x) = b0 + b1x +…+ bnxn можно определить следующим спо-
собом:
 (р, q) = a0b0 + a1b1 +…+ anbn.
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4. Доказать, что в пространстве C [a, b] соотношение
( , ) ( ) ( )f g f t g t dt

a

b

= т  задает скалярное произведение.

Написать неравенство Коши — Буняковского для этого про-
странства.

5. Построить ОНБ, применяя процесс ортогонализации 
к следующим системам векторов:

а) e1 1 2 2= -( ), , , e2 1 0 1= ( ), , , e3
35 3 7= -( )О, , ;R

б) e1 2 1 3 1= -( ), , , , e2 7 4 3 3= -( ), , , , e3 5 7 7 8= ( ), , , ,

     e4
41 1 6 1= -( )О, , , .R

2. Линейные операторы

2.1. Определение линейного оператора.  
Матрица линейного оператора

Отображение линейного пространства в линейное простран-
ство называется оператором.

Например, f: R → R — оператор (f — числовая функция).
Рассмотрим два произвольных линейных пространства L 

и Lў над одним и тем же числовым полем P. Пусть Â — опера-
тор, действующий из L в Lў, т. е. "x О L поставлен в соответ-
ствие y = Â(x) О Lў, где x — прообраз оператора Â, y = Â(x) — 
образ оператора.

Оператор Â называется линейным над полем Р, если выпол-
нены два условия:

10. "x1, x2 О L Â(x1 + x2) = Â(x1) + Â(x2);
20. "x О L, "λ О Р Â(λ·x) = λ·Â(x).
Условия 10–20 в определении называются условиями ли-

нейности.
Мы, в основном, будем рассматривать случай Â: L → L, т. е. 

оператор Â переводит элементы линейного пространства L 
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в элементы этого же пространства. Такой оператор еще назы-
вается линейным преобразованием пространства L.

Примеры линейных операторов
1. Пусть Â: L → Lў, Â (x) = Q для любого x О L (Q — нейтраль-

ный элемент Lў). Тогда " x1, x2 О L Â (x1 + x2) = Q = Q + Q =  
= Â(x1) + Â(x2); "x О L и "λ О Р Â (λ·x) = Q = λ·Q = λ·Â(x).

Т. е. это отображение является линейным оператором. Этот 
оператор называют нулевым оператором, будем обозначать его Ô.

2. Пусть Â: L → L, Â (x) = x. Это отображение так же являет-
ся линейным оператором (проверить самостоятельно!) и на-
зывается тождественным оператором, будем обозначать его Ê

3. Пусть L C a b= [ ],
1  — линейное пространство функций, непре-

рывно дифференцируемых на отрезке [a, b], тогда оператор диф-
ференцирования D  отображает L в ў = [ ]L C a b, .

4. Пусть C [a, b] — линейное пространство непрерывных функ-
ций на отрезке [a, b], тогда оператор интегрирования Ĵ отобра-
жает C [a, b] в R — линейное пространство вещественных чисел.

5. Â: R R2 2®  — оператор поворота плоскости вокруг непод-
вижной точки O  (начало координат) на угол j.

6. Â: R R3 3® .
Пусть плоскость π проходит через начало координат перпен-

дикулярно вектору n. Тогда:
Â(х) = x n x

n
n-

( , )
| |2

 — оператор проектирования на плоскость π;

Â (х) = x n x
n

n- 2
2

( , )
| |

 — оператор зеркального отражения от-

носительно π.

Пусть Â: Ln → Lўm; (e1, e2,.., en) — некоторый базис в Ln,  
(eў1, eў2,.., eўm) — базис в Lўm.

Из определения оператора следует, что "x О Ln $! y О Lўm:  
y = Â(x).
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Пусть x ej j
j

n

=
=
еa

1

, y ei i
i

m

= ў
=
еb

1

.

Тогда y x e ej j
j

n

j j
j

n

= =
ж

и
з

ц

ш
ч =

= =
е еA( A A(  ) )a a

1 1

 (в силу линейности 

оператора).
Следовательно, для задания оператора Â достаточно задать 

только образы базисных элементов пространства L, т. е.
1) Â определяется заданием образов базисных элементов;
2) координаты образа любого элемента определяются коор-

динатами образов базисных элементов.
Пусть образы базисных элементов e1, e2,.., en, которые яв-

ляются элементами пространства Lўm, разложены по базису 
(eў1, eў2,.., eўm):

 A(� … …
�

e a e a e a e e e e

a

a

a

m m m

m

1 11 1 21 2 1 1 2

11

21

1

) , , ,= ў + ў + + ў = ў ў ў( )

ж

и

з
зз
з
зз

ц

ш

ч
ч
ч
чч

,

 A� … …
�

( ) , , ,e a e a e a e e e e

a

a

a

m m m

m

2 12 1 22 2 2 1 2

12

22

2

= ў + ў + + ў = ў ў ў( )

ж

и

з
зз
з
зз

ц

ш

ч
ч
ч
чч

,

 …

 A� … …
�

e a e a e a e e e e

a

a

a

n n n mn m m

n

n

mn

= ў + ў + + ў = ў ў ў( )

ж

и

з
з
з1 1 2 2 1 2

1

2, , ,

ззз

ц

ш

ч
ч
ч
чч

.



166

Глава 5. ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

Если A

a a a

a a a

a a a

n

n

m m mn

=

ж

и

з
з
з
зз

ц

ш

ч
ч
ч
чч

11 12 1

21 22 2

1 2





   



, то эту систему равенств можно 

записать в виде одного матричного равенства

 (Â(e1), Â(e2), ..., Â(en)) = (eў1, eў2,..., eўm) A.

В силу единственности разложения элемента по базису каж-
дому оператору Â: Ln → Lўm при фиксированных базисах будет 
таким образом поставлена в соответствие матрица A = (aij)m, n. 
Матрица А называется матрицей линейного оператора Â.

Пример 1. Проверить линейность оператора Â: R 3 → R 3. В слу-
чае линейности найти матрицу оператора в естественном базисе:

а) Â(х) = α·х + а, где а О R 3, α О R (а и α имеют фиксирован-
ное значение);

б) Â(х) = (1, х2 — х1, х3), если х = (х1, х2, х3).
Решение
а) Пусть х, у — произвольные векторы пространства R 3; λ — 

некоторое действительное число. Проверяем условия линей-
ности:

1. Â(х + у) = α· (х + у) + а = α·х + α·у + а.
Â(х) + Â(у) = (α·х + а) + (α·у + а) = α·х + α·у + 2 а.
Равенство Â(x + у) = Â(x) + Â(у) возможно в том случае, 

если а ≡ 0.
Если а ≠ 0, то оператор не является линейным.
2. Â(λ·х) = α·(λ·х) = (α·λ)·х.
λ·Â(x) = λ·(α·х) = (λ·α)·х.
Равенство Â(λ·x) = λ·Â(x) выполняется.
Значит, Â(х) = α·х — линейный оператор (учитываем, что 

а = 0).
Найдем его матрицу в базисе е1 = (1, 0, 0), е2 = (0, 1, 0),  

е3 = (0, 0, 1):
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Â (е1) = (α, 0, 0), Â (е2) = (0, α, 0), Â (е3) = (0, 0, α) и, следо-
вательно,

 A E=
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=

a
a

a
a a

0 0

0 0

0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

.

б) Пусть х = (х1, х2, х3), у = (у1, у2, у3) — произвольные векто-
ры пространства R 3. Тогда х + у = (х1 + у1, х2+ у2, х3+ у3).

Проверяем условия линейности:
1. Â(х + у) = (1, [х2 + у2] — [х1 + у1], х3+ у3) = 
     = (1, х2 — х1 + у2 — у1, х3+ у3).
     Â(х) + Â(у) = (1, х2 — х1, х3) + (1, y2 — y1, y3) = 
     = (2, х2 — х1 + у2 — у1, х3+ у3).
Очевидно, что Â (x + у) ≠ Â (x) + Â (у). Следовательно, дан-

ный оператор не является линейным.

Пример 2. Â (х) = (х, е)·е, где х О V3, е — некоторый единич-
ный вектор в V3. Доказать, что оператор Â линейный и выяс-
нить его геометрический смысл.

Решение
Пусть x1, x2 — произвольные векторы V3; λ — некоторое дей-

ствительное число. Проверяем условия линейности:
1. Â(x1 + x2) = (x1 + x2, е)·е = [(x1, е) + (x2, е)]·е = (х1, е)·е + (х2, е)·е = 

= Â(x1) + Â(x2). В ходе преобразований использовали свойство 
скалярного произведения: (x1 + x2, е) = (x1, е) + (x2, е).

2. Â(λ·x) = (λ·x, е)·е = [λ· (x, е)]·е = λ· [(х, е)·е] = λ·Â(x). Исполь-
зовали свойство скалярного произведения: (λ·x, е) = λ· (x, е).

Оба условия линейности выполнены, следовательно, Â — 
линейный оператор.

Для определения геометрического смысла оператора Â най-
дем образы базисных векторов (i, j, k). Так как е — некоторый 
единичный вектор, то его координаты запишем через направ-
ляющие косинусы е = (cos α, cos β, cos γ).
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Â(i) = (i, е)·е = cos α·е = преi·е;
Â(j) = (j, е)·е = cos β·е = пре j·е;
Â(k) = (k, е)·е = cos γ·е = пре k·е.
Таким образом, Â (х) проецирует произвольный вектор х 

на прямую с направляющим вектором е (прямая проходит че-
рез начало координат).

2.2. Связь координат образа и координат прообраза.  
Связь матриц оператора в разных базисах

теорема 1. Пусть Â: Ln → Lўm — линейный оператор; (e1, e2,.., 
en) — фиксированный базис в Ln; (eў1, eў2,.., eўm) — фиксирован-
ный базис в Lўm; Х — координатный столбец произвольного эле-

мента x О Ln в базисе (e1, e2,.., en), т. е. x e en

n

= ( ) Ч
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1

1

, , 

a

a
; Y — ко-

ординатный столбец y = Â (x) в базисе (eў1, eў2,.., eўm), т. е. 

y e em

n

= ў ў( ) Ч
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1

1

, , 

b

b
.

Тогда Y = AX, где A — матрица линейного оператора Â.
теорема 2. Пусть оператор Â: Ln → Ln имеет в базисе (e1, e2,..., en) 

матрицу A, а в базисе (eў1, eў2,..., eўn) — матрицу Aў; T — матри-
ца перехода от базиса (e1, e2,..., en) к базису (eў1, eў2,..., eўn). Тог-
да Aў = T –1AT.

Пример 1. Линейный оператор Â: R 3 → R 3 в базисе (e1, e2, e3) 

имеет матрицу A =
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

0 1 2

1 0 1

2 1 0
. Найти матрицу этого же операто-

ра в базисе: eў1 = e1; eў2 = e1 + e2; eў3 = e1 + e2 + e3.
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Решение
Обозначим матрицу оператора Â в базисе (eў1, eў2, eў3) через Aў. 

Тогда Aў = T –1AT, где T — матрица перехода от первого базиса 

(e1, e2, e3) ко второму базису (eў1, eў2, eў3) имеет вид  T =
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1 1 1

0 1 1

0 0 1
.

Матрицу обратного перехода T –1 находим методом Гаусса:
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Пример 2. Дан линейный оператор Â: R 3 → R 3. Найти образ 
а = (1, 1, 1) и прообраз bў = (1, 2, 3), если Â(х) = (х1 + 2х2 + х3,  
х1 + 2х2 + 2х3, х1 + х3).

Решение. Находим образ первого вектора Â (а) = (1+2+1, 
1+2+2, 1+1) = (4, 5, 2).

Для определения b (прообраза bў) используем форму-
лу bўТ= AbТ, где A — матрица линейного оператора Â, откуда 
bТ = A –1bўТ.

Находим матрицу оператора в естественном базисе 
е1 = (1, 0, 0), е2 = (0, 1, 0), е3 = (0, 0, 1): Â(е1) = (1, 1, 1), 
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Â(е2) = (2, 2, 0), Â(е3) = (1, 2, 1) и, следовательно, A =
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
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1

2 1

1 2

1 0

.

Обратную матрицу найдем методом Гаусса:
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Пример 3. Линейный оператор Â: R 2 → R 2 переводит а = (1, 1) 
в аў = (–3, 2) и b = (–1, 3) в bў = (–7, 1). Найти матрицу опера-
тора Â в естественном базисе, указать явный вид оператора.

Решение
Пусть А — матрица оператора в базисе e1 = (1, 0), e2 = (0, 1). 

Тогда (аў)Т = А·аТ; (bў)Т = А·bТ или в матричной форме
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Матрица в правой части невырожденная, поэтому
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ц

ш
ч

-ж

и
з

ц

ш
ч =

- -ж

и
з

ц

ш
ч Ч

-
11
4

3 1

1 1
1
4

2 10

5 3-
ж

и
з

ц

ш
ч =

- -ж

и
з

ц

ш
ч.
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Значит, A =
- -ж

и
з

ц

ш
ч =

- -ж

и
з

ц

ш
ч

1
4

2 10

5 3

1 2 5 2

5 4 3 4
.

Найдем явный вид оператора Â. По определению матрицы 
линейного оператора Â(е1) = (–1/2, 5/4), Â(е2) = (–5/2, 3/4). 
Тогда

 Â(х) = Â(х1 е1 + х2 е2) = х1Â(е1) + х2Â(е2) =  

 = (–1/2х1 –5/2х2, 5/4х1 + 3/4х2).

Подобные матрицы
Две квадратные матрицы A и B одного и того же порядка на-

зываются подобными, если существует такая невырожденная 
матрица Т, что B = T–1 A T.

теорема об условиях подобия матриц. Две матрицы подобны 
тогда и только тогда, когда они в разных базисах соответствуют 
одному и тому же линейному оператору, действующему в од-
ном пространстве.

Свойства подобных матриц A и B:
1. det (A) = det (B);
2. r (A) = r (B).

Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Выяснить, какие из заданных операторов Â: R 3 → R 3 явля-
ются линейными:

а) Â (х) = (2х1–2х2 + х3, х1 + х3, х2);
б) Â (х) = (х1 + 2х2 + 3х3, х1

2, х3–2).
В случае линейности найти матрицу оператора в естествен-

ном базисе.
2. Доказать, что оператор Â(х) = х × a, где a = (1, 2, —1), х О V3, 

является линейным. Найти его матрицу в базисе (i, j, k) и в ба-
зисе (i + j, j, i + j + k).
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3. В пространстве Pn [x] (пространство многочленов, степень 
которых не превосходит n) задан оператор дифференцирова-
ния D =

d
dx

. Доказать линейность оператора и найти его матри-

цу в базисе (1, х, х 2,..., хn).
4. В пространстве R 4 задан линейный оператор с матрицей A 

в базисе (e1, e2, e3, e4). Найти матрицу оператора в базисе 

(e1, e3, e2, e4), если A =
-

ж

и

з
з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
ч

1 2 0 1

3 0 1 2

2 5 3 1

1 2 1 3

.

5. В пространстве М2×2 задан линейный оператор 
A( ) ,Х

х

х
=
ж

и
з

ц

ш
ч

22

11

0

0
 где Х

х х

х х
=
ж

и
з

ц

ш
ч

11 12

11 22

. Найти матрицу этого опе-

ратора в естественном базисе 
1 0

0 0
ж

и
з

ц

ш
ч, 

0 1

0 0
ж

и
з

ц

ш
ч, 

0 0

1 0
ж

и
з

ц

ш
ч, 

0 0

0 1
ж

и
з

ц

ш
ч.

6. Линейный оператор Â задан в базисе (1, х) линейного про-

странства P1[x] матрицей А =
ж

и
з

ц

ш
ч

2 4

3 1
. Найти Â(p (x)), если  

p(x) = х — 3.
7. Линейный оператор Â задан в естественном базисе  

(см. задание 5) линейного пространства М2×2 матрицей 

A =

- -
-

-
-

ж

и

з
з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
ч

2 1 0 3

0 1 3 4

2 5 1 1

1 0 0 3

. Найти Х, если A( ) .Х =
-

ж

и
з

ц

ш
ч

0 5

2 1

8. Векторы а1, а2, а3, b1, b2, b3 пространства R 3 заданы свои-
ми координатами в некотором базисе e1, e2, e3. Найти матри-
цу и явный вид линейного оператора Â, переводящего векто-
ры а1 = (0, 0, 1), а2 = (0, 1,1), а3 = (1, 1, 1) в векторы b1 = (2, 3, 5), 
b2 = (1, 0, 0), b3 = (0, 1, — 1).
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2.3. Образ и ядро, ранг и дефект линейного оператора

Пусть оператор Â: Ln → Lўm.
Определение. Множество элементов y О Lўm вида y = Â(x), 

где x пробегает все значения из Ln, называется образом простран-
ства оператора Â и обозначается Â(L) или ImÂ.

Образ линейного оператора является подпространством про-
странства Lўm (Im Â Н Lўm).

Определение. Размерность образа называется рангом опера-
тора Â и обозначается dim (Im Â) = rÂ.

теорема. Ранг оператора Â равен рангу его матрицы в лю-
бом базисе.

Несмотря на то, что матрица А оператора зависит от выбора 
базисов в Ln и Lўm, ранг матрицы оператора не зависит от выбо-
ра базисов, т. е. r (A) = r (Aў), где Aў = T–1 A T. В этом случае го-
ворят, что ранг матрицы оператора является его инвариантом.

следствие. Подобные матрицы имеют одинаковые ранги.
Пусть (e1, e2,.., en) — базис в Ln, (eў1, eў2,.., eўm) — базис в Lўm, 

оператор Â: Ln → Lўm задан матрицей А = (aij)m, n.
Определение. Ядром оператора Â называется множество всех 

элементов x из Ln, для которых Â (x) = QLў, QL О Lўm. Обозна-
чается ядро оператора Ker Â. Таким образом, по определению  
Ker Â = {x О Ln: Â (x) = QLў, QL О Lўm}.

Ядро линейного оператора является подпространством про-
странства Ln (Ker Â Н Ln).

Определение. Размерность ядра называется дефектом опера-
тора Â и обозначается dim (Ker Â) = dÂ.

теорема о сумме ранга и дефекта линейного оператора. Сум-
ма ранга и дефекта линейного оператора Â: Ln → Lўm равна раз-
мерности пространства Ln: rÂ + dÂ = n.

Пример 1. Пусть задан стандартный базис (i, j, k) в V3 и Â — 
оператор ортогонального проектирования V3 на плоскость бi, jс. 
Определить ранг и дефект линейного оператора, найти образ 
и ядро.
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Решение
Найдем матрицу оператора в базисе (i, j, k).
Â(i) = прбi, jс i = i = (1, 0, 0); Â(i) = прбi, jс j = j = (0, 1, 0);
Â(k) = прбi, jс k = 0 = (0, 0, 0).

Тогда А =
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1 0 0

0 1 0

0 0 0

; 

dim (Im Â) = r (A) = 2; dim (Ker Â) = n — rÂ = 1.
Очевидно, что Im Â = бi, jс; Ker Â = бkс. 
Более того, V3 = Im Â Е Ker Â.

Пример 2. Описать образ и ядро оператора Â (х) = (х, е)·е, где 
х О V3, е — некоторый единичный вектор в V3. Определить ранг 
и дефект этого оператора.

Решение
Ранее было показано, что Â проецирует произвольный век-

тор х на прямую с направляющим вектором е и проходящую че-
рез начало координат. Следовательно, эта прямая является об-
разом линейного оператора, при этом dim (Im Â) = 1.

Ядро состоит из тех векторов, проекция которых на указан-
ную прямую равна нулевому вектору. Все эти векторы лежат 
в плоскости, которая проходит через начало координат и пер-
пендикулярна прямой с направляющим вектором е. Следова-
тельно, dim (Ker Â) = 2.

Пример 3. Найти ранг, дефект, образ и ядро линейного опе-
ратора, действующего в пространстве R 3 и заданного матрицей 

А = -
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1 1 2

0 1 1

1 2 3

.
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Решение
Найдем ранг матрицы:

 
1 1 2

0 1 1

1 2 3

1 1 2

0 1 1

0 1 1

1 1 2

0 1 1

0 1 2

-
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

-
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

-
ж

и

з
з
з

ц
 

шш

ч
ч
ч

Ю =r A( ) .3

Тогда dim (Im Â) = r (A) = 3; dim (Ker Â) = n — rÂ = 0. Сле-
довательно, Im Â = L3 (образ совпадает с исходным линейным 
пространством L), Ker Â = {θL} (ядро содержит только нейтраль-
ный элемент линейного пространства L).

Пример 4. Найти ранг и дефект линейного оператора, дей-
ствующего в пространстве R 3 и заданного матрицей 

A =
-

-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1 1 2

0 1 1

1 2 1

.

Описать уравнениями образ и ядро этого оператора в том ба-
зисе, в котором задана матрица оператора.

Решение

Пусть Â: R 3 → R 3 задан матрицей A =
-

-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1 1 2

0 1 1

1 2 1
 в базисе 

(e1, e2, e3).
Найдем ранг матрицы:

 
-

-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

-
-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

-
-

ж1 1 2

0 1 1

1 2 1

1 1 2

0 1 1

0 1 1

1 1 2

0 1 1

0 0 0

~ ~

ии

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

Ю =r А( ) .2

Тогда rÂ = 2; dÂ = 1.
Образ Im Â совпадает с линейной оболочкой системы век-

торов Â(e1), Â(e2), Â(e3), ранг которой равен двум. В каче-
стве базиса Im Â = L (Â(e1), Â(e2), Â(e3)) возьмем два линей-
но независимых вектора из Im Â, например, Â(e1) = (–1, 0, —1) 
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и Â(e2) = (1, 1, 2). Следовательно, Im Â = бÂ(e1), Â(e2)с. Im Â мож-
но интерпретировать как множество точек плоскости, прохо-
дящей через начало координат системы {0, e1, e2, e3} с направ-
ляющими векторами Â(e1) и Â(e2). Уравнение этой плоскости 
имеет вид:

x y z

- - =1 0 1

1 1 2

0 или x y z+ - = 0.

Ker Â — одномерное подпространство пространства R 3, при-
чем х О Ker Â тогда и только тогда, когда Â(х) = θ, или в ма-
тричной записи

 АX = q, т. е. 
-

-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
Ч
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1 1 2

0 1 1

1 2 1

0

0

0

1

2

3

a
a
a

.

Отсюда следует, что Ker Â совпадет с подпространством ре-
шений однородной системы АX = q.

В качестве базиса ядра Ker Â оператора Â может быть выбра-
на фундаментальная система решений указанной системы. Ре-

шая эту систему, найдем ее общее решение: 
a a

a
1 3

2 3

3=

=
м
н
о

,

.a

Положим α3 = 1, тогда α1 = 3, α2 = 1. Итак, фундаментальная 
система решений АX = q состоит из одного вектора, например, 
l = (3, 1, 1).

Этот вектор примем за базис Ker Â. Тогда Ker Â = бlс. С гео-
метрической точки зрения Ker Â можно интерпретировать как 
множество точек прямой, проходящей через начало координат 
системы {0, e1, e2, e3}, с направляющим вектором l = (3, 1, 1). Ка-
нонические уравнения этой прямой имеют вид: x y z

3 1 1
= = .
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Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Описать образ и ядро оператора дифференцирования D, 
действующего в пространстве Pn [x].

2. Описать образ и ядро оператора Â (х) = х ґ a, где a, х О V3, 
a № 0. Определить ранг и дефект этого оператора.

3. Определить ранг и дефект, а также описать уравнениями 
образ и ядро данных операторов в естественном базисе про-
странства R 3:

а) Â(х) = (–х1 + х2 + 2х3, х2 — х3, — х1 + 2х2 + х3);
б) Â(х) = (–х1 + х2 + 2х3, —2х1 +2 х2 + 4х3, 3х1 –3 х2–6х3).
4. Привести пример оператора, действующего в простран-

стве R 3, для которого dim (Im Â) = 0, dim (Ker Â) = 3, или дока-
зать, что его не существует.

2.4. Алгебра линейных операторов

Пусть Â1: L → L, Â2: L → L.
Определение. Операторы Â1 и Â2 равны тогда и только тогда, 

когда " x О L Â1(x) = Â2(x).
Если известны матрицы операторов Â1 и Â2 в некотором фик-

сированном базисе (e1, e2,.., en) пространства Ln и они равны со-
ответственно А1 и А2, то Â1(x) = Â2(x) Ы А1 = А2 (равным опера-
торам соответствуют равные матрицы).

Определение. Суммой операторов Â1 и Â2 называется такой 
оператор, обозначаемый Â1 + Â2, что " x О L (Â1 + Â2) (x) =  
= Â1(x) + Â2(x).

Â1 + Â2 — линейный оператор. В конечномерном про-
странстве L при фиксированном базисе операторной запи-
си Â1(x) + Â2(x) соответствует матричная запись А1Х + А2Х =  
= (А1 + А2) Х. Отсюда следует, что при сложении операторов 
складываются их соответствующие матрицы относительно фик-
сированного базиса.
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Свойства сложения операторов
1. Â1 + Â2 = Â2 + Â1;
2. (Â1 + Â2) + Â3 = Â1 + (Â2 + Â3);
3. Â + Ô = Â;
4. "Â: L → L $! (–Â): L → L: Â + (–Â) = Ô.
Пример 1. Пусть оператор Â1: R 2 → R 2 в базисе e1 = (1, 2),  

e2 = (2, 3) имеет матрицу 
3 5

4 3
ж

и
з

ц

ш
ч. Оператор Â2: R 2 → R 2 в базисе 

eў1 = (3, 1), eў2 = (4, 2) имеет матрицу 
4 6

6 9
ж

и
з

ц

ш
ч. Найти матрицу опе-

ратора Â1 + Â2 в базисе (eў1, eў2).
Решение
Пусть A1 1

1 2( , )e e A¬ ®ѕѕ  (A1 — матрица оператора Â1 в базисе 
(e1, e2)), A 2 2

1 2( , ) ,e e A¬ ®ѕѕ  A11 1
1 2( , ) ,e e Aў ў¬ ®ѕѕ ў  A 2 2

1 2( , ) .e e Aў ў¬ ®ѕѕ ў

Тогда A +A 

1 2 1 2
1 2( , ) .e e A A
ў ў

¬ ®ѕѕ ў + ў

Согласно введенным обозначениям A1

3 5

4 3
=
ж

и
з

ц

ш
ч, A2

4 6

6 9
ў =

ж

и
з

ц

ш
ч. 

Найдем матрицу A1
ў из равенства A T A T1

1
1

ў = - , где Т матрица пе-
рехода от базиса (e1, e2) к базису (eў1, eў2).

 

Т

T

: ~ ~
1 2 3 4

2 3 1 2

1 2 3 4

0 1 5 6

1 0 7 8

0 1 5 6

7

ж

и
з

ц

ш
ч - - -

ж

и
з

ц

ш
ч

- -ж

и
з

ц

ш
чЮ

Ю =
- -88

5 6
ж

и
з

ц

ш
ч.

Находим матрицу, обратную матрице Т: T - = -
- -

ж

и
з

ц

ш
ч

1 1
2

6 8

5 7
.

Тогда A1

6 8

5 7

3 5

4 3

7 8

5 6

40 38

35 5 34
ў = -

- -
ж

и
з

ц

ш
ч Ч
ж

и
з

ц

ш
ч Ч

- -ж

и
з

ц

ш
ч = - -

ж
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1
2 ,зз

ц

ш
ч,

     A A1 2

40 38

35 5 34

4 6

6 9

44 44

29 5 25
ў + ў =

- -
ж

и
з

ц

ш
ч +

ж

и
з

ц

ш
ч = - -

ж

и
з

ц

ш
ч, ,
.
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Определение. Произведением оператора Â на число λОР  
называется такой оператор, обозначаемый λÂ, что " x О L  
(λÂ) (х) = λЧÂ (x).

λÂ — линейный оператор. В конечномерном пространстве 
L при фиксированном базисе оператору λÂ соответствует ма-
трица λЧA.

Для операций сложения операторов и умножения операто-
ров на число выполняются все те свойства, которые определя-
ют линейное пространство.

Таким образом, множество всех линейных операторов, дей-
ствующих в L, относительно операций сложения операто-
ров и умножения оператора на число образует линейное про-
странство.

Определение. Произведением операторов Â1 и Â2 называется 
такой оператор, обозначаемый Â1ЧÂ2, что " x О L (Â1ЧÂ2)(x) =  
= (Â1 (Â2(x)), т. е. применение к x произведения операторов Â1ЧÂ2 
означает последовательное применение операторов: сначала x 
преобразуется в y = Â2(x), а затем y преобразуется в z = Â1(y).

Â1ЧÂ2 — линейный оператор. В конечномерном простран-
стве L при фиксированном базисе оператору Â1ЧÂ2 соответству-
ет матрица А1ЧА2.

Пример 2. Оператор Â ортогонально проецирует все геоме-
трические векторы плоскости Oxy на ось Ox, а оператор B  зер-
кально отражает их относительно прямой y = –x. Как действу-
ют на произвольный фиксированный вектор 



x  операторы 
C A B,  = -2  D A B  = Ч ?

Решение
На рис. 5.1 и рис. 5.2 показано, как по данному вектору по-

строить векторы C( A B� � � � �
x x) ( )( )= -2  и D( ) A B� � � � �

x x= Ч( )( ). При этом 
использованы определения суммы операторов, произведения 
оператора на число, произведения операторов.
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0 Â( )x ˆ2A( )x

B̂( )x

x

xxy -=
B̂( )x-


Ĉ( )x

y

 

0

B̂x

x

xxy -=
y
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                           Рис. 5.1                                                     Рис. 5.2

Чтобы решить задачу аналитически, найдем матрицы опе-

раторов A и B   в базисе (i, j): A =
ж

и
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0 0
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Чтобы найти координаты векторов C(�
�
x) и D( ),� �x  необходи-

мо умножить матрицы С и D на координатный столбец 
x

y
ж

и
з

ц

ш
ч 

вектора 


x :

 C( A B� � � � �
x x

x

y

x y

x
) ( )= -( ) =
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ч Ч
ж
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 D( ) A B� � � � �
x x
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ш
ч Ч
ж

и
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ч =
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и
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ш
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Определение. Оператор Â называется обратимым, если $ Â–1: 
Â Â Â Â   E.- -= =1 1

  Оператор Â–1 называется обратным к Â.
Если обратимый оператор Â: Ln → Ln в некотором фикси-

рованном базисе (e1, e2,..., en) определяется матрицей А, то об-
ратный оператор в этом же базисе определяется матрицей А–1.
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Определение. Оператор Â называется вырожденным тогда 
и только тогда, когда $ х № θ О L: Â (х) = Q.

Определение. Оператор Â называется невырожденным тогда 
и только тогда, когда Ker Â = {θ}.

теорема об эквивалентных условиях невырожденности опе-
ратора.

Следующие условия для оператора Â: Ln → Ln эквивалентны:
Â — невырожденный;
dÂ = 0;
rÂ = n;
Im Â = Ln;
detA № 0;
Â — обратимый.

Пример 3. Установить, какие из заданных линейных опера-
торов в V3 являются невырожденными, и найти явный вид об-
ратных операторов:

а) Â (х) = λх, λ — фиксированное число;
б) Â (х) = (х, е)Че, где е — некоторый единичный вектор в V3.
Решение
а) Если λ № 0, то Â — оператор растяжения, матрица опера-

тора А = λЕ. Следовательно, $ А–1 = (1/λ) Е. Значит, Â — невы-
рожденный оператор и Â–1 (х) = (1/λ)х.

В случае, когда λ = 0, Â = O  — нулевой оператор, который 
является вырожденным.

б) Â (х) — оператор проектирования на прямую с направля-
ющим вектором е и проходящую через начало координат. Ра-
нее было показано, что Ker Â № {θ}. Следовательно, Â — вырож-
денный оператор и не имеет обратного.
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Упражнения для самостоятельной подготовки

1. В пространстве R 3 заданы два линейных оператора Â и B.  
Найти матрицу линейного оператора C AB BA  = -  и его явный 
вид в естественном базисе R 3, если Â (х) = (7х1 + 4х3, 4х2–9х3, 
3х1 + х2); B( )x  = (х2–6х3, 3х1 + 7х3, х1 + х2 — х3).

2. Оператор Â в трехмерном пространстве геометриче-
ских векторов есть последовательное выполнение поворота P1 
всех векторов вокруг оси Oz на угол π/4, растяжения B  их в два 
раза и поворота P 2 вокруг оси Ox на угол π/2. Найти матрицу 
оператора Â.

3. Оператор Â1: R 2 → R 2 зеркально отражает все геометриче-
ские векторы плоскости Oxy относительно прямой у х

=
3

, а опе-

ратор Â2: R 2 → R 2 ортогонально проектирует их на прямую 
у х= - 3 . Как действуют на произвольный фиксированный век-
тор х операторы: 4 22 1 2 1A A A A   + ; ? (Задачу решить геометриче-
ски и аналитически.)

4. Установить, какие из заданных линейных операторов 
в V3 являются невырожденными, и найти явный вид обратных 
операторов:

а) оператор проектирования на плоскость, проходящую че-
рез начало координат;

б) оператор зеркального отражения относительно плоско-
сти, проходящей через начало координат;

в) оператор поворота вокруг координатной оси Ох (Оy, Оz).
5. Установить, какие из заданных линейных операторов в R 3 

являются невырожденными, и найти явный вид обратных опе-
раторов:

а) Â(х) = (х1 — х2 + х3, х3, х2);
б) Â(х) = (х2 + 2х3, — х2, 2х2 — х3);
в) Â(х) = (х1 + 2х2 + 2х3, 2х1 + х2 – 2х3, 2х1 – 2х2 + х3).
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2.5. Собственные значения и собственные векторы  
линейного оператора

Инвариантом линейного оператора Â: Ln → Ln называется та-
кое свойство матрицы А оператора, которое не изменяется при 
изменении базиса в Ln.

Примерами инвариантов линейного оператора являются:
1. Ранг матрицы оператора.
2. Определитель матрицы оператора.
Определитель матрицы оператора называется определите-

лем оператора.
3. Характеристический многочлен оператора Â.
Пусть A� …e en A1, ,( )¬ ®ѕѕѕ , lОP . Тогда ( ) .A E - « -( )l lA E  Опре-

делитель матрицы A E- l , равный

    A E

a a a

a a a

a a a

n

n

n n nn

- =

-
-

-

=l

l
l

l

11 12 1

21 22 2

1 2





   



d d d dn
n

0 1 2
2+ + + +l l l ,

называется характеристическим многочленом j lA ( ) матри-
цы A .

Характеристический многочлен матрицы A  называется ха-
рактеристическим многочленом оператора Â и обозначается 
j lÂ ( ). Из инвариантности многочлена j lÂ ( ) следует, что его 
корни являются инвариантами оператора Â.

Определение. Пусть Â: Ln → Ln. Ненулевой вектор x О Ln на-
зывается собственным вектором линейного оператора Â, если 
существует такое λ О Р, что Â(x) = λ x. При этом λ называют 
собственным значением этого оператора и говорят, что собствен-
ный вектор x соответствует собственному значению λ. Из опре-
деления следует, что собственный вектор x коллинеарен сво-
ему образу.
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Теорема о собственных значениях оператора
λ — собственное значение оператора Â тогда и только тогда, 

когда λ — корень характеристического многочлена j lÂ ( ) опе-
ратора Â.

следствие. В комплексном пространстве Сn любой линейный 
оператор имеет хотя бы один собственный вектор.

Свойства собственных векторов оператора:
1. Каждому собственному вектору оператора Â соответству-

ет одно собственное значение.
2. Если x — собственный вектор оператора Â с собственным 

значением λ, то "c № 0 cx — собственный вектор оператора Â 
с собственным значением λ.

3. Если x1 и x2 — линейно независимые собственные векторы 
оператора Â с собственным значением λ, то "c1, c2 (|c1 | + |c2 | № 0) 
c1 x1 + c2 x2 — собственный вектор оператора Â с собственным 
значением λ.

Определение. Подпространство Lλ М Ln, натянутое на соб-
ственные векторы, соответствующие одному и тому же соб-
ственному значению λ, называется корневым подпространством, 
отвечающим λ.

теорема 1. Lλ = Ker (Â–λÊ).
теорема 2. Если λ1, λ2,.., λk — попарно различные собствен-

ные значения оператора Â и x1, x 2,.., xk — соответствующие им 
собственные векторы: Â (x1) = λ x1, Â (x2) = λ x2,.., Â (xk) = λ xk, 
то система векторов {x1, x1,.., xk} линейно независима.

теорема 3. Собственному значению оператора кратности k 
соответствует не более k линейно независимых собствен-
ных векторов.

Определение. Множество всех собственных значений опе-
ратора Â (матрицы A) с учетом их кратностей называется спек‑
тром оператора Â (матрицы A) и обозначается через Sp Â (Sp A).

Определение. Если все корни характеристического уравне-
ния простые, то спектр называется простым.
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Замечание. Под кратностью собственного значения опера-
тора понимается алгебраическая кратность корня характери-
стического многочлена.

алгоритм поиска собственных значений и собственных векто-
ров линейного оператора

1. Составить характеристический многочлен |A — λE| матри-
цы A оператора Â в некотором базисе и найти все его корни 
λ1,..., λk, лежащие в основном поле P. Это и будут собственные 
значения оператора Â: SpÂ = {λ1,..., λk}.

2. Решить линейную систему (A — λi E) Х = Q для каждого λi 
(1 Ј i Ј k). Найти ФСР в Lλ.

Пример 1. Найти собственные значения и собственные век-

торы оператора, заданного матрицей A =
ж

и
з

ц

ш
ч

1 5

0 1
.

Решение
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-
= -( )l

l
l

l
1 5

0 1
1

2
, λ = 1 — корень кратности 2.
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x

x
x x  — общее решение ОСЛУ.

Пусть x1 = 1. Тогда 
1

0
ж

и
з

ц

ш
ч — собственный вектор Â, отвечаю-

щий собственному значению λ = 1. Ll =
ж

и
з

ц

ш
ч =

ж

и
з

ц

ш
ч О

м
н
п
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ь
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Пример 2. Оператор Â: R 3 ® R 3 задан матрицей 

A =
-

-
- -

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

2 2 0

0 2 0

0 4 2
.

Найти его собственные значения и собственные векторы.
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Решение
Составляем характеристический многочлен оператора Â 

и находим его корни:

 | | ( ) ;A E- =
- -

- -
- - -

= - -l
l

l
l

l
2 2 0

0 2 0

0 4 2

2 3

{λ} = {–2, –2, –2} — спектр оператора.
Собственные векторы, соответствующие собственному зна-

чению λ = –2, найдем из матричного уравнения (A + 2E)X = θ 
или
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; r (A + 2E) = 1.

Отсюда следует, что собственному значению λ = –2 (кратно-
сти 3) соответствует линейно независимая система из (n — r =  
= 3–1 = 2) двух собственных векторов, координаты которых 
находятся из системы

 
0 2 0 0

0 0 0 0

0 4 0 0

1 2 3

1 2 3

1 2 3
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,

.

Общее решение системы имеет вид: α2 = 0Чα1 + 0Чα3 или

 
a
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1 1
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3 2

1 2 1 20 0
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О + №
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c c R c c

,

,

,

, (| | | | ).

Фундаментальная система решений: x1 = (1, 0, 0), x2 = (0, 0, 1) — 
два линейно независимых собственных вектора, отвечающие 
собственному значению λ = –2.

Таким образом, собственные векторы, отвечающие соб-
ственному значению λ = –2 оператора Â, имеют вид:
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 x = с1x1 + с2x2 = с1 (1, 0, 0) + с2 (0, 0, 1) = (с1, 0, с2), 

где с1, с2 О R, (|c1 | + |c1 | № 0).

 Ll =
ж
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з
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ш

ч
ч
ч
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ч
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ч
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инвариантные подпространства
Подпространство P М Ln называется инвариантным относи-

тельно оператора Â: Ln → Ln (A — инвариантным), если "x О P 
Â(x) О P. A — инвариантное подпространство, обозначается PA.

Пример 1. Подпространства {θ}, ImÂ, KerÂ, Lλ, Ln всегда A — 
инвариантны.

Пример 2. Пусть в трехмерном пространстве геометриче-
ских векторов V3 = бi, j, kс действует оператор поворота плоско-
сти бi, jс вокруг прямой бkс на угол j № pk. В V3 образуются сле-
дующие A — инвариантные подпространства:

1. Одномерное подпространство P1 = бkс — корневое подпро-
странство, соответствующее собственному значению λ = 1 опе-
ратора, т. к. Â (k) = 1Чk.

 

 

 
 

 

Рис. 5.3
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2. Двумерное подпространство P2 = бi, jс — плоскость. В этой 
плоскости нет ни одного собственного вектора оператора Â, т. е. 
P2 A — инвариантное подпространство, но оно не является кор-
невым подпространством.

Заметим, что V3 = бi, jс Е бkс, т. е. V3 = PA Е Lλ. И это неслу-
чайно. Запишем матрицу оператора поворота в базисе (i, j, k)

 A A
A

A
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ш

ч
ч
ч
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ч

cos sin

sin cos
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0

0
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2 2
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ш
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ґ

cos sin

sin cos
,

j j
j j

 A2 1 1
1= ( ) ґ .

Такой вид матрицы называется клеточно-диагональный.

Первая клетка A1 =
-ж

и
з

ц

ш
ч

cos sin

sin cos

j j
j j

 соответствует двумерному 

подпространству PA = бi, jс; в этом подпространстве под дей-
ствием оператора Â происходит поворот векторов на угол j во-
круг неподвижной точки О, иными словами, поворот плоско-
сти бi, jс вокруг неподвижной точки О на угол j, т. к. матрица 
А1 — матрица оператора поворота.

Вторая клетка А2 = (1)1ґ1 в матрице А соответствует одно-
мерному подпространству Lλ, в котором "x О Lλ (х № θ) Â (x) =  
= 1Чx, т. е. прямая бkс под действием оператора Â будет оставать-
ся неподвижной.

Найдем собственные значения и собственные векторы опе-
ратора поворота.

 A E- =
- -

-
-

=l
j l j
j j l

l

cos sin

sin cos

0

0

0 0 1

 = -( ) -( ) +( ) Ю - = Ю =1 1 0 1
2 2

1l j l j l lcos sin .
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cos sin cosj l j l l j-( ) + = Ы - + =
2 2 20 2 1 0 не имеет вещест-

венных корней (дискриминант меньше нуля).
Итак, оператор поворота Â в V3 имеет только одно собствен-

ное значение, которому отвечает собственный вектор k.

Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Найти собственные значения и собственные векторы опе-
раторов в V3. Решить задачи геометрически (см. пример 2) и ана-
литически.

а) Â(х) = λх, λ — фиксированное число;
б) Â(х) = (x, i) i — оператор проектирования на ось Ох;
в) Â(х) = х — 2 (x, k) k — оператор зеркального отражения 

относительно плоскости Oxy.
2. Найти собственные значения и собственные векторы ли-

нейных операторов, заданных своими матрицами:

 А B C=
-ж

и
з

ц

ш
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ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
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ж
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2.6. Структура линейного оператора

Структура линейного оператора Â: Ln → Ln определяется 
структурой его матрицы.

Наиболее простой вид матрицы — это клеточно-диагональ-
ный вид:

 A

A

A

Ak

=

ж

и

з
з
з
зз

ц

ш

ч
ч
ч
чч

1

2

0

0



,  (5.1)
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где клетки Ai (i = 1,.., k) матрицы A есть квадратные матрицы 
некоторого порядка ni, причем n ni

i

k

=
е =

1

, n — порядок матрицы.

теорема 1 (о достаточном условии приведения матрицы опера-
тора Â к клеточно-диагональному виду). Если P1 и P2 — A — ин-
вариантные подпространства пространства Ln и Ln = P1 Е P2, 
то существует базис в Ln такой, в котором матрица этого опе-
ратора имеет клеточно-диагональный вид.

теорема 2. Если в некотором базисе матрица оператора Â: 
Ln → Ln имеет клеточно-диагональный вид, то пространство Ln 
разлагается в прямую сумму своих инвариантных относитель-
но этого оператора подпространств.

Понятие жордановой нормальной формы матрицы оператора
Назовем жордановой клеткой порядка nk с собственным зна-

чением λk матрицу Ak вида

 Ak

k

k

k n nk k

=

ж

и

з
з
з
з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
ч
ч
ч

l
l

l

1 0 0

0 1 0

0 0 0 1

0 0 0

…
…

… … � � …
�
…

, .

  (5.2)

Матрица А имеет жорданову нормальную форму (ж.н.ф.) 
или является жордановой, если А = [A1,..., As] — клеточно-диа-
гональная матрица, все клетки A1,..., As которой — жордановы.

теорема Жордана
Для любого линейного оператора в комплексном простран-

стве Cn существует базис, в котором матрица оператора имеет 
жорданову нормальную форму
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 G

A

A

As

=

ж

и

з
з
з
зз

ц

ш

ч
ч
ч
чч

1

2

0

0



,  (5.3)

где A1,.., As — жордановы клетки и n1 +…+ ns = n.
Базис, в котором матрица оператора Â имеет жорданову нор-

мальную форму, называется каноническим.
Из выражения (5.3) следует, что канонический базис разби-

вается на s групп, каждая из которых порождает A — инвари-
антное подпространство. Кроме того, если e e en k1 2, , ,  — век-
торы k-й группы этого базиса (так что координатами их образов 
являются столбцы матрицы (5.2), пересекающие клетку Ak), то, 
как следует из выражения (5.2), Â(e1) = λke1, Â(e2) = e1 + λke1,.., ?

,A e e en n k nk k k
( ) = +-1 l  т. е. в этой группе только один вектор e1 — 

собственный с собственным значением λk, остальные называ-
ются присоединенными, соответствующими значению λk.

Из сказанного следует, что в ж.н.ф. матрицы оператора Â, 
имеющего кратные корни характеристического многочлена, 
столько клеток, сколько у оператора линейно независимых век-
торов.

Пример 1. Привести к жордановой нормальной форме ма-

трицу A =
- -ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

0 4 2

1 4 1

0 0 2
. Найти канонический базис.

Решение
Составим характеристический многочлен оператора Â и най-

дем его корни:

 A E- =
- - -

-
-

= - -( )l
l

l
l

l
4 2

1 4 1

0 0 2

2
3

.
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Корни его λ1,2,3 = 2, иначе λ = 2 — корень кратности 3. Выяс-
ним, сколько клеток в ж.н.ф. данной матрицы. Рассмотрим си-
стему A E X-( ) =2 Q и найдем ее ранг.

Имеем: r A E rang dA E-( ) =
- - -ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
= Ю =-2

2 4 2

1 2 1

0 0 0

1 22 , т. е. 

фундаментальная система решений системы A E X-( ) =2 Q со-
стоит из двух решений, значит, у оператора Â — два линейно 
независимых собственных вектора и ж.н.ф. матрицы должна со-
стоять из двух клеток, причем сумма порядков этих клеток со-
впадает с кратностью собственного значения λ = 2, т. е. с k = 3.

Тогда по теореме о приведении матрицы оператора к ж.н.ф. 
существует канонический базис, в котором ж. н.ф. матрицы опе-
ратора Â определена однозначно с точностью до перестановки 
входящих в нее жордановых клеток.

В силу сказанного матрица оператора Â может иметь следу-
ющую ж.н.ф.:

 G =
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

2 0 0

0 2 1

0 0 2

.

Найдем теперь канонический базис (e1, e2, e3), разбив его 
на две группы: e1 и (e2, e3). В каждой группе по одному собствен-
ному вектору оператора Â.

За e1 и e2 возьмем фундаментальную систему решений 
A E X-( ) =2 Q :

- - -ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

Ы +
2 4 2

1 2 1

0 0 0

0

0

0

2
1

2

3

1

x

x

x

x x22 3 3 1 20 2+ = Ы = - -x x x x  —

общее решение системы. За свободные неизвестные возьмем 
следующие наборы чисел {1, 0} и {–2, 1}. Тогда e1 = (1, 0, —1),  
e2 = (–2, 1, 0) составляют ФСР системы. А это значит, что 
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e1 и e2 — собственные векторы оператора Â, соответствующие 
собственному значению λ = 2.

Третий вектор канонического базиса e3 — присоединенный 
вектор, соответствующий этому же собственному значению, 
найдем из условия A E e e-( ) =2 3 2, т. е. из системы

 
- - -ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

ж

и

з
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ш

ч
ч
ч
=
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и
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ч
ч

2 4 2

1 2 1

0 0 0

2

1

0

1

2

3

x

x

x
.

Откуда можно получить, что e3 = (0, 0, 1).
Матрица перехода от базиса, в котором задана матрица A, 

к каноническому базису (e1, e2, e3) имеет вид: 

 T =
-

-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1 2 0

0 1 0

1 0 1

.

Можно проверить, что имеет место равенство G T AT= -1 .

Замечание. Каждая группа канонического базиса (e1, e2, e3) 
порождает A — инвариантное подпространство: L1 1= e  
и L2 2 3= e e, , причем R3 1 2= ЕL L .

Пример 2. Привести к жордановой нормальной форме ма-

трицу A =
-
-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

4 5 2

5 7 3

6 9 4

. Найти канонический базис.

Решение
Составим характеристический многочлен оператора Â и най-

дем его корни:
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A E- =
- -

- -
- -

=
- - -

- -
- -

=

=
- -

- -

l
l

l
l

l l
l

l

l l l

4 5 2

5 7 3

6 9 4

10 14 6

5 7 3

6 9 4

2

5 7 ll
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l l
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l l
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l l

3

6 9 4

1 2 1

5 7 3

6 9 4

1 2 1

0 3 2

0 3 2

3

- -
= -

-
- -
- -

= -
-
- -

- -
=

= - - -( )( 22 6 12 2- +( ) = - -( ) = - -( )l l l l l l) .

Корни характеристического многочлена: λ1,2 = 0, λ3 = 1. Вы-
ясним, сколько клеток в ж.н.ф. данной матрицы.

Рассмотрим систему, соответствующую λ1,2: A E X- Ч( ) =0 Q, 
и найдем ее ранг. Имеем: 

 r A E rang dA E-( ) =
-
-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
= Ю =-

3 5 2

5 8 3

6 9 3

2 1.

Аналогично определяем ранг системы для λ3. Имеем

 r A E rang dA E- Ч( ) =
-
-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
= Ю =-0

4 5 2

5 7 3

6 9 4

2 10 .

Значит, у оператора Â — два линейно независимых собствен-
ных вектора и ж. н.ф. матрицы должна состоять из двух клеток.

Тогда матрица оператора Â может иметь следующую ж. н.ф.:

 G =
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1 0 0

0 0 1

0 0 0

.

Найдем теперь канонический базис (e1, e2, e3), разбив его 
на две группы: e1 и (e2, e3). В каждой группе по одному собствен-
ному вектору оператора Â.

За e1 возьмем фундаментальную систему решений:
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общее решение системы. Пусть свободная неизвестная x3 = 1. 
Тогда e1 1 1 1= ( )   , , .

За e2 возьмем фундаментальную систему решений

 A E X- Ч( ) =0 Q : 
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общее решение системы. Пусть свободная неизвестная x2 = 2. 
Тогда e2 1 2 3= ( )   , , .

Третий вектор канонического базиса e3 — присоединенный 
вектор, соответствующий кратному собственному значению 
λ = 0, найдем из условия A E e e- Ч( ) =0 3 2, т. е. из системы 
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Решаем систему методом Гаусса:
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Пусть свободная неизвестная x2 = 1. Тогда e3 = (0, 1, 3).
Матрица перехода от базиса, в котором задана матрица A, 

к каноническому базису (e1, e2, e3) имеет вид 

 T =
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1 1 0

1 2 1

1 3 3

.

Из всех жордановых матриц наиболее простой вид имеет ди-
агональная матрица (у нее все клетки имеют первый порядок).

теорема 3 (о приведении матрицы оператора к диагональному 
виду). Для того чтобы матрица оператора была приводима к ди-
агональному виду, необходимо и достаточно, чтобы в Ln суще-
ствовал базис из собственных векторов этого оператора, т. е. 

А n= [ ]( )l l1, ,  Ы ($( )e en1, ,  — базис в Ln: 
?

) , ,А( e e i ni i i= =l 1 ).

Пример. Привести, если возможно, матрицу A =
-

ж

и
з

ц

ш
ч

1 1

3 1
 к ди-

агональному виду.
Решение
Найдем собственные значения А.

 A E- =
-

- -
= -l

l
l

l
1 1

3 1
42 .

SpÂ = {2, —2} — простой спектр оператора Â.
Простому спектру оператора Â соответствует линейно неза-

висимая система из n = 2 собственных векторов этого операто-
ра, которую можно принять за базис линейного пространства, 
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причем в этом базисе матрица оператора имеет диагональный 

вид: L = -[ ] =
-

ж

и
з

ц

ш
ч2 2

2 0

0 2
, . Найдем базис линейного простран-

ства из собственных векторов Â.

 λ1 = 2 (A — λ1 E) Х = Q.
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 λ2 = –2 (A — λ2 E) Х = Q.
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Таким образом, оператору Â в базисе (е1, е2) соответствует 

матрица L =
-

ж

и
з

ц

ш
ч

2 0

0 2
.

Оператор простой структуры
Среди операторов простейшим в известном смысле являет-

ся оператор простой структуры (ОПС).
Определение. Оператор Â: Ln → Ln называется оператором про‑

стой структуры, если существует n линейно независимых соб-
ственных векторов этого оператора.

Свойства оператора простой структуры:
1. Матрицу ОПС можно привести к диагональному виду в ба-

зисе из его собственных векторов. И наоборот, матрица диаго-
нального вида соответствует ОПС.

Из этого свойства видно, что ОПС имеет наиболее простое 
координатное представление, которое может быть определено 
с помощью одних лишь его собственных значений.

2. Геометрическое действие ОПС в Rn можно описать сле-
дующим образом: существует n «направлений», которые не из-
меняются при действии на Rn оператора и вдоль которых 
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пространство испытывает «условное» растяжение с коэффи-
циентами λ1,..., λn, которые являются собственными значени-
ями оператора.

3. Если Â — оператор простой структуры в Ln и {λ1,..., λn} — 
множество всех его различных собственных значений, то

 L L L Ln n
= Е Е Еl l l1 2

 .

4. Если оператор Â: Ln → Ln имеет простой спектр, состоящий 
из n собственных значений, то Â — оператор простой структу-
ры. (Обратное утверждение, вообще говоря, неверно).

В этом случае L e e en n= Е Е Е1 2  , где e1,..., en — собствен-
ные векторы оператора Â.

Пример 1. Определить, какие из следующих операторов, за-
данных своими матрицами в некотором базисе, являются опе-
раторами простой структуры:
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Решение
1. Составляем характеристический многочлен матрицы и на-

ходим его корни:
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Найдем дефект матрицы A — 3ЧE.
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Найдем дефект матрицы A — 1ЧE.
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dA — 3ЧE + dA — 1ЧE = 1 + 1 = 2.
Итак, оператор имеет только два линейно независимых соб-

ственных вектора. Отсюда следует, что оператор не является 
оператором простой структуры.

2. Составляем характеристический многочлен матрицы и на-
ходим его корни:
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0 3
1 3 1 3

-
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= - - =
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l
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Известно, что попарно различным собственным значениям 
соответствуют линейно независимые собственные векторы опе-
ратора. Из этого факта можно сделать вывод, что данный опе-
ратор в R 2 имеет два линейно независимых собственных векто-
ра, а значит, является оператором простой структуры.

3. Составляем характеристический многочлен матрицы и на-
ходим его корни:

 

- - -
- - -
- -

=
- -
- - -
- -

=
- -

-
-

1 3 1

3 5 1

3 3 1

1 3 1

1 5 1

1 3 1

1 3 1

0 2 0

0 0 2

l
l

l

l
l l
l l

l
l

ll

l l l

=

= - - =( )( ) ; { } { , , };1 2 1 2 22

 r A E d A E( ) ( ) .- Ч = Ы - Ч =1 2 1 1

 r A E d A E( ) ( )- = Ю - = - =2 1 2 3 1 2.
Так как dA — 1ЧE + dA — 2ЧE = 1 + 2 = 3, то оператор Â есть опера-

тор простой структуры.
Пример 2. Даны собственные значения {λ} = {1, —1, 4} и соб-

ственные векторы e1 = (4, 1, 2), e2 = (1, 1, 0), e3 = (2, 0, 1) линей-
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ного оператора в некотором базисе. Найти матрицу операто-
ра в этом базисе.

Решение
Из условия задачи следует, что данный оператор является 

ОПС. В базисе (e1, e2, e3) этому оператору соответствует диаго-

нальная матрица L = -
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1 0 0

0 1 0

0 0 4

. Найдем матрицу оператора 

в исходном базисе из уравнения: L = -ТАТ 1, откуда А Т Т= -1L   
(Т –матрица перехода от исходного базиса к базису, составлен-

ному из собственных векторов). Тогда Т =
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

4 1 2

1 1 0

2 0 1

.

Находим обратную матрицу Т–1 методом Гаусса:

4 1 2

1 1 0

2 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 1 0

4 1 2

2 0 1

0 1 0

1 0 0

0 0 1

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

~ ~

11 1 0

0 3 2

0 2 1

0 1 0

1 4 0

0 2 1

1 1 0

0 1 1

0 2 1

0 1 0

1 2 1

0 2 1

-
-

-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

-
-

- -
-

~

~

жж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

-
-

- -
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

-
-

~ ~

~

1 1 0

0 1 1

0 0 1

0 1 0

1 2 1

2 2 3

1 1 0

0 1 0

0 0 1

00 1 0

1 0 2

2 2 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 1 2

1 0 2

2 2 3

-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

-
-

- -

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

Ю

Ю

~~

ТТ - =
-

-
- -

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1

1 1 2

1 0 2

2 2 3

.

Находим матрицу оператора в исходном базисе
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А =
-

-
- -

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

-
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

ж

и

з
з

1 1 2

1 0 2

2 2 3

1 0 0

0 1 0

0 0 4

4 1 2

1 1 0

2 0 1зз

ц

ш

ч
ч
ч
=

=
- -

-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=

-1 1 8

1 0 8

2 2 12

4 1 2

1 1 0

2 0 1

11 2 6

-- -
- -

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

12 1 6

14 4 8

.

Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Линейные операторы заданы матрицей в некотором ба-
зисе:

 
0 1

4 0

2 9

1 8

9 0 0

2 9 0

5 0 9

0 4 0

0 2 0

2 8 1

-ж

и
з

ц

ш
ч -
ж

и
з

ц

ш
ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

-ж

и

з
з, , ,
зз

ц

ш

ч
ч
ч
;

а) найти собственные значения линейного оператора;
б) выяснить, является ли оператор оператором простой 

структуры;
в) найти собственные векторы линейного оператора;
г) привести матрицу линейного оператора к диагонально-

му (клеточно-диагональному) виду и найти соответствующий 
базис.

2. Даны собственные значения {λ} = {–2, —1, 2} и собствен-
ные векторы e1 = (2, 3, 3), e2 = (1, 1, 1), e3 = (4, 1, 7) линейно-
го оператора в некотором базисе. Найти матрицу оператора 
в этом базисе.
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2.7. Сопряженные и самосопряженные операторы

Линейные операторы в унитарном пространстве
Пусть Un — унитарное пространство над произвольным чис-

ловым полем P. Рассмотрим основные классы линейных опе-
раторов, таких, собственные векторы и собственные значения 
которых обладают специальными свойствами:

— сопряженный оператор;
— самосопряженный или эрмитов оператор;
— унитарный оператор;
— нормальный оператор.
Пусть Â: Un → Un.
(Â* — сопряженный оператор к Â в Un) Ы

D

 " О( x y U n,  
Â Âx y x y, , .*( ) = ( ))

(Â — самосопряженный оператор в Un) Ы
D

 " О( x y U n,  
Â Âx y x y, , .( ) = ( ))  По определению Â = Â*.

(Â — унитарный оператор в Un) Ы
D

 Â Â ÂÂ* .= =( )* E

(Â — нормальный оператор в Un)) Ы
D

 Â Â ÂÂ* .=( )*

Нетрудно убедиться, что как самосопряженные
Â Â ÂÂ Â* ,= =( )* 2  так и унитарные (

?
)*Â Â ÂÂ= =* E  операторы яв-

ляются частными случаями нормальных операторов и поэтому 
самосопряженные и унитарные операторы обладают свойства-
ми нормального оператора.

теорема 1. Оператор Â*, сопряженный к линейному опера-
тору Â, линеен.

теорема 2. Пусть (е1, е2,.., еn) — ОНБ в Un. Â Â« «( )A A, * *  

Ю A A
T* .=( )
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Матрица A aij= ( ) называется комплексно-сопряженной к ма-
трице A aij= ( ). Матрица A AT* =  называется сопряженной к A.

В евклидовом пространстве A AT* .=
Пусть e en1, ,( ) произвольный базис в Un. Тогда A G A GT* ,= -1  

где G — матрица Грама в базисе e en1, , .( )  В евклидовом про-
странстве A G A GT* .= -1

Пример 1. А — матрица линейного оператора в ОНБ, найти А*.
Решение

1. A
j

j
=

+
- -

ж

и
з

ц

ш
ч

1 2

2 2
; A A

j

j

j

j
T

T

* .= =
-
- +

ж

и
з

ц

ш
ч =

- -
+

ж

и
з

ц

ш
ч

1 1

2 2

1 2

1 2

2. A =
-

ж

и
з

ц

ш
ч

1 2

3 4
; A AT* .= =

-ж

и
з

ц

ш
ч

1 3

2 4

Пример 2. В линейном пространстве R 2 задан базис e e1 2, :( )  
e e e e1 2 1 2

1 2 5 6= = ( ) =, , , . p  В этом базисе оператор Â имеет ма-

трицу А = -ж

и
зз

ц

ш
чч

1 3

0 0
. Найти матрицу сопряженного оператора Â* 

в базисе e e1 2, .( )
Решение
Найдем матрицу Грама в базисе e e1 2, .( )  Для этого вычислим 

скалярные произведения базисных векторов:

 e e1 1 1Ч = ,  e e1 2 1 2 3
2

3Ч = Ч Ч -
ж

и
з

ц

ш
ч = - ,  e e2 2 4Ч = .

Тогда G =
-

-

ж

и
зз

ц

ш
чч

1 3

3 4
, G =1 и G - =

ж

и
зз

ц

ш
чч

1 4 3

3 1
.

Теперь найдем матрицу оператора Â* :

 A G A GT* = =
ж

и
зз

ц

ш
чч -

ж

и
зз

ц

ш
чч

-

-

ж

и
зз

ц

ш
чч =

-ж

и
з-1 4 3

3 1

1 0

3 0

1 3

3 4

1 3

0 0зз
ц

ш
чч.
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теорема 3. Для любого линейного оператора Â: Un → Un суще-
ствует единственный сопряженный к нему оператор.

теорема 4. Операция перехода от оператора Â к оператору Â* 
связана с операциями над линейными операторами следующи-
ми соотношениями:

1. AB B A( ) =
* * *.

2. A A* * .( ) =

3. A B A B+( ) = +
* * *.

4. l lЧ( ) = ЧA A
* *.

5. A A- -( ) = ( )1 1* * .

теорема 5. Ранги операторов Â и Â* равны.
теорема 6. ImÂ ^ Ker Â*; KerÂ ^ Im Â*.
теорема 7. Un = ImÂ Е Ker Â*; Un = Im Â* Е KerÂ.

самосопряженный оператор и его свойства
Самосопряженный оператор Â: Un → Un совпадает со своим 

сопряженным Â*: Un → Un, т. е. " О ( ) = ( )x y U x y x yn, , ,Â Â .
В комплексном пространстве Â называется эрмитовым, в ве-

щественном — симметрическим. Матрица эрмитова операто-
ра в ОНБ удовлетворяет условию A AT= .

Например, A
j

j
=

-
+

ж

и
з

ц

ш
ч

1 1

1 2
 — эрмитова матрица.

Матрица симметрического оператора A AT= .

Например, A =
-

ж

и
з

ц

ш
ч

1 5

5 3
 — симметрическая матрица.

теорема о собственных значениях эрмитова оператора. Все 
корни характеристического многочлена эрмитова оператора 
вещественны, иными словами, эрмитов оператор имеет n соб-
ственных значений (с учетом их кратностей).
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Замечание. Можно доказать, что самосопряженный опера-
тор в евклидовом пространстве En имеет n собственных значе-
ний (с учетом их кратностей).

теорема о собственных векторах самосопряженного операто-
ра. Собственные векторы, соответствующие попарно различ-
ным собственным значениям самосопряженного оператора, 
взаимно ортогональны.

теорема о структуре самосопряженного оператора. Самосо-
пряженный оператор в n-мерном пространстве есть оператор 
простой структуры, причем в пространстве существует ОНБ 
из собственных векторов оператора, в котором его матрица 
имеет диагональный вид.

теорема. k-кратному собственному значению самосопря-
женного оператора соответствует ровно k линейно независи-
мых собственных векторов.

Унитарные и ортогональные операторы
Оператор Û унитарного (евклидова) пространства называ-

ется унитарным (ортогональным), если Û · Û* = Û* · Û = Ê или 
на матричном языке  U U U U ET TЧ = Ч =  UU U U ET T= =( ) для ма-
трицы U оператора Û в ОНБ пространства.

Комплексная матрица U называется унитарной, если 
U U T- =1 . Вещественная матрица U называется ортогональной, 
если  U U T- =1 .

критерий унитарности (ортогональности) оператора
Пусть Û — линейный оператор в унитарном (евклидовом) 

пространстве Ln. Тогда следующие условия эквивалентны меж-
ду собой:

— Û — унитарен (ортогонален);
— матрица оператора U в любом ОНБ в L унитарна (орто-

гональна);
— Û переводит ОНБ в ОНБ;
— "x, y О L: (Ûx, Ûy) = (x, y);
— "x О L: (Ûx, Ûx) = (x, x).
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Из этой теоремы виден геометрический смысл унитарно-
го (ортогонального) оператора: он сохраняет длины векторов 
и углы между ними.

Пример. Линейный оператор Â 
?

:А R R3 3®  в базисе векторов 

( , , )a a a1 2 3  имеет матрицу A = -
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

2 3 1 0

1 0 0

2 3 0 1

. Выяснить, является ли 

оператор Â ортогональным, если разложение векторов ( , , )a a a1 2 3  
в ортонормированном базисе имеет вид a1 = e2 + e3; a2 = e1 + e3; 
a3 = e1 + e2.

Решение
Найдем матрицу Грама в базисе ( , , ).a a a1 2 3  Для этого вычис-

лим скалярные произведения базисных векторов:

 a a1 1 2Ч = , a a1 2 1Ч = , a a1 3 1Ч = , a a2 2 2Ч = , a a2 3 1Ч = , a a3 3 2Ч = .

Тогда  G =
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

2 1 1

1 2 1

1 1 2

. 

Обратную матрицу находим методом Гаусса:

2 1 1

1 2 1

1 1 2

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 1 2

1 2 1

2 1 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

~ ~

11 1 2

0 1 1

0 1 3

0 0 1

0 1 1

1 0 2

-
- -

-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

~

 ~ ~

1 1 2

0 1 1

0 0 4

0 0 1

0 1 1

1 1 3

1 1 2

0 1 1

0 0 1

0 0 1

0 1 1

1 4 1 4 3

-
-

-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

- -
- - 44

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

~

 ~ ~

1 1 0

0 1 0

0 0 1

1 2 1 2 1 2

1 4 3 4 1 4

1 4 1 4 3 4

1 0 0

0 1 0

0 0 1

3 4 1 4-
- -
- -

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

- --
- -
- -

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1 4

1 4 3 4 1 4

1 4 1 4 3 4

.
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 G - =
- -

- -
- -

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1 1
4

3 1 1

1 3 1

1 1 3

.

Теперь найдем матрицу оператора Â* :

    A G A G GT* = = =
- -

- -
- -

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

-ж

и

з
з
з

- -1 1 1
4

3 1 1

1 3 1

1 1 3

2 3 1 2 3

1 0 0

0 0 1

цц

ш

ч
ч
ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=

2 1 1

1 2 1

1 1 2

=
-

-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=

-
1
4

1 3 1

7 3 1 5 3

5 3 1 7 3

2 1 1

1 2 1

1 1 2

1
4

0 4 0

4 8 3 00

0 8 3 4

0 1 0

1 2 3 0

0 2 3 1

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=

-ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
.

Проверяем условие ортогональности оператора:

 AA Е* .= -
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

-ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=

2 3 1 0

1 0 0

2 3 0 1

0 1 0

1 2 3 0

0 2 3 1
 

Значит, оператор Â является ортогональным.

свойства унитарных матриц

1. UU ET = , т. е. u uik kj
k

n

ij
=
е =

1

d  (строки матрицы U являются по-

парно ортогональными векторами единичной длины).
2. U U ET = , т. е. u uki kj

k

n

ij
=
е =

1

d  (столбцы матрицы U являются 

попарно ортогональными векторами единичной длины).
3. U T  и U - -1  унитарные матрицы.
4. det .U =1

следствие 1. Унитарный (ортогональный) оператор невы-
рожден.

следствие 2. Обратный к унитарному оператору оператор 
унитарный (ортогональный).
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теорема о спектре унитарного оператора
Если Û — унитарный (ортогональный) оператор и lОSpU , 

то l =1.

теорема о структуре унитарного оператора в комплексном про-
странстве

Унитарный оператор в унитарном пространстве Un есть опе-
ратор простой структуры и существует в Un ОНБ из собствен-
ных векторов оператора Û, в котором его матрица имеет диа-
гональный вид.

теорема. Любой ортогональный оператор P №
?

EÊ в двумерном 
евклидовом пространстве (в плоскости) R 2 есть либо поворот, 
либо осевая симметрия (зеркальное отражение).

Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Линейный оператор Â: R R3 3®  в базисе векторов ( , , )a a a1 2 3  

имеет матрицу A = -
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1 1 3

0 5 1

2 7 3

. Найти матрицу сопряженного 

оператора Â* в том же базисе, если разложение векторов ( , , )a a a1 2 3  
в ортонормированном базисе имеет вид a1 = e1 + 2e2 + e3; 
a e e e a e e2 1 2 3 3 1 22= + + = +; .

2. В пространстве многочленов P2 задано скалярное произ-
ведение (р, q) = a0b0 + a1b1 + a2b2, где р(х) = a0 + a1х + a2х 2,  
q(х) = b0 + b1х + b2х 2. Найти матрицы оператора дифферен-
цирования D  и сопряженного оператора D*

  в базисе 
x x x x x2 2 22 2 1 2 2- - +( ), , .

3. В евклидовом пространстве R 3 линейный оператор Â пе-
реводит систему векторов  ( , , )a a a1 2 3  в систему векторов ( , , ).b b b1 2 3  
Является ли этот оператор самосопряжённым, если: a1 0 1 1= ( , , ); 
a2 1 0 1= ( , , );  a3 1 1 0= ( , , );  b1 2 3 1= ( , , );  b2 1 0 3= -( , , );  b3 5 1 4= -( , , )?
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4. Выяснить, являются ли следующие операторы простран-
ства V3 самосопряженными:

а) оператор проектирования на прямую;
б) оператор проектирования на плоскость;
в) оператор зеркального отражения относительно плоскости;
г) оператор поворота на угол φ вокруг координатной оси;
д) оператор растяжения.

5. Даны G
j

j
=

-
ж

и
з

ц

ш
ч-

2

0
 матрица Грама некоторого базиса 

и А
j

j
=

-
ж

и
з

ц

ш
ч -

0

2 0
 матрица линейного оператора в этом базисе. 

Выяснить, является ли оператор эрмитовым? унитарным?

3. Квадратичные формы в евклидовом пространстве

3.1. Определение квадратичной формы.  
Матрица квадратичной формы

Квадратичной формой от n вещественных переменных  
x1, x2,..., xn называется числовая функция вида F(x1, x2,..., xn) = 
=

==
ее a x xij i j
j

n

i

n

11

, где aij О R (aij = aji) называются коэффициентами 

квадратичной формы.
Симметричная матрица A aij n n

= ( )
,

 из коэффициентов квадра-

тичной формы называется матрицей квадратичной формы.
Например, матрица квадратичной формы

 F x x x x x x x x x x1 2 3 1
2

2
2

3
2

1 2 2 33 2 2 6, ,( ) = + - - +

имеет вид A =
-

-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

3 1 0

1 2 3

0 3 1
.
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Пусть в некотором ОНБ вектор x имеет координатный стол-

бец X
x

xn

=
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1

 . Тогда квадратичную форму F x x a x xij i j
j

n

i

n

,( ) =
==
ее

11

 

можно записать в матричном виде F x x X AXT,( ) =  или в опера-
торном виде F x x x Ax Ax x, , ,( ) = ( ) = ( ), где A  — самосопряжен-
ный оператор в Rn, соответствующий матрице A.

Пример 1. Найти (по определению) матрицу квадратичной 
формы F x x x x x x( , )1 2 1

2
1 2 2

23 6= - +  в базисе e i j e i j1 22= - + = -, . За-
писать квадратичную форму в этом базисе.

Решение
При переходе от одного базиса к другому в пространстве R 2 

формулы преобразования координат имеют вид:
x

x
T

x

x
1

2

1

2

ж

и
з

ц

ш
ч =

ў
ў

ж

и
з

ц

ш
ч, где T – матрица перехода;

x

x
1

2

ж

и
з

ц

ш
ч- координатный столбец произвольного вектора (точ-

ки) в том базисе, в котором задана квадратичная форма;
ў
ў

ж

и
з

ц

ш
ч

x

x
1

2

 — координатный столбец этого же вектора (точки) в ба-

зисе (e1, e2).

В нашем случае имеем: 
x

x

x

x
1

2

1

2

1 1

2 1

ж

и
з

ц

ш
ч =

-
-

ж

и
з

ц

ш
ч

ў
ў

ж

и
з

ц

ш
ч или 

x x x

x x x
1 1 2

2 1 22

= - ў + ў

= ў - ў
м
н
о

,

.

Подставим эти формулы преобразования в квадратичную 
форму. Получим

 
F x x x x x x x x x x( ' , ' ) ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 2

23 2 6 2= - ў + ў - - ў + ў ў - ў + ў - ў =

== ў - ў + ў29 33 101
2

1 2 2
2x x x x' .
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Т. о. F x x x x x x( , ) ,ў ў = ў - ў ў - ў1 2 1
2

1 2 2
229 33 4  А =

-

-

ж

и

з
з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
ч

29
33
2

33
2

10
 — матри-

ца квадратичной формы в базисе (e1, e2).
Определение. Квадратичная форма F (x, x), заданная в линей-

ном пространстве Ln, называется положительно (отрицатель‑
но) определенной, если " x О Ln (x № 0) F (x, x) > 0 (F (x, x) < 0).

Пусть A — матрица квадратичной формы F (x, x) и

 D a1 11= , D
a a

a a2
11 12

21 22

= ,…, D

a a a

a a a

a a a

n

n

n

n n nn

=

11 12 1

21 22 2

1 2

…
…

� � � �
…

— последовательность главных миноров матрицы А.

критерий сильвестра:
— для того чтобы квадратичная форма была положительно 

определенной, необходимо и достаточно, чтобы все главные ми-
норы ее матрицы были положительны, т. е. Di > 0, i = 1, 2,..., n;

— для того чтобы квадратичная форма была отрицательно 
определенной, необходимо и достаточно, чтобы имели место 
неравенства (–1)i · Di > 0, i = 1,.., n (знаки главных миноров че-
редуются, причем D1 < 0).

Пример 2. Найти, если возможно, все значения параметра λ, 
при которых квадратичная форма

 F x x x x x x x x( , , , )1 2 3 4 1
2

2
2

3
2

4
22 3 4= + + + - 

 - - +2 41 2 1 3 2 4l lx x x x x x

является положительно (отрицательно) определенной.
Решение
Найдем главные миноры матрицы квадратичной формы.
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 А D D=

- -
-
-

ж

и

з
з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
ч

= =
-

-
= -

1 2 0

2 0 1

2 0 3 0

0 1 0 4

1
1

2
21 2

2

l l
l
l

l
l

l, ; ;

 
D3

2 2

2 2

2 2

2

1 2

2 0

2 0 3

1 2

0 2 2

0 2 3 4

2 2

2 3
=

- -
-
-

=
- -
- -

- -
=

- -
-

l l
l
l

l l
l l
l l

l l
l --

=

= - - - - = -

4

2 3 4 2 6 11

2

2 2 2 2 2

l

l l l l( )( ) ( ) ;

   
D4

1 2 0

2 0 1

2 0 3 0

0 1 0 4

1 2 4

2 0 7

2 0 3 0

0 1 0 0

1 2 4

=

- -
-
-

=

- -
- -
-

=
-

-

l l
l
l

l l l
l
l

l l
ll
l

l l l

0 7

2 3 0

28 12 21 40 212 2 2

-
-

=

= - - - - = - +( ) ( ) .

Применяя критерий Сильвестра для положительно опреде-
ленной квадратичной формы, составляем систему неравенств:

 

1 0

2 0

6 11 0

21 40 0

2

2

2

>

- >

- >

- >

м

н

п
п

о

п
п

,

,

,

.

l

l

l

Решая систему, получим, что при l < 21 40  квадратичная 
форма будет положительно определенной.

Для отрицательно определенной квадратичной формы си-
стема неравенств имеет вид:

 

1 0

2 0

6 11 0

21 40 0

2

2

2

<

- >

- <

- >

м

н

п
п

о

п
п

,

,

,

.

l

l

l
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Очевидно, что данная система решений не имеет, следова-
тельно, ни при каких значениях λ квадратичная форма не бу-
дет отрицательно определенной.

Основная задача, связанная с квадратичными формами, сле-
дующая: с помощью линейного преобразования переменных 
квадратичной формы привести квадратичную форму к наибо-
лее простому (каноническому) виду.

Каноническим видом квадратичной формы называется квад-
ратичная форма, в которой содержатся только лишь квадраты 
переменных, т. е. отсутствуют в ней слагаемые, содержащие 
произведения попарно различных переменных x x i ji j , .№

теорема. В n-мерном евклидовом пространстве Rn задана 
квад ратичная форма F x x a x xij i j

j

n

i

n

,( ) =
==
ее

11

. Тогда в Rn существу-

ет ортонормированный базис из собственных векторов матри-
цы A aij n n

= ( )
,

 данной квадратичной формы, в котором квадра-
тичная форма принимает канонический вид F x x xi i

i

n

,( ) = ў( )
=
еl

2

1

, где ўxi  — координаты векторов x в данном базисе; li — соб-
ственные значения матрицы квадратичной формы.

Пример. Привести к каноническому виду квадратичную фор-
му F x x x x x x1 2 1

2
1 2 2

29 4 6, ,( ) = - +  указать соответствующий базис.
Решение

Составим матрицу квадратичной формы: А =
-

-
ж

и
з

ц

ш
ч

9 2

2 6
. Най-

дем собственные векторы и собственные значения матрицы А, 
так как матрица квадратичной формы имеет диагональный вид 
в ОНБ из собственных векторов.

Составляем характеристический многочлен матрицы и на-
ходим его корни:

 А E- =
- -
- -

=l
l

l
9 2

2 6
0, 9 6 4 0 15 50 02-( ) -( ) - = - + =l l l l, .
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Корни этого уравнения: l l1 25 10= =, .

Собственные векторы, соответствующие собственному зна-
чению λ = 5, найдем из матричного уравнения (A — 5E) X = θ. 
A E- =

-
-

ж

и
з

ц

ш
ч5

4 2

2 1
.

4 2

2 1

0

0
21

2
2 1

-
-

ж

и
з

ц

ш
ч
ж

и
з

ц

ш
ч =

ж

и
з

ц

ш
ч Ы =

a
a

a a  — общее решение ОСЛУ.

Пусть α1 = 1. Тогда a1

1

2
=
ж

и
з

ц

ш
ч — собственный вектор, отвечаю-

щий собственному значению λ = 5.

Аналогично для λ = 10: (A — 10E) X = θ. A E- =
- -
- -

ж

и
з

ц

ш
ч10

1 2

2 4
.

- -
- -

ж

и
з

ц

ш
ч
ж

и
з

ц

ш
ч =

ж

и
з

ц

ш
ч Ы = -

1 2

2 4

0

0
21

2
1 2

a
a

a a  — общее решение ОСЛУ.

Пусть α2 = 1. Тогда a2

2

1
=

-ж

и
з

ц

ш
ч — собственный вектор, отвеча-

ющий собственному значению λ = 10.
Найдем ОНБ из собственных векторов. Так как векторы a1 

и a2 ортогональны, то нам нужно только нормировать эти век-

торы: a a1 1 5= = , откуда e a
a

e
a
a1

1

1
2

2

2

1

5

1

2
1

5

2

1
= =

ж

и
з

ц

ш
ч = =

-ж

и
з

ц

ш
ч, .

Итак, получили ОНБ e e1 2, ,( )  в котором матрица квадратич-

ной формы имеет вид: ў =
ж

и
з

ц

ш
чA

5 0

0 10
, т. е. нашли канонический 

вид квадратичной формы:

 F х х х х( , ) .ў ў = ў + ў1 2 1
2

2
25 10
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3.2. Приложение квадратичных форм  
к задачам аналитической геометрии

Рассмотрим общее уравнение кривой второго порядка

 a x a xy a y a x a y a11
2

12 22
2

1 22 0+ + + + + = .  (*)

F x y a x a xy a y,( ) = + +11
2

12 22
22  — квадратичная форма.

Эту квадратичную форму с помощью ортогонального опера-
тора (оператора поворота) можно привести к сумме квадратов. 
В ОНБ из собственных векторов матрицы квадратичной фор-
мы уравнение (*) будет иметь вид:

 l l1
2

2
2

1 2 0ў + ў + ў ў + ў ў + =x y a x a y a ,

которое можно путем выделения полных квадратов привести 
к каноническому виду.

Точно также можно привести общее уравнение поверхно-
сти второго порядка

  a x a xy a xz a y a yz a z a x a y a z a11
2

12 13 22
2

23 33
2

1 2 32 2 2 0+ + + + + + + + + =

к каноническому виду.
Пример 1. Привести уравнение кривой второго порядка к ка-

ноническому виду, определить ее тип и построить соответству-
ющую линию: x x x x x x1

2
1 2 2

2
1 22 10 6 25 0- + - - + = .

Решение
Квадратичная форма, соответствующая данному уравнению: 

F х х x x x x( , ) .1 2 1
2

1 2 2
22= - +   Приведем ее к каноническому виду 

и найдем соответствующий ОНБ.

Матрица квадратичной формы имеет вид: A =
-

-
ж

и
з

ц

ш
ч

1 1

1 1
.

Находим собственные значения и собственные векторы А.

 
1 1

1 1
1 1 2 0 22 2- -

- -
= - - = - Ю { }={ }l

l
l l l l( ) ; .
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Найдем собственные векторы, соответствующие l1 = 0.

 ( ) .A E X- = Ю
-

-
ж

и
з

ц

ш
ч
ж

и
з

ц

ш
ч =

ж

и
з

ц

ш
чЮ - = Ю =l q

a
a

a a a a
1

1 1

1 1

0

0
01

2
1 2 1 2

а1

1

1
=
ж

и
з
ц

ш
ч — собственный вектор, отвечающий собственному 

значению λ = 0.
Аналогично найдем собственные векторы, соответствующие 

собственному значению l2 = 2.

 ( )A E X- = Ю
- -
- -

ж

и
з

ц

ш
ч
ж

и
з

ц

ш
ч =

ж

и
з

ц

ш
чЮ + = Ю = -l q

a
a

a a a a2
1

2
1 2 1

1 1

1 1

0

0
0 22.

а2

1

1
=

-ж

и
з

ц

ш
ч — собственный вектор, отвечающий собственному 

значению λ = 2.
Нормируем векторы а1 и а2: а а1 22 2= =, .

Векторы e1

1 2

1 2
=
ж

и
зз

ц

ш
чч, e2

1 2

1 2
=

-ж

и
зз

ц

ш
чч образуют правый ОНБ, что 

означает равенство единице определителя матрицы перехода 
1 2 1 2

1 2 1 2

-ж

и
зз

ц

ш
чч.

Замечание. Требование равенства единице определителя ма-
трицы перехода от ОНБ к ОНБ соответствует повороту систе-
мы координат.

Квадратичная форма в базисе (е1, е2) имеет вид: F х х х( , ) ( ) .ў ў = ў1 2 2
22

Преобразуем линейную форму f x x x x( , )1 2 1 210 6= - -  по фор-
мулам:

 
x

x

х

х
1

2

1

2

1 2 1 2

1 2 1 2

ж

и
з

ц

ш
ч =

-ж

и
зз

ц

ш
чч

ў
ў

ж

и
з

ц

ш
чЮ 

x х х

x х х

1 1 2

2 1 2

1

2

1

2
1

2

1

2

= ў - ў

= ў + ў

м

н
пп

о
п
п

,

.
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f х х х х х х

х

( , )ў ў = - ў - ўж

и
з

ц

ш
ч - ў + ўж

и
з

ц

ш
ч =

= - ў

1 2 1 2 1 210
1

2

1

2
6

1

2

1

2
16

2
11 2 1 2

4

2
8 2 2 2+ ў = - ў + ўх х х .

В новой системе координат (Oх хў ў1 2) уравнение данной кри-
вой примет вид:

 2 8 2 2 2 25 02
2

1 2ў - ў + ў + =x х х ;

выделяем полный квадрат для ўх2 и получаем ў -
ж

и
з

ц

ш
ч = - ў +

ж

и
з

ц

ш
чх х2

2

1

1

2
4

3

2
 

ў -
ж

и
з

ц

ш
ч = - ў +

ж

и
з

ц

ш
чх х2

2

1

1

2
4

3

2
 — каноническое уравнение параболы с вершиной 

С
-ж

и
з

ц

ш
ч

3

2

1

2
,  и осью симметрии, параллельной оси Ох ў1.

Выполним построение:

Рис. 5.4

хў2 хў1

х1

х2
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Пример 2. Привести уравнения поверхностей второго поряд-
ка к каноническому виду; определить тип поверхности и вы-
полнить построение:

а) 2 3 4 2 2
43
41

2
2
2

3
2

2 3 2 3x x x x x x x+ + - + + = ;

б) 6x1x2 + 8x2
2 — x3

2 = 9.
Решение
а) Приведем квадратичную форму к каноническому виду 

и найдем ОНБ из собственных векторов матрицы квадратич-
ной формы:

 F x x x x x x x x( , , ) ;1 2 3 1
2

2
2

3
2

2 32 3 4 2= + + -  

 A = -

-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

2 0 0

0 1 2 2

0 2 2 3

.

Для этого составим характеристический многочлен матри-
цы А и найдем его корни.

 
2 0 0

0 1 2 2

0 2 2 3

2 1 3 8 2 4 52

-

- -

- -

= - - - -[ ] = - - -

l

l

l

l l l l l l( ) ( )( ) ( )( ), 

 l{ }= -{ }2 5 1; ; .

Найдем собственные векторы матрицы А.

 l 1 2= : 
0 0 0

0 1 2 2

0 2 2 1

0

0

0

1

2

3

- -

-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=
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Ю

a
a
a

 
a a

a a

a

a
2 3

2 3

2 1

3 1

2 2 0

2 2 0

0

0

+ =
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 l2 5= :  
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Ю
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=
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м
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 Ю =а3 0 2 2( , , ).

Пронормируем ортогональную систему векторов а1, а2, а3:

 а1 1= ; а2 6= ; а3 6= .

Получим ОНБ: e1

1

0

0

=
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
, e2
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1 3

2 3

=
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ч
ч
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2 3

1 3

=
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з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
. (Просле-

дим за тем, чтобы определитель матрицы перехода был равен 1).
Квадратичная форма в базисе (е1, е2, е3) имеет вид:

 F x x x x x x( , , )ў ў ў = ў + ў - ў1 2 3 1
2

2
2

3
22 5 .

Преобразуем линейную форму f x x x x x( , , )1 2 3 2 32= +  по фор-
мулам:
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f х х х х х х х( , , )ў ў ў = ў + ў

ж

и
зз

ц

ш
чч + - ў + ў

ж

и
зз
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ш
чч =

=

1 2 3 2 3 2 32
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3
32 3 2 3 3 3ў + ў - ў + ў = ў = ўх х х х х х .

В новой системе координат (Оxў1xў2xў3) данное уравнение по-
верхности примет вид:

2 5 3
43
4

2 5 3
3
4

4
1

2
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2
3 1

2
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1

— уравнение однополостного гиперболоида.
Для упрощения построения поверхности найдем матрицу 

перехода от новой системы координат (Оxў1xў2xў3) к старой си-
стеме (Оx1x2x3):
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— искомая матрица определяет поворот системы координат 
вокруг оси Оxў1.
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Выполним построение:

x2

xў2

xў1 = x1

xў3

O

x3

Рис. 5.5

б) Решаем задачу по аналогии с предыдущей:
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В данном примере получили, что собственный вектор а3, со-
ответствующий собственному значению l = –1, ортогонален 
векторам а1 и а2. В общем случае вектор а3 можно найти как век-
торное произведение векторов а1 и а2, т. е.
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— ОНБ пространства R 3.

В этом ОНБ данное уравнение примет вид:  9 91
2

2
2

3
2ў - ў - ў =x x x  

или 
ў
-

ў
-

ў
=

x x x1
2

2
2

3
2

1 9 9
1 — каноническое уравнение двуполостно-

го гиперболоида.
Матрица перехода от системы (Оxў1xў2xў3) к (Оx1x2x3) имеет вид:
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Выполним построение:

x2

xў2

xў3 = x3

xў1

O

x1

Рис. 5.6

Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Определить, какие квадратичные формы являются по-
ложительно либо отрицательно определенными, а какие нет:

а) x x x x x x x x1
2

2
2

1 2 1 3 2 315 4 2 6- + - + ;

б) 12 12 6 11 6 61 2 1 3 2 3 1
2

2
2

3
2x x x x x x x x x- + - - - ;

в) x x x x x x1
2

2
2

3
2

4
2

2 44 4 8 8+ + + + .

2. Привести уравнения кривых второго порядка к канониче-
скому виду, определить тип и построить соответствующую линию:

а) 2 4 5 6 8 1 01
2

1 2 2
2

1 2x x x x x x+ + - - - = ;

б) 5 12 22 12 19 01
2

1 2 1 2x x x x x+ - - - = .

3. Привести уравнения поверхностей второго порядка к ка-
ноническому виду; определить тип поверхности и выполнить 
построение:

а) 7 6 5 4 4 6 24 18 30 01
2

2
2

3
2

1 2 2 3 1 2 3x x x x x x x x x x+ + - - - - + + = ;

б) 2 2 3 4 2 2 4 6 2 3 01
2

2
2

3
2

1 2 1 3 2 3 1 2 3x x x x x x x x x x x x+ + + + + - + - + = ;

в) x x x x x x x x x x x x1
2

2
2

3
2

1 2 1 3 2 3 1 2 32 4 10 4 2 4 10 1 0- + + - + + + - - = .
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Глава 6.  
ТЕОРИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

1. Основные понятия и определения

Решение различных задач математики, физики, химии и дру-
гих наук часто приводит к уравнениям, связывающим незави-
симую переменную, искомую функцию и ее производные или 
дифференциалы. Такие уравнения называются дифференци-
альными.

Например,
1. dx

dt
kx= -  — уравнение радиоактивного распада (k  — посто-

янная распада, x — количество неразложившегося вещества 
в момент времени t, скорость распада dx

dt
 пропорциональна ко-

личеству распадающегося вещества);

2. m d r
dt

F t r
dr
dt

2

2

� ��� � �
=

ж

и
зз

ц

ш
чч, ,  — уравнение движения точки массой m 

под влиянием силы F
���

, зависящей от времени, положения точ-

ки, определяемого радиус-вектором r


, и ее скорости dr
dt



. Сила 

равна произведению массы на ускорение;

3. ¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

=
2

2

2

2

2

2
4

u
x

u
y

u
z

x y zpr( , , ) — уравнение Пуассона, кото-

рому, в частности, удовлетворяет потенциал u x y z( , , ) электро-
статического поля, r( , , )x y z  — плотность зарядов.
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2. Дифференциальные уравнения первого порядка

Если искомая функция является функцией одного аргумен-
та, то дифференциальное уравнение называется обыкновенным.

Порядок дифференциального уравнения — порядок стар-
шей производной, входящей в дифференциальное уравнение.

Определение. Функция y x= j( ), x a bО( ), , непрерывная и n 
раз дифференцируемая на a b, ,( )  называется решением дифферен‑
циального уравнения n‑го порядка на a b, ,( )  если при подстановке 
её в уравнение получается тождество на указанном интервале.

Любое дифференциальное уравнение имеет, как правило, 
бесконечное множество решений.

График решения дифференциального уравнения называют 
интегральной кривой.

Процедура отыскания решений дифференциального урав-
нения (чаще всего связанная с интегрированием) называется 
интегрированием дифференциального уравнения.

Универсального метода решения дифференциальных урав-
нений не существует.

2. Дифференциальные уравнения первого порядка

Общий вид дифференциального уравнения первого поряд-
ка F x y y( , , ) .ў = 0  Обычно это уравнение представляют в форме, 
разрешенной относительно производной: ў =y f x y( , ), или в фор-
ме, содержащей дифференциалы:

 M x y dx N x y dy( , ) ( , ) .+ = 0

Рассмотрим дифференциальное уравнение

 ў =y f x y( , ).   (6.1)

Область D x y R f x y x y R f x y= ( )О $ ( ){ }И ( )О $ ( ){ }, : , , : / ,2 2 1  
называется областью определения дифференциального уравне-
ния (6.1).
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Пример. ў =y y .

Область определения дифференциального уравнения

 D x y R x y= ( )О -Ґ < < +Ґ < < +Ґ{ }, : , .2 0

2.1. Геометрическая интерпретация дифференциального уравнения 
первого порядка и его решений

 ў =y f x y( , ), x y D, .( )О

Пусть функция y x= j( ) есть решение уравнения. Сопоста-
вим каждой точке x y0 0,( ), соответствующей интегральной кри-
вой, направленный отрезок, угловой коэффициент которого 
равен f x y0 0, .( )  Получим так называемое поле направлений дан-
ного уравнения.

Итак, с геометрической точки зрения уравнение ў =y f x y( , ) 
определяет на плоскости  Oxy  поле направлений, а решение это-
го уравнения есть интегральная кривая, направление касатель-
ной к которой в каждой точке совпадает с направлением поля 
в этой точке.

Пример. Построить приближенно интегральные кривые 
уравнения ў = +y x y2 2 .

Решение. Построим поле направлений заданного уравнения. 
Найдем геометрическое место точек плоскости, в которых ка-
сательные к искомым интегральным кривым сохраняют посто-
янное направление. Такие линии называются изоклинами. Урав-
нения изоклин получим, считая dy

dx
k k= і, ,0  где k — постоянная; 

x y k2 2+ =  или x y k2 2 2+ = .

В данном случае изоклинами являются окружности с цен-
тром в начале координат, причем угловой коэффициент каса-
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тельных к искомым интегральным кривым равен радиусу этих 
окружностей. Придавая постоянной k  некоторые определен-
ные значения, построим поле направлений (рис. 6.1).

Рис. 6.1

Строим приближенно искомые интегральные кривые 
(рис. 6.2).

Рис. 6.2
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2.2. Задача Коши

Пусть уравнение ў =y f x y( , ) (6.1) определено в области D , на-
чальные условия дифференциального уравнения: x y D0 0, ,( )О  
причём y x y0 0( ) = . Требуется найти дифференцируемую функ-
цию, удовлетворяющую двум условиям:

1. Функция является решением дифференциального урав-
нения (6.1) на a b, ,( )  т. е. " О( )x a b,  ў ( ) = ( )( )j jx f x x, ;

2. j x( ) удовлетворяет заданным начальным условиям, т. е. 
j x y0 0( ) = .

Иными словами, из множества всех решений дифференци-
ального уравнения требуется выделить то решение, которое 
удовлетворяет заданным начальным условиям. С геометриче-
ской точки зрения, из всего семейства интегральных кривых 
дифференциального уравнения надо выделить ту интегральную 
кривую, которая проходит через данную точку x y0 0, .( )

Решение задачи Коши рассмотрим на примере дифферен-
циального уравнения ў =y y .

Нетрудно убедиться в том, что y = 0 есть решение данного 
уравнения (посредством подстановки y = 0 в уравнение).

Пусть y x( ) № 0 — решение дифференциального уравнения.

Тогда dy x
dx

y x
( )

( )= Ю =
dy x

y x
dx

( )

( )
. Проинтегрируем послед-

нее равенство

 dy x

y x
dx y x C

( )

( )
= Ю Ч = +2

общий интеграл

дифференциального уравненияя

� ��� ��� Ю =
+

тт y
x C( )2

4

— общее решение ДУ.
Пусть y x y0 0( ) =  — начальные условия дифференциального 

уравнения.
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Для решения задачи Коши необходимо найти значение С 
(произвольной постоянной), подставляя в общий интеграл вме-
сто x и y начальные условия: 2 20 0 0 0 0Ч = + Ю = Ч -y x C C y x .

Получим y
x C

=
+( )0

2

4
 или y

x y x
=

+ Ч -( )2

4
0 0

2

 — решение за-

дачи Коши, удовлетворяющее заданным начальным условиям.
Итак, имеем:

1. y
x C

C=
+( )

" О
2

4
;  — бесконечное множество решений 

дифференциального уравнения.

2. Пусть начальные условия: y( )2 1= -  Ю =
+ Ч - -

y
x( )

.
2 1 2

4

2

 

Отсюда следует, что задача Коши не имеет решения.
3. Пусть начальные условия: y( )2 1=   Ю =

+ Ч -
Ю =y

x
C

( )
.

2 1 2
4

0
2

 

Задача Коши имеет единственное решение y x
=

2

4
.

4. Пусть начальные условия: y( ) ,2 0=  тогда задача Коши име-

ет неединственное решение. А именно, y x
=

-( )2
4

2

 и y є 0. Оба 

решения удовлетворяют заданным начальным условиям.
Таким образом, задача Коши может не иметь решения, иметь 

единственное решение, иметь неединственное решение.
Сформулируем достаточные условия существования и един-

ственности решения задачи Коши.
теорема. Если:
1. f x y( , ) непрерывна (по совокупности своих аргументов x 

и y) в некоторой области D D* ;Н Н2

2. ¶
¶

= ўf x y
y

f x yy

( , )
( , ) непрерывна (по совокупности перемен-

ных x  и y) в D*, то для любых начальных условий y y
x x=

=
0

0, 



230

Глава 6. ТЕОРИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

( , ) *x y D0 0 О  в некоторой окрестности точки ( , )x y0 0  найдётся ре-
шение задачи Коши для уравнения ў =y f x y( , ), удовлетворяю-
щее заданным начальным условиям.

D * называется областью единственности.
Определение. Однопараметрическая функция вида y x C= j( , ), 

x a bО( ), , где C  — вещественная произвольная постоянная, на-
зывается общим решением дифференциального уравнения (6.1) 
на a b, ,( )  если

1) для любого допустимого значения C  функция y x C= j( , ) 
является решением дифференциального уравнения, т. е. 
ў єj j( , ) ( , ( ,C));x C f x x

2) для любых начальных условий ( , ) *x y D0 0 О  $ = =! : ( , )C C y x C0 0j 
$ = =! : ( , )C C y x C0 0j  — решение задачи Коши для дифференциального 

уравнения, удовлетворяющее заданным начальным условиям.
Замечание. j( , ,C) ,x y = 0  где y y x= ( ) — решение дифферен-

циального уравнения (6.1) на a b,( ) называется общим интегра‑
лом дифференциального уравнения (6.1).

Определение. Всякое решение, полученное из общего реше-
ния (общего интеграла) дифференциального уравнения (6.1) 
при каком-либо конкретном значении C, называется частным 
решением (частным интегралом) дифференциального уравне-
ния (6.1) на a b, .( )

Решение задачи Коши есть частное решение дифференци-
ального уравнения.

Определение. Решение дифференциального уравнения (6.1) 
называется особым, если в каждой его точке нарушается един-
ственность решения задачи Коши.

Замечание. Особое решение дифференциального уравнения 
нельзя получить из общего решения дифференциального урав-
нения ни при каком значении C  (даже при C = Ґ).
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Тогда в примере п. 2.1 y x c
=

+( )2

4
 — общее решение; y x

=
2

4
 — 

частное решение; y є 0 — особое решение дифференциального 
уравнения.

Правило решения задачи коши для дифференциального урав-
нения первого порядка:

1. Находим общее решение дифференциального уравне-
ния (6.1) (общий интеграл).

2. Реализуя начальные условия, находим конкретное значе-
ние C C= 0 .

3. Подставляя в общее решение значение C0, получаем част-
ное решение (частный интеграл) — решение задачи Коши, удов-
летворяющее заданным начальным условиям.

Некоторые типы дифференциальных уравнений первого по-
рядка, решаемые аналитически, приведены в табл. 6.1.

Таблица 6.1

№ Название 
дифферен-
циального 
уравнения

Вид дифференциаль-
ного уравнения

Схема решения дифферен-
циального уравнения

1 Уравнение 
с разделя-
ющимися 
перемен-
ными

ў = Чy f x g y( ) ( )

или
M x N y dy

M x N y dx
1 1

2 2 0

( ) ( )

( ) ( )

Ч +

+ Ч =

Разделяем переменные
dy

g y
f x dx

( )
( )= тт

и интегрируем обе части 
уравнения.

2 Однород-
ное ў = ж

и
з

ц
ш
чy f

y
x

или

ў =
ж

и
з

ц

ш
чy f

x
y

Подстановка y
x

p x= ( ) приво-

дит уравнение к уравнению 
с разделяющимися перемен-
ными.
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№ Название 
дифферен-
циального 
уравнения

Вид дифференциаль-
ного уравнения

Схема решения дифферен-
циального уравнения

3 Линейное ў + Ч =y p x y g x( ) ( ) Подстановка Бернулли 
y x u x v x( ) ( ) ( )= Ч  приводит 
исходное уравнение к виду: 
v

du
dx

u
dv
dx

p x v g x+ +ж
и
з

ц
ш
ч =( ) ( ). 

Из условия dv
dx

p x v+ =( ) 0 

находим v x( ), подставляем 
в уравнение v du

dx
g x= ( ), 

получаем u x( ).

4 Уравнение 
Бернулли

ў + Ч = Чy p x y g x y( ) ( ) ;a

a a№ №0 1,

Подстановка Бернулли 
y x u x v x( ) ( ) ( ).= Ч

5 Уравнение 
в полных 
дифферен-
циалах

M x y dx N x y dy( , ) ( , ) ,+ = 0

причем ¶
¶

=
¶
¶

M
y

N
x

Тогда существует функция
u x y( , ) : du x y M x y dx

N x y dy

( , ) ( , )

( , )

= +
+ Ю

 

u x y C( , ) =  — общий интеграл 
дифференциального уравне-
ния.

Пример 1. Решить уравнения
а) ( ) ( ) ;x y y dx x y x dyЧ - + Ч + = 0  б) x y y x yЧ Ч ў = +2 2;

в) ў + Ч Ч = -y x y e x2
2

; г) 2 3 02 2xydx x y dy+ +( ) = .

Решение
а) — это уравнение с разделяющимися переменными.

 y x dx x y dyЧ - = - Ч +( ) ( )1 1 ;

 ( ) ( )
,

x
x

dx
y

y
dy

-
= -

+1 1  y № 0, x № 0;

Окончание табл. 6.1
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 ( )1
1

1
1

- = - +
ж

и
з

ц

ш
чт тx

dx
y

dy;

 x x y y C y x x y C- = - - + Ю - = - + +ln ln ln ln ln ( ) ln  Ю

 Ю = Ч Ю- +y
x

C e x y( )

 Ю = Ч Ч - +y C x e x y( )

— общее решение уравнения. Решение y = 0 входит в общее ре-
шение, следовательно, является частным решением уравнения, 
x = 0 — особое решение.

б) — это однородное уравнение, преобразуем к виду 

 y
x

y
y
x

xЧ ў = + №1 02( ) , .

Воспользуемся подстановкой  y
x

p x y x p y p x p= Ю = Ч Ю ў = + Ч ў( ) .

Подставляем в уравнение, получаем

 p p x p p p x p p p( )+ Ч ў = + Ю + Ч Ч ў = + Ю1 12 2 2  

 Ю x p
dp
dx

pdp
dx
x

p
x CЧ Ч = Ю = Ю = +1

2

2

ln ln  Ю

 Ю = Ч + Ч Ю = Ч Юp x C
y
x

C x2
2

2
22 2ln ln ln  

 Ю = Ч Чy x C x2 2 2ln

— общий интеграл дифференциального уравнения.
в) — это уравнение линейное.
Решаем его с помощью подстановки Бернулли 

 y x u x v x( ) ( ) ( )= Ч Ю Ю ў = ўЧ + Ч ўy u v u v .

Подставляем в уравнение, получаем 

 ў Ч + Ч ў + Ч Ч = -u v u v x v e x( )2
2

.
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ў + Ч Ч = Ю = - Ч Юv x v
dv
v

xdx2 0 2  v e x= - 2

 — частное решение урав-

нения ў + Ч Ч =v x v2 0.
Тогда

 du
dx

e e du dx u x x Cx xЧ = Ю = Ю = +- -2 2

( ) .

Окончательно, y x x C e x( ) ( )= + Ч - 2

 — общее решение уравне-
ния.

г) — 2 3 02 2Ч Ч + + Ч =x y dx x y dy
M x y N x y( , ) ( , )

( ) .��� � �� ��  Найдём частные производ-

ные функций M x y( , ) и N x y( , ):

 ¶
¶

=
M
y

x2 , ¶
¶

=
N
x

x2 .

Равенство этих частных производных говорит о том, что дан-
ное уравнение есть дифференциальное уравнение в полных 
дифференциалах, т. е.

 $ = Ч Ч + + Чu x y du x y x ydx x y dy( , ) : ( , ) ( ) .2 32 2

Найдём функцию 

 u x y x ydx C y u x y x y C y( , ) ( ) ( , ) ( ).= Ч Ч + Ю = Ч +т2 2

Определим частную производную ¶
¶

= + ўu
y

x C y2 ( ) из диффе-

ренциального уравнения ¶
¶

= + Ч
u
y

x y2 23 .

Из двух последних равенств имеем:

 x C y x y C y y C y y dy2 2 2 2 23 3 3+ ў = + Ч Ю ў = Ч Ю = Чт( ) ( ) ( ) .

Одна из первообразных  C y y( ) .= 3

Итак, u x y x y y( , ) .= Ч +2 3
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Общий интеграл дифференциального уравнения имеет вид: 
x y y C2 3Ч + = .

Пример 2. Решить задачу Коши для x y y x2 +( ) Ч ў =  при началь-
ных условиях: y( ) .1 0=

Решение
Это уравнение Бернулли относительно x x y= ( ).

 ( ) .x y
dy
dx

x x
dx
dy

x y
dx
dy

x
y
x

2 2+ Ч = Ю = + Ю - =

Подстановка Бернулли: x y u y v x( ) ( ) ( )= Ч  приводит к уравнению:

 du
dy

v u
dv
dy

v
y

u v
Ч + Ч -

ж

и
з

ц

ш
ч = Ч

.

1. dv
dy

v
dv
v

dy v y v e y- = Ю = Ю = Ю =0 ln ;

2. e du
dy

y
u e

udu y e dyy
y

yЧ =
Ч

Ю = Ч Ю-2 u y
e e

Cy y
2

2 2

2 2
1
4 2

= - Ч - Ч + Ю- -

     Ю = - +ж
и
з

ц
ш
ч Ч +-u y e Cy2 21

2
;

     x u v y e C ey y2 2 2 2 21
2

= Ч = - -ж
и
з

ц
ш
ч Ч +

ж

и
з

ц

ш
ч Ч Ю-

     Ю = Ч - -x C e yy2 2 1
2

.

Подставляем начальные условия, получаем 1 1
2

3
2

= - Ю =C C , 

тогда x e yy2 23
2

1
2

= Ч - -  — общий интеграл дифференциального 

уравнения.
Пример 3. Разность потенциалов на зажимах катушки рав-

номерно падает от E0 2= B до E1 1= B в течение 10 с. Какова бу-
дет сила тока в конце десятой секунды, если в начале опыта она 
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была 16
2
3

А ? Сопротивление катушки 0,12 Ом, коэффициент 

самоиндукции 0,1 Гн.
Решение
Если переменный электрический ток I I t= ( ) течёт по про-

воднику с коэффициентом самоиндукции L и сопротивлени-
ем R , то напряжение вдоль проводника будет складываться 
из напряжения, вызываемого самоиндукцией и равного L dI

dt
Ч , 

и напряжения, обусловленного сопротивлением цепи и равно-
го R IЧ . Таким образом, L dI

dt
R I UЧ + Ч = . Зная U t R L( ), ,  и началь-

ную величину тока I I( ) ,0 0=  можно найти из этого уравнения 
силу тока как функцию времени.

В данной задаче в момент времени t  падение напряжения 
равно 2

2 1
10

-
-

Чж
и
з

ц
ш
ч =t U t( ).

Получим

 0 1 0 12 2
10

, ,Ч + Ч = -
dI
dt

I
t  или dI

dt
I t+ Ч = -1 2 20, .

Это линейное уравнение. Делая подстановку Бернулли 
I u v= Ч , ў Ч + Ч ў + Ч Ч = -u v u v u v t1 2 20, ,  тогда  ў + Ч =v v1 2 0, ,  ў Ч = -u v t20 . 
Решаем данные уравнения, получим v e t= -1 2, , а u t e dt e

t
e e Ct t t t= -( ) = - + +т 20

20
1 2 1 2

1
1 2

1 2 1 2 1 2
2

1 2, , , ,

, , ,
. 

u t e dt e
t

e e Ct t t t= -( ) = - + +т 20
20
1 2 1 2

1
1 2

1 2 1 2 1 2
2

1 2, , , ,

, , ,
.

Затем получим I u v= Ч :  I e e
t

e e Ct t t t= - + +-1 2 1 2 1 2
2

1 220
1 2 1 2

1
1 2

, , , ,(
, , ,

) 
или I t Ce t= - + -125

7 2
5
6

1 2

,
.,

Из начального условия I ( )0
50
3

=  находим C = -
5

7 2,
; зависи-

мость силы тока от времени имеет вид: I t e t= - - -125
7 2

5
6

5
7 2

1 2

, ,
.,



237

2. Дифференциальные уравнения первого порядка

Сила тока в конце десятой секунды будет равна 

 I e= - - »-125
7 2

50
6

5
7 2

9 0312

, ,
, .A

Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Решить дифференциальные уравнения:
а) t ds

dt
ts2 2 3= - ;

б) 3 02 3y y y xў + + = ;

в) ў - =y xy x y2 2 3 2;

г) ў - Ч =y y x
x

tg
cos

;
1

д) ў = +( )y y x2 42 ;

е) 3 3 02 3 3 2x y y dx x xy dy+( ) + +( ) = ;

ж) 4 3 2 3 0x y dx y x dy-( ) + -( ) = ;

з) x dy xy y dx+ -( ) =2 0;

и) ў +( ) = -y x x y1 ;

к) xy y x
y
x

ў = + cos .2

2. Найти частный интеграл (частное решение) дифференци-
ального уравнения:

а) y x y xyy y2 2 1 1+ ў = ў ( ) =, ;

б) 5
1

2 2 0
4

0
2+
+ж

и
з

ц
ш
ч + = ж

и
з

ц
ш
ч =x

y dx x dy y,
p ;

в) ў = + ( ) =+ -y e e yx y x y , 0 0;
г) y y y xln3 1 0+ ў + = , y e-( ) =15 16/ ;
е) ў + +( ) = -( ) ( ) =y x y x y ycos cos , /2 2 0 4p ;
ж) ўЧ - Ч =-y xx y3 9 0

2

, y 0 1( ) = ;
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з) ў -
-

- - =y
y
x

x
1

1 0
2 , y 0 0( ) = ;

и) ў + =y x yctg 2, y 0 2( ) = ;
к) y dx x y dy- +( ) Ч =4 02 ln , y 0 2( ) = .

3. Дифференциальные уравнения высших порядков

Уравнение вида

 y f x y y yn n( ) ( )( , , ,..., ),= ў -1    (6.2)

где n >1, называется дифференциальным уравнением n-го порядка.
Область определения дифференциального уравнения n-го 

порядка есть область D x y y y n n= ў Н- +{( , , ,..., )} .( )1 1


3.1. Задача Коши

Пусть дано дифференциальное уравнение y (n) = 
= ў -f x y y y n( , , ,..., ),( )1  ( , , ,..., )( )x y y y Dnў О-1  и начальные условия: 
y x y y x y( ) , ( ) ,...,0 0 0 0= ў = ў  y x yn n( ) ( )( ) ;- -=1

0 0
1  ( , , ,..., ) .( )x y y y Dn

0 0 0
1

0ў О-

Требуется найти непрерывную n раз дифференцируемую 
функцию  y x x a b= Оj( ), ( , ), удовлетворяющую условиям:

1) y x= j( ) является решением данного дифференциального 
уравнения на ( , ),a b  т. е. j j j j( )

( , )

( )( ) ( , ( ), ( ),..., ( ));n

a b

nx f x x x xє ў -1

2) y x= j( ) удовлетворяет заданным начальным условиям: 
j( ) ,x y0 0= ў = ў =- -j j( ) ,..., ( ) .( ) ( )x y x yn n

0 0
1

0 0
1

теорема существования и единственности решения задачи 
коши для дифференциального уравнения n-го порядка. Если

1. f x y y y n( , , ,..., )( )ў -1  непрерывна (по совокупности n +( )1  ар-
гументов) в области D D* ;Н
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2. ¶
¶

¶
¶ ў

¶
¶ -

f
y

f
y

f
y n

, , ...,
( )1  непрерывны (по совокупности аргумен-

тов x y y y n, , ,..., ( )ў -1 ) в D D* ,Н  то существует единственное реше-
ние задачи Коши дифференциального уравнения y(n) = 

y f x y y yn n( ) ( )( , , ,..., ),= ў -1  удовлетворяющее заданным начальным ус-
ловиям: 
 y x y y x y y x yn n( ) , ( ) ,..., ( ) ,( ) ( )

0 0 0 0
1

0 0
1= ў = ў =- -  

 ( , , ,..., ) *.( )x y y y Dn
0 0 0

1
0ў О-

Область D * называется областью единственности.
Определение. Общее решение дифференциального уравне-

ния (6.2) есть n-параметрическая функция j j( , , ,.., ) ( , ),x C C C x Cn1 1 2 = 
j j( , , ,.., ) ( , ),x C C C x Cn1 1 2 = x a bО( , ), где C C Cn1 2, ,...,  — произвольные постоянные, 

удовлетворяющая следующим требованиям:
1. " =C C C Cn( , ,.. )1 2  функция j( , )x C  — решение дифференци-

ального уравнения (6.2) на ( , ).a b

2. Для любых начальных условий из области единственности 
найдется единственный набор  C C C C Cn= =0 1

0
2
0 0( , ,.., ), такой, что 

j( , )x C0  удовлетворяет заданным начальным условиям.
Определение. Соотношение вида F x y C Cn( , , ,..., ) ,1 0=  неяв-

но определяющее общее решение дифференциального урав-
нения (6.2) на ( , ),a b  называется общим интегралом дифферен-
циального уравнения.

Частное решение дифференциального уравнения (6.2) по-
лучается из его общего решения при конкретном значении C .

3.2. Интегрирование дифференциальных уравнений  
высших порядков

Дифференциальные уравнения высших порядков, как пра-
вило, не решаются точными аналитическими методами.

Виды дифференциальных уравнений высших порядков, до-
пускающих понижение порядка, приведены в табл. 6.2.
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Таблица 6.2

№ Вид ДУ Способ понижения 
порядка

1

y f xn( ) ( )=
неполное дифференциальное урав-
нение
(отсутствуют y y y n, ,..., ( )ў -1 )

После n-кратного интегри-
рования получится общее 
решение дифференциаль-
ного уравнения.

2

y f x y y yn k k n( ) ( ) ( ) ( )( , , ,..., )= + -1 1

неполное дифференциальное урав-
нение (отсутствуют искомая функ-
ция y x( ) и её ( )k -1  первые произво-
дные)

Подстановка y x p xk( )( ) ( )=
понижает порядок уравне-
ния на k единиц.

3
y f y y yn n( ) ( )( , ,..., )= ў -1

неполное дифференциальное 
уравнение (явно не содержится 
аргумент x искомой функции y x( ))

Подстановка ў =y x p y( ) ( )
понижает порядок уравне-
ния на единицу

4

Уравнение в точных производных 
(может быть полным и неполным). 
Такое уравнение можно преобразо-
вать к виду *( )ў = **( )ў , где правая и ле-
вая части уравнения есть точные 
производные некоторых функций.

Интегрирование правой 
и левой частей уравнения 
по аргументу понижает по-
рядок уравнения на еди-
ницу

5

Дифференциальное уравнение, 
содержащее однородность, т. е. 
уравнение вида y f x y y yn n( ) ( )( , , ,..., )= ў -1 , 
где f x y y y n( , , ,..., )( )ў -1  — однородная 
функция относительно y y y n, ,..., ( )ў -1

Подстановка ў
=

y
y

p x( ) 

понижает порядок уравне-
ния на единицу.

Определение. Функция F t x y z( , , , ,...) называется однород‑ 
ной по переменным x y z, , ,..., если " >l 0 F t x y z( , , , ,...)l l l  =
= lk F t x y z( , , , ,...) в любой точке области определения функции F ;  
k  — порядок однородности.

Например, f x y z y x y z z( , , ) = + Ч Ч -2 23  — однородная функция 
второго порядка относительно y z, , т. е. " >l 0 f x y z y x y z z( , , ,...) ( ) ( )( ) ( )l l l l l l= + - =2 23 

f x y z y x y z z( , , ,...) ( ) ( )( ) ( )l l l l l l= + - =2 23  = + Ч Чl2 2(y x y z  -3 2z ).
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Пример 1. Найти общее решение дифференциального урав-
нения ўўў =y xsin .

Решение
Данное уравнение не содержит явно y y y, , .ў ўў  Последователь-

но интегрируем его три раза.
ўў = - +y x Ccos ,1

ў = - + Ч +y x C x Csin ,1 2

y x C
x

C x C= + Ч + Ч +cos 1

2

2 32
 — общее решение.

Пример 2. Решить задачу Коши для дифференциального 
уравнения x y y x yЧ ўў + ў = Ч ў2 при y y( ) , ( ) .1 0 1 1= ў =

Решение
Подстановка ў =y x p x( ) ( ) понизит порядок дифференциаль-

ного уравнения на единицу.
 x p p x p p

p
x

pЧ ў + = Ч Ю ў+ =2 2. 

Получили уравнение Бернулли. Применим подстановку Бер-
нулли: p x u x v x( ) ( ) ( )= Ч , ў = ў Ч + Ч ўp x u v u v( )  и подставим в уравне-
ние.

Получим 

 ў Ч + Ч ў + = Чu v u v
v
x

u v( ) ,2 2   ў + = Ю = - Ю =v
v
x

dv
v

dx
x

v
x

0
1

,

 ў = Ю = Ю = - + Ю =
-

u
u
x

du
u

dx
x u

x C u
C x

2

2 1
1

1 1
ln

ln
, 

 ў = =
Ч -

y p
x x

1

1(C ln )
.

На этом этапе решим задачу Коши:
1

1
1 1

1
1

1=
Ч -

Ю =
(C ln )

C Ю ў =
Ч -

y
x x

1
1( ln )

 — уравнение перво-

го порядка с разделяющимися переменными; его решение: 
y x C= - - +ln ln .1 2
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Подставляем начальные условия: 0 1 1 02 2= - - + Ю =ln( ln ) .C C

y x= - -ln ln1  — решение задачи Коши.
Пример 3. Найти решение дифференциального уравнения 

y y yЧ ўў + ў =2 0.

Решение
Воспользуемся подстановкой ў = ўў = ў Ч ўy p y y p y y x( ), ( ) ( )  или 

ўў = Ч ўy p y p y( ) ( ), получим y p p p p yp yЧ Ч ў + = Ю + =2 0 0( ' ) . Следова-
тельно, p = 0 или y p pЧ ў + = 0.

y p pЧ ў + = 0 — дифференциальное уравнение первого поряд-
ка с разделяющими переменными.

 dp
p

dy
y

p y c p
C
y

= - Ю = - + Ю =ln ln ln .1
1

Подставляя в уравнение y p y' ( ),=  получаем

 ў = Ю = Ю = Ч +y
C
y

ydy C dx
y

C x C1
1

2

1 22

— общий интеграл дифференциального уравнения.
Рассмотрим случай p = 0. Тогда ў = Ю =y y C0 . Это решение 

входит в общий интеграл дифференциального уравнения. Зна-

чит, y C=  — частное решение. Следовательно, y
C x C

2

1 22
= Ч +  — 

общий интеграл дифференциального уравнения.
Пример 4. Решить дифференциальное уравнение y y yЧ ўў + ў =2 0.

Решение
Это уравнение в точных производных. Действительно,

 y y y
y
y

y
y

Ч ўў = - ў Ю
ўў
ў
= -

ў2 .

Проинтегрируем левую и правую части по x, т. е. 

 
ўў
ў

= -
ў

т т
y
y

dx
y
y

dx 
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или 
 d y

y
dy
y

y y y
C
y

( )
ln ln ln C .

ў
ў

= - Ю ў = - + Ю ў =т т 1
1

Получим дифференциальное уравнение первого порядка 
с разделяющимися переменными ydy C dx= 1 .

Тогда y C x C
2

1 22
= Ч +  — общий интеграл уравнения.

Пример 5. Решить задачу Коши для ў Ч = ўў Ч ўўўy y y yV( )I  при 
y y y( ) , ( ) , ( ) ,1 3 1 2 1 1= ў = ўў = ўўў =y ( ) .1 0

Решение
Это уравнение в точных производных.
y
y

y
y

V( )1

ўўў
=

ўў
ў
 или d y

y
dy
y

y y
( )

ln ln ln C ,
ўўў
ўўў

=
ў
ў
Ю ўўў = ў +т т 1   ўўў = Ч ўy C y1 .

Реализуем начальные условия: 0 2 01 1= Ч Ю =C C . Получим 
дифференциальное уравнение третьего порядка ўўў =y 0. Проин-
тегрируем его три раза и после каждого интегрирования будем 
подставлять начальные условия:

 ўў =y C2, 1 2=C , ўў =y 1.

 ў = +y x C3,  2 1 13 3= + Ю =C C ,  ў = +y x 1.

 y
x

C=
+

+
( )

,
1

2

2

4   3 4
2

14 4= + Ю =C C .

Получили y x
=

+
+

( )1
2

1
2

 — решение задачи Коши исходного 

дифференциального уравнения.
Пример 6. Решить уравнение y y

x
y y yЧ ўў - Ч ў Ч - ў =

1
02 .

Решение

Приведем уравнение к виду 
ўў
- Ч

ў
-

ў
=

y
y x

y
y

y
y

1
02( ) , разделив обе 

части исходного уравнения на y 2 и воспользуемся подстановкой
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ў
= Ю ў =

Ч ўў - ў
=

ўў
-

ўж

и
з

ц

ш
ч

y
y

p x p x
y y y

y
y
y

y
y

( ) ( )
( )

.
2

2

2

 

Подставим p x( ) и ўp x( ) в дифференциальное уравнение; по-

лучим ў - =p
p
x

0. Это уравнение первого порядка с разделяющи-

мися переменными dp
p

dx
x

p x p C x= Ю = + Ю = Чln ln ln C .1 1

Учитывая, что p y
y

=
ў
, получим: 

ў
= Ч

y
y

C x1 . Тогда

 
ў

= Ч Ю = Ч +т т
y
y

dx C xdx y C
x

1 1

2

22
ln lnC  или y C e

C
X

= Ч
Ч

2
21

2

— общее решение исходного дифференциального уравнения.

Упражнения для самостоятельной подготовки

Решить дифференциальные уравнения высших порядков:
а) yy yўў + ў( ) =

2
1;

б) ўў = ўy yy2 ;

в) ўў = + +y x x
x

sin ;
1

2

г) yy y yўўў - ў ўў = 0;

д) ўў = + ў( )y x y xsin cos ;1

е) 1 2 02+( ) ўў - ў =x y xy ;

ж) ўў = +
+

y e
x

x / ;2 1
1

з) yy y y yўў - ў - ў =2 2 0;

и) x y yўў +( ) + ў =1 0;

к) 2 1
2

yy yўў = + ў( ) .
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3.3. Теория линейных дифференциальных уравнений  
высшего порядка

 y a x y a x y a x y f xn n
n n

( ) ( )( ) ... ( ) ( ) ( )+ Ч + + Ч ў + Ч =-
-1

1
1    (6. 3)

— неоднородное линейное дифференциальное уравнение n-го 
порядка, где a x a x a x f xn n1 1( ), , ( ), ( ), ( ) -  — непрерывные 
на некотором промежутке ( , )a b  функции.

Интервал ( , )a b  называется интервалом непрерывности диф-
ференциального уравнения (6.3).

Введем (условный) дифференциальный оператор n-го порядка

 L
d
dx

a x
d
dx

a x
d

dx
a xn

n

n

n

n n n[ ] ( ) ... ( ) ( ).Ч = + + + +
-

- -1

1

1 1

При действии его на функцию y x( ) получим

 L y
d y
dx

a x
d y
dx

a x
dy
dx

a x yn

n

n

n

n n n[ ] ( ) ... ( ) ( ) ,= + + + +
-

- -1

1

1 1

т. е. левую часть линейного дифференциального уравнения n-го 
порядка.

Вследствие этого уравнение можно записать в виде 
L y f xn[ ] ( ),=  где Ln[ ]Ч  — линейный оператор.

Рассмотрим вопрос существования и единственности реше-
ния задачи Коши для линейного дифференциального уравне-
ния L y f xn[ ] ( ).=

Разрешим дифференциальное уравнение относительно y n( ):

y f x a x y a x y a x yn
n n

n( ) ( )( ) ( ) ( ) ... ( ) ,= - Ч - Ч ў - - Ч-
-

1 1
1   x a bО( , ),   ( , )a b

— интервал непрерывности дифференциального уравнения.

Т. к. функция 

 F x y y y f x a x y a x y a x yn
n n

n( , , ,..., ) ( ) ( ) ( ) ... ( )( ) (ў = - Ч - Ч ў - - Ч-
-

1
1 1

--1) 

непрерывная в области
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D x y y y R x a b y

y

n n* {( , , ,..., ) : ( , ), ( ; ),

( ; ),..

( )= ў О О О -Ґ Ґ

ўО -Ґ Ґ

- +1 1

.., ( ; )}( )y n- О -Ґ Ґ1

и производные 

 ¶
¶

= -
¶
¶ ў

= -
¶

¶
= -- -

F
y

a x
F
y

a x
F

y
a xn n n

( ), ( ), ..., ( )
( )1 1 1  

непрерывны в области D*, то область единственности D*, в ко-
торой задача Коши дифференциального уравнения (6.3) имеет 
единственное решение, зависит только от выбора точки 
x a b0 О( , ); все остальные значения аргументов y y y n, ,..., ( )ў -1  функ-
ции F x y y y n( , , ,..., )( )ў -1  можно брать произвольными.

3.4. Общая теория однородных линейных  
дифференциальных уравнений (ОЛДУ)

Рассмотрим однородное линейное дифференциальное урав-
нение вида

 L y y a x y a x y a x yn
n n

n n[ ] ( ) ... ( ) ( )( ) ( )= + Ч + + Ч ў + Ч =-
-1

1
1 0,  (6.4)

где ( , )a b  — интервал непрерывности ОЛДУ.
Основные свойства решений ОЛДУ
1. Свойство аддитивности.
Если (y x y x1 2( ), ( ) — решения ОЛДУ (6.4) на ( , )a b ), то 

y x y x1 2( ) ( )+  — решение ОЛДУ (6.4) на ( , )a b ).
2. Свойство однородности.
Если (y x( ) — решение ОЛДУ (6.4) на ( , )a b ), то (" Оa P  (P  — 

числовое поле) aЧ y x( ) — решение ОЛДУ (6.4) на ( , )a b ).
Свойства аддитивности и однородности называются линей-

ными свойствами решений однородного линейного дифферен-
циального уравнения (6.4).
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следствие. Если (y x y x y xk1 2( ), ( ),..., ( ) — решения ОЛДУ (6.4) 

на ( , )a b ), то " Оa a1,..., k P  a y xi i
i

k

Ч
=
е ( )

1

 — решение ОЛДУ (6.4)  

на ( , )a b .
3. Если y x u x j v x( ) ( ) ( )= + Ч  — комплексно-значное решение 

ОЛДУ (6.4) на ( , )a b , то (u x v x( ), ( ) — действительно-значные ре-
шения ОЛДУ (6.4) на ( , )a b .

Последующие свойства решений однородного линейного 
дифференциального уравнения связаны с понятием «линей-
ная зависимость».

Определение. Система функций { ( ), ( ), , ( )},j j j1 2x x xn

x a bО( , ) называется линейно зависимой на ( , ),a b  если найдётся 
нетривиальный набор чисел { }ai i

n
=1, такой, что линейная комби-

нация a ji i
i

n

xЧ
=
е ( )

1

 функций j j j1 2( ), ( ), , ( )x x xn  с этими чис-

лами тождественно равна нулю на ( , )a b , т. е. a ji i
i

n

a b
xЧ є

=
е ( ) .

( , )
1

0

В противном случае система функций называется линейно 
независимой.

Пример. Исследовать систему функций на линейную зави-
симость:

а) { , } ( , );e e xx x2 22 Ч О Ґ -Ґ  б) { , }, ( , ).e x e xx x2 2Ч О Ґ -Ґ

Решение
а) Составим линейную комбинацию и приравняем к 0: 

a a1
2

2
22 0e ex x+ = . Отсюда e x2

1 2 1 22 0 2( ) .a a a a+ = Ю = -  Например, 
a a1 22 1= = -; . Тогда система функций линейно зависима на 
( , ),Ґ -Ґ  т. к. существует нетривиальный набор a a1 22 1= = -; , та-
кой, что 2 1 2 02 2Ч - Ч Ч є

Ґ -Ґ
e ex x( ) .

( , )

б) Система { , }, ( , )e x e xx x2 2Ч О Ґ -Ґ  линейно независима, т. к. 
существует только тривиальный набор a a1 20 0= =; , такой, что 
0 0 02 2Ч + Ч Ч є

Ґ -Ґ
e x ex x( ) .

( , )
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теорема о необходимом условии линейной зависимости конеч-
ной системы функций

Если система функций { ( )}ji i
nx =1 — линейно зависима на ( , );a b  

" Оi n xi{ ,..., } ( )1 j  n -1 раз дифференцируемая на ( , )a b  функция, 
то " Оx a b( , ) определитель Вронского равен нулю

  W x x x

x x x

x x
n

n

[ ( ), ( ),..., ( )]

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ...
j j j

j j j
j j

1 2

1 2

1 2=
ў ў ўў

=

- - -

j

j j j

n

n n
n

n

x

x x x

( )

... ... ... ...

( ) ( ) ... ( )( ) ( ) ( )
1

1
2

1 1

0.

следствие. Если $ О №x a b W x xn0 1 0 0 0( , ) : [ ( ),..., ( )]j j , то систе-
ма { ( )}ji i

nx =1 линейно независима.
Теорема не обратима, т. е. необходимые условия линейной 

зависимости системы функций не являются достаточными.
Продолжим изучение свойств решений однородного линей-

ного дифференциального уравнения.
теорема о необходимом и достаточном условии линейной неза-

висимости решений однородного линейного дифференциального 
уравнения. Пусть { ( )}y xi i

n
=1 — решения ОЛДУ (6.4) на ( , )a b , где 

( , )a b  — интервал непрерывности ОЛДУ. Система { ( )}y xi i
n
=1 — ли-

нейно независима на ( , )a b ) тогда и только тогда, когда (" Оx a b( , ) 
определитель Вронского

 W y x y x

y x y x y x

y x y x y x
n

n

n[ ( ),..., ( )]

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )
1

1 2

1 2=
ў ў ў

.... ... ... ...

( ) ( ) ... ( )( ) ( ) ( )y x y x y xn n
n

n
1

1
2

1 1

0

- - -

= .

Определение. Всякая линейно независимая на ( , )a b  система 
из n решений однородного линейного дифференциального 
уравнения L yn[ ]= 0, x a bО( , ) называется фундаментальной си‑
стемой решений (ФСР) однородного линейного дифференци-
ального уравнения на ( , ).a b
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теорема о фундаментальной системе решений ОЛДУ
Для любого однородного линейного дифференциального 

уравнения L yn[ ] ,= 0  x a bО( , ) существует ФСР.
Замечания
1. Для любого однородного линейного дифференциального 

уравнения L yn[ ]= 0 на интервале ( , )a b  непрерывности диффе-
ренциального уравнения существует бесконечное множество 
фундаментальных систем решений.

2. Зная фундаментальную систему решений ОЛДУ, всегда 
можно восстановить однородное линейное дифференциаль-
ное уравнение и найти его общее решение.

3.5. Восстановление однородного линейного дифференциального 
уравнения по его фундаментальной системе решений

Пусть { ( ), ( ), , ( )}y x y x y xn1 2   — линейно независимая систе-
ма функций на ( , ).a b

Примем её за фундаментальную систему решений однород-
ного линейного дифференциального уравнения n-го порядка 
на ( , ).a b  По свойствам линейности решений однородного ли-
нейного дифференциального уравнения любая линейная ком-
бинация решений однородного линейного дифференциаль-
ного уравнения есть решение этого уравнения. Тогда y(x) = 

y x y xi i
i

n

( ) ( )= Ч
=
еa

1

 — решение однородного линейного дифференци-

ального уравнения на ( , )a b  и система решений ОЛДУ 
{ ( ), ( ), ( ),..., ( )},y x y x y x y xn1 2  x a bО( , ) линейно зависима.

Определитель Вронского линейно зависимой системы ра-
вен нулю, т. е.
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 " Оx a b( , ) 

   W y x y x y x

y x y x y x

y x y x
n

n

[ ( ), ( ),..., ( )]

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ...
1

1 2

1 2=
ў ў ўyy x

y x y x y x

n

n n
n

n

( )

... ... ... ...

( ) ( ) ... ( )

.

( ) ( ) ( )
1

1
2

1 1

0

- - -

є

Раскрывая определитель по элементам первого столбца, по-
лучим однородное линейное дифференциальное уравнение n-го 
порядка с переменными коэффициентами.

Пример. Составить однородное линейное дифференциаль-
ное уравнение (возможно меньшего порядка), имеющее част-
ные решения y x e x

1( ) ,= y x e x
2( ) .= -

Решение
Система { , }e ex x-  линейно независима на ( , ),-Ґ Ґ  т. к.

 W e e
e e

e e
x x

x x

x x
[ , ] .-

-

-
= = - /є2 0

Примем ее за фундаментальную систему решений однород-
ного линейного дифференциального уравнения второго по-
рядка. Тогда система решений { ( ), , }y x e ex x-  однородного ли-
нейного дифференциального уравнения будет линейно 
зависимой на ( , )-Ґ Ґ  и определитель Вронского этих решений 
равен нулю, т. е.

 " О -Ґ Ґx ( , ) 
y x e e

y x e e

y x e e

x x

x x

x x

( )

( )

( )

-

-

-

ў -
ўў

є 0.

Раскрывая определитель по элементам первого столбца, по-
лучим

 
y

e e

e e
y

e e

e e
y

e e

e e

y y

x x

x x

x x

x x

x x

x x
Ч

-
- ў Ч + ўў Ч

-
= Ю

Ю Ч - Ч ўў =

-

-

-

-

-

-
0

2 2 0 ЮЮ ўў- =y y 0
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— однородное линейное дифференциальное уравнение второ-
го порядка с постоянными коэффициентами, для которого си-
стема функций { , }e ex x-  является фундаментальной системой ре-
шений на ( , ).-Ґ Ґ

теорема о структуре общего решения однородного линейного 
дифференциального уравнения. Пусть L yn[ ] — однородное ли-
нейное дифференциальное уравнение n-го порядка с интерва-
лом непрерывности ( , )a b ; { ( )}y xi i

n
=1 — фундаментальная систе-

ма решений этого уравнения на ( , ).a b  Тогда общим решением 
однородного линейного дифференциального уравнения L yn[ ] 
на ( , )a b  является линейная комбинация решений фундамен-
тальной системы однородного линейного дифференциального 
уравнения с произвольными коэффициентами, т. е.

 y x C y xi
i

n

i( ) ( ),= Ч
=
е

1

 где " О Оi n Ci{ ... }, .1 

Сформулируем алгоритм решения однородного линейного 
дифференциального уравнения

1. Найти фундаментальную систему решений ОЛДУ (6.4) 
L yn[ ]= 0 на интервале ( , ).a b

2. Найти общее решение ОЛДУ (6.4), используя теорему 
о структуре общего решения.

3. Для решения задачи Коши по начальным условиям 
y x y y x y y x yn n( ) , ( ) ,..., ( )( ) ( )

0 0 0 0
1

0 0
1= ў = ў =- -  найти значения C C1

0
1= ,

C C C Cn n2
0

2
0= =,...,  и подставить их в общее решение вместо про-

извольных постоянных.
Пример. Решить задачу Коши ўў - =y y 0 при y y( ) ( ) .0 1 0 1= ў = -

Решение
Как было отмечено ранее, в качестве фундаментальной си-

стемы решений возьмем линейно независимую систему функ-
ций, например, { , }.e ex x-  Тогда общее решение данного уравне-
ния будет y x C e C ex x

общее ОЛДУ ( ) .= Ч + Ч -
1 2
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Реализуя данные начальные условия, найдём значения  
C1 и C2 :

 
y x C e C e

y x C e C e

x x

x x

( ) ,

( )

= Ч + Ч
ў = Ч - Ч

м
н
п

оп

-

-
1 2

1 2

 Ю
+ =
- = -

м
н
о

Ю = =
C C

C C
C C1 2

1 2
1 2

1

1
0 1

,
; .

Тогда y x e x( ) = -  — решение задачи Коши.

4. Интегрирование однородных линейных 
дифференциальных уравнений

Рассмотрим основные методы интегрирования уравнения 

 L yn[ ]= 0. (6.4)

4.1. Метод Эйлера

Решение уравнения будем искать в виде y e x= Чl . Подставим 
эту функцию в уравнение, получим

 ( ... )l l l ln n
n n

xa a a e+ Ч + + Ч + Ч є-
-

Ч
1

1
1 0 

или 
 l l ln n

n na a a+ Ч + + Ч + =-
-1

1
1 0...   (6.5)

— характеристическое уравнение однородного линейного диф-
ференциального уравнения, которое как алгебраическое урав-
нение по теореме Гаусса имеет хотя бы одно решение. Тогда 
уравнение L yn[ ]= 0 будет иметь решение вида
 y e x= Чl .

Итак, для того чтобы подстановка Эйлера y x e x( ) = Чl  являлась 
решением однородного линейного дифференциального урав-
нения с постоянными коэффициентами, необходимо и доста-
точно, чтобы число l в ней было решением характеристическо-
го уравнения (6.5).
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Так как характеристическое уравнение (6.5) — алгебраиче-
ское уравнение n-й степени, то возможны следующие вариан-
ты его решения:

1. Все корни характеристического уравнения вещественные 
и попарно различные, т. е. l l l1 2, ,... ,n О " № №i j i jl l . Тогда 
функции y x e y x e y x ex x

n
xn

1 2
1 2( ) , ( ) , , ( )= = =Ч Ч Чl l l

  образуют фунда-
ментальную систему решений однородного линейного диффе-
ренциального уравнения и его общее решение имеет вид

 y C y xi
i

n

iобщее ОЛДУ = Ч
=
е

1

( ).

Пример 1. Решить уравнение ўўў - ў =y y 0.

Решение. Это однородное линейное дифференциальное 
уравнение. Составим характеристическое уравнение и найдём 
его корни.
 l l l3 1 0 0 1 1- = Ю = -{ } { , , }.

Все корни вещественные, простые.
Поэтому фундаментальную систему решений образуют 

функции { , , }1 e ex x-  и общее решение имеет вид

 y x c c e c ex x
общее ОЛДУ ( ) .= + Ч + Ч -

1 2 3

2. Среди n корней характеристического уравнения есть крат-
ные вещественные корни. Пусть корень l имеет кратность k >1. 
Тогда этому корню соответствует ровно k  линейно независи-
мых решений однородного линейного дифференциального урав-
нения вида: e x e x ex x k xl l lЧ Ч - ЧЧ Ч, ,..., .1

Пример 2. Решить уравнение y yIV - ўўў = 0.

Решение
Найдём корни характеристического уравнения

 l l l4 3 0 0 0 0 1- = Ю ={ } { , , , }.

Фундаментальную систему решений образуют функции 
{ , , , },e x xxlЧ 1 2  и общее уравнение имеет вид:
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 y x c e c c x c xx
общее ОЛДУ ( ) .= Ч + + Ч + Ч1 2 3 4

2

3. Среди n корней характеристического уравнения есть про-
стые комплексно-сопряжённые числа, например, l a b1 2, .= ± Ч j  
Тогда этим корням будет соответствовать комплексно-значное 
решение y x e j x

1 2,
( )( ) .= ± Ч Чa b  Решение y x e e ej x x j x( ) ( )= = Ч+ Ч Ч Ч Ч Чa b a b  пред-

ставим в тригонометрическом виде (по формуле Эйлера) 
y x e x j xx( ) (cos sin ).= Ч + ЧЧa b b

Тогда по теореме о комплексно-значном решении линейно-
го однородного дифференциального уравнения y x e xx

1( ) cos= ЧЧa b  
и y x e xx

2( ) sin= ЧЧa b  — два линейно независимых действительно-
значных решения.

Пример 3. Найти фундаментальную систему решений урав-
нения
 ўў - Ч ў + Ч =y y y2 5 0.

Решение
Составим характеристическое уравнение

 l l2 2 5 0- Ч + =

и найдём его корни: { } { }.l = ± Ч1 2 j  Тогда фундаментальную си-
стему решений образуют функции { cos , sin }e x e xx xЧ Ч2 2  или 
{ cos , sin }.e x e xx xЧ - Ч2 2

4. Среди n корней характеристического уравнения есть ком-
плексно-сопряжённые кратные корни, например, l a b1 2, = ± Ч j — 
корни кратности k >1.Тогда этим корням соответствует 2k  ли-
нейно независимых решений вида

 e x e x x e x x e xx x x xa a a ab b b bЧ Ч Ч ЧЧ Ч Ч Ч Ч Чcos , sin , cos , sin ,...,

 x e x x e xk x k x- Ч - ЧЧ Ч Ч Ч1 1a ab bcos , sin .

Пример 4. Даны корни { } { , , , , , }l = ± ±0 2 2 2 j j  характеристи-
ческого уравнения однородного линейного дифференциально-
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го уравнения с постоянными коэффициентами восьмого по-
рядка. Найти фундаментальную систему решений этого 
дифференциального уравнения.

Решение
Среди корней характеристического уравнения есть простой 

корень l1 0= , трёхкратный вещественный корень l2 2=  и дву-
кратные комплексно-сопряжённые корни l3 4, .= ± j  Тогда фун-
даментальная система решений состоит из 8 линейно незави-
симых решений, а именно: { , , , ,cos , sin ,1 2 2 2 2e x e x e x xx x xЧ Ч ЧЧ Ч
x x x xЧ Чcos , sin }.

4.2. Интегрирование однородных линейных дифференциальных 
уравнений с переменными коэффициентами,  

допускающих понижение порядка

Рассмотрим уравнение 

 L yn[ ]= 0  (6.4)

( , )a b  — интервал непрерывности дифференциального уравнения.
теорема. Если известно одно из решений однородного ли-

нейного дифференциального уравнения y x1( ), x a bО( , ), то под-
становка
 y x y x Z x dx( ) ( ) ( ) ,= Ч т1

где Z x( ) — новая неизвестная функция на ( , )a b , понижает по-
рядок дифференциального уравнения (не нарушая его линей-
ности) на единицу.

Пример. Найти общее решение ОЛДУ ўў - Ч Ч ў + Ч =y x y y2 2 0.

Решение
Одно из решений этого уравнения легко подобрать, а имен-

но y x x1( ) ,=  а другое решение найдём в виде y x y x Z x dx x Z x dx2 1( ) ( ) ( ) ( ) .= Ч = Чт т × 
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×y x y x Z x dx x Z x dx2 1( ) ( ) ( ) ( ) .= Ч = Чт т  Функцию Z x( ) найдём из уравнения 
x Z x ZЧ + - Ч Ч =' ( ) .2 2 02

 dZ
Z

x
x

dxт т=
Ч -2 22

, ln ln ( ) ,Z x x Z x
e
x

x

= - Ю = т2

2

 

 y x c x
e
x

dx
x

2 2

2

( ) .Ч Ч т
Тогда фундаментальную систему решений образуют функ-

ции x x
e
x

dx
x

; .Ч
м
н
п

оп

ь
э
п

юп
т

2

 Общее решение дифференциального урав-

нения имеет вид

 y x c x c x
e
x

dx
x

общее ОЛДУ ( ) .= Ч + Ч Ч т1 2

2

4.3. Интегрирование однородных линейных дифференциальных 
уравнений с переменными коэффициентами,  

сводящихся к однородным линейным дифференциальным  
уравнениям с постоянными коэффициентами

теорема. Если однородное линейное дифференциальное 
уравнение с переменными коэффициентами приводится к од-
нородному линейному дифференциальному уравнению с по-
стоянными коэффициентами, то только лишь с помощью под-
становки t x c a x dxn

n( ) ( )= Ч т , где c — некоторая константа.
Например, уравнение Эйлера x y a x y a x y a yn n n n

n nЧ + Ч Ч + + Ч Ч ў + Ч =- -
-

( ) ( ) ... ,1
1 1

1 0 
x y a x y a x y a yn n n n

n nЧ + Ч Ч + + Ч Ч ў + Ч =- -
-

( ) ( ) ... ,1
1 1

1 0  a a a Rn1 2, ,..., О  можно привести к однород-
ному линейному дифференциальному уравнению с постоян-
ными коэффициентами с помощью подстановки

 t c
a

x
dxn

n
n= Ч т .
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Для удобства возьмём c
an

n
=

1
, получим t dx

x
t x= Ю = Ют ln

x et= . С помощью этой подстановки уравнение Эйлера приво-
дится к однородному линейному дифференциальному уравне-
нию с постоянными коэффициентами.

Пример. Найти общее решение ОЛДУ x y x y y2 3 0Ч ўў + Ч Ч ў + = .

Решение
Воспользуемся подстановкой y x t y et( ( )) ( ).=  Тогда

 ў = ў Ч ў = ў ў = ў = ў Чy x t y x x t y x e y x e y x xt
t

t( ( )) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ;

 ўў = ў Ч + ў Ч ў = ўў Ч + ў Чy x t
d
dt

y x t x y x x y x y x( ( )) ( ( )) ( ) 2 ;

 ў =
ў

y x
y x t

x
( )

( ( ))
, ўў =

ўў - ў Ч
=

ўў -
ў
Ч

=
ўў - ў

y x
y y x

x

y
y
x

x

x
y y

x
( ) .

2 2 2

Подставим значения ўy x( ) и ўўy x( ) в уравнение Эйлера.

Получим ( )ўў - ў Ч
+ Ч

ў
Ч + =

y y x
x

y
x

x y
2

2
3 0 или ўў + - Ч ў + =y y y( ) .3 1 0

 ўў + Ч ў + =y y y2 0, l l l2 2 1 0 1 1+ Ч + = = - -, { } { , };

 y x C C t e t
общее ОЛДУ с п/к ( ) ( ) ,= + Ч Ч -

1 2

 t x e
x

t= Ю =-ln .
1

Общее решение исходного однородного линейного диф-
ференциального уравнения с переменными коэффициента-
ми имеет вид

 y x C C x
xобщее ОЛДУ ( ) ( ln ) .= + Ч Ч1 2

1
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5. Решение неоднородных линейных  
дифференциальных уравнений

Рассмотрим неоднородное линейное дифференциальное 
уравнение

 y a x y a x y a x y f xn n
n n

( ) ( )( ) ... ( ) ( ) ( )+ Ч + + Ч ў + Ч =-
-1

1
1 .  (6.6)

В операторной форме уравнение (6.6) записывается так: 
L y f xn[ ] ( ),=  где (a, b) — интервал непрерывности дифференци-
ального уравнения.

теорема о структуре общего решения неоднородного линейно-

го дифференциального уравнения. Пусть y x C y xi
i

n

i( ) = Ч ( )
=
е

1

 — об-

щее решение ОЛДУ L yn[ ]= 0 (6.4), соответствующего неодно-
родному линейному дифференциальному уравнению (6.6) 
на a b, ;( )  y x( ) — некоторое решение неоднородного линейного 
дифференциального уравнения (6.6) на a b, .( )

Тогда общее решение неоднородного линейного дифферен-
циального уравнения имеет вид:

 y x y x y x x a bобщее НЛДУ общее ОЛДУ( ) ( ) ( ), ( , ).= + О

5.1. Метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа)

Рассмотрим неоднородное линейное дифференциальное 
уравнение (6.6).

Решение этого уравнения можно получить, если известно об-
щее решение соответствующего однородного линейного диф-
ференциального уравнения

 y x C y xi
i

n

i( ) .= Ч ( )
=
е

1
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Будем искать решение неоднородного линейного диффе-
ренциального уравнения (6.6) в виде

 y x C y xi
i

n

i( ) ,= Ч ( )
=
е

1

 где C x C x C xn1 2( ), ( ),..., ( )

— некоторые непрерывно дифференцируемые на ( , )a b  функ-
ции, которые надо найти. Производные функции найдём из си-
стемы

 

ў Ч =

ўЧ ў =

ўЧ =

=

=

-

е

е

C x y x

C y x

C y x f

i i
i

n

i i
i

n

i i
n

( ) ( ) ,

( ) ,

...

( ) (( )

1

1

1

0

0

xx
i

n

).
=
е

м

н

п
п
п
п

о

п
п
п
п

1

Эта система имеет единственное решение, т. к. её определи-
тель (определитель Вронского линейно независимой системы 
решений ОЛДУ y x y x y xn1 2( ), ( ),..., ( ), x a bО( , )) отличен от нуля.

Пример 1. Найти решение неоднородного линейного урав-
нения второго порядка с переменными коэффициентами 
x y x y y x2 3Ч ўў + Ч Ч ў + = .

Решение
Решение НЛДУ ищем в следующем виде:

 y y yобщее НЛДУ общее ОЛДУ= + .

Общее решение уравнения Эйлера x y x y y2 3 0Ч ўў + Ч Ч ў + =  было 
найдено в предыдущем примере

 y C
x

C
x

xобщее ОЛДУ = Ч + Ч1 2

1 ln
.
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Составим систему в вариациях:

 
ў Ч + ў Ч =

ў Ч - + ў Ч
-

=

м

н
пп

о
п
п

C
x

C
x

x

C
x

C
x

x x

1 2

1 2 2 2

1
0

1 1 1

ln
,

( )
ln

 или 
ў Ч + ў Ч =

- ў Ч + ў Ч
-

=

м

н
пп

о
п
п

C
x

C
x

x

C
x

C
x

x x

1 2

1 2

1
0

1 1 1

ln
,

ln
.

Путём сложения уравнений системы получим

 ў Ч +
-

= Ю ў Ч = Ю ў =C
x

x
x

x
C

x
C x x2 2 2

1
1

1
1(

ln ln
) ( ) .

Подставив значение ўC x2( ) в первое уравнение системы, по-
лучим
 ў Ч + = Ю ў = - ЧC

x
x C x x x1 1

1
0ln ( ) ln .

Найдём неопределённый интеграл от функции - Чx xln , т. е.

- Ч =
= Ю =

= Ю =
= - Ч + = - Чт тx xdx

u x du
dx
x

dv xdx v
x

x
x

x
dx

x
xln

ln
ln ln

2

2 2

2

2 2 2
++ +

x
C

2

14
.

За C x1( ) возьмём первообразную при C1 0= , т. е. 

 C x
x

x1

2

2
1
2

( ) ln .= Ч -ж
и
з

ц
ш
ч

Найдём C x2( ) из xdx
x

C= +т
2

22
, приняв C2 0= , т. е. C x

x
2

2

2
( ) .=

Следовательно, частное решение данного уравнения име-
ет вид

 y x
x

x
x

x x
x

x
x x

x
( ) ln

ln
ln ln ,= Ч -ж

и
з

ц
ш
ч Ч + Ч = Ч - +ж

и
з

ц
ш
ч =

2 2

2
1
2

1
2 2

1
2 4

а общее решение

 y c
x

c
x

x
x

общее НЛДУ = Ч + Ч +1 2

1
4

ln
.
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Пример 2. Найти решение задачи Коши для уравнения 
ўўў - ўў =y y e x  при начальных условиях: y y y( ) , ( ) , ( ) .0 1 0 0 0 0= ў = ўў =

Решение
Составим характеристическое уравнение однородного ли-

нейного дифференциального уравнения и найдём его корни: 
l l l3 2 0 0 0 1- = Ю ={ } { , , }.

 y C C x C e x
общее ОЛДУ = + Ч + Ч1 2 3 .

Найдём частное решение неоднородного линейного диффе-
ренциального уравнения методом Лагранжа: 

 y x C x C x x C x e x( ) ( ) ( ) ( ) .= Ч + Ч + Ч1 2 31

Составим и решим систему относительно неизвестных 
ў ў ўC C C1 2 3, , :

 

C C x C e

C C e

C e e

x

x

x x

1 2 3

2 3

3

1 0

1 0

ў Ч + ў Ч + ў Ч =
ў Ч + ў Ч =

ў Ч =

м

н
пп

о
п
п

,

,  

C x

C x e

C x x e

x

x

3

2

1

1

1

ў =
ў = -

ў = - Ч

( ) ,

( ) ,

( ) ( ) .

Тогда
 C x x e C x e C x xx x

1 2 32( ) ( ) , ( ) , ( ) .= - Ч = - =

 y x x e e x x e x ex x x x( ) ( ) ( ) .= - Ч - Ч + Ч = - Ч2 2

 y y yобщее НЛДУ общее ОЛДУ= + .

 y C C x C e x ex x
общее НЛДУ = + Ч + Ч + - Ч1 2 3 2( ) .

Решим задачу Коши для данного уравнения.
Реализуя данные начальные условия, найдём C C C1 2 3, ,  из си-

стемы следующим образом: подставим начальные условия в ис-
комую функцию и её производные

 y x C C x C e x ex x( ) ( ) ,= + Ч + Ч + - Ч1 2 3 2  ў = + Ч + - Чy x C C e x ex x( ) ( ) ,2 3 1

 ўў = Ч + Чy x C e x ex x( ) .3
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Получим систему из трёх уравнений относительно неизвест-
ных C C C1 2 3, , :

 
C C

C C

C

1 3

2 3

3

2 1

1 0

0

+ - =
+ - =

=

м

н
п

о
п

,

,

.

Отсюда C C C3 2 10 1 3= = =, , .

Решение задачи Коши имеет вид: y x x x e x( ) ( ) .= + + - Ч3 2

5.2. Метод подбора частного решения неоднородного линейного 
дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами 

по виду правой части

Пусть
 L y f xn[ ] ( )=   (6.7)
— неоднородное линейное дифференциальное уравнение с по-
стоянными коэффициентами, где f x e P x x Q x xx

n m( ) [ ( ) cos ( ) sin ]= Ч + ЧЧa b b 

f x e P x x Q x xx
n m( ) [ ( ) cos ( ) sin ]= Ч + ЧЧa b b  — квазиполином, причём a b, ,О  P x a xn k

k

k

n

( ) = Ч
=
е

0

, 

Q x b xm k
k

k

m

( ) = Ч
=
е

0

 — полиномы.

Тогда частное решение уравнения (6.7) ищется в виде

 

 y x e P x x Q x x xx
l l

k( ) [ ( ) cos ( ) sin ] ],= Ч + Ч ЧЧa b b

где a b,  — известные числа, P xl ( ) и Q xl ( ) — многочлены степени 
l m n= max{ , } с неопределёнными коэффициентами, которые на-
ходятся из данного уравнения; k  — кратность корня m a b= ± Ч j  
характеристического уравнения ОЛДУ с постоянными коэф-
фициентами, соответствующего данному НЛДУ с постоянны-
ми коэффициентами.

Некоторые рекомендации к подбору частного решения све-
дены в табл. 6.3.
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Пример 1. Решить уравнение ўўў - ўў =y y e x . 
Решение

 y y yобщее НЛДУ общее ОЛДУ= + .

 l l l3 2 0 0 0 1- = Ю ={ } { , , }.

 y C C x C e x
общее ОЛДУ = + Ч + Ч1 2 3 .

Найдем y x( ). Заметим, что m =1.

Найдём A, подставляя y x( ) в исходное уравнение

 

0

0

1

1
2-

= Ч Ч
ў = Ч + Ч

ўў = Ч + Ч Ч
ўўў









y x A e x

y x A x A e

y x A x A e

x

x

x

( )

( ) ( )

( ) ( )

yy x A x A e x( ) ( )= Ч + Ч Ч3

 - Ч - Ч + Ч + Ч = Ю =A x A A x A A2 3 1 1.
 y x x e x( ) .= Ч

Общее решение неоднородного линейного дифференциаль-
ного уравнения имеет вид: y c c x c e x ex x

общее НЛДУ = + Ч + Ч + Ч1 2 3 .

теорема о суперпозиции решений. Пусть L y f x f xn[ ] ( ) ( ).= +1 2  
Функция y x1( ) — решение неоднородного линейного диффе-
ренциального уравнения L y f xn[ ] ( );= 1  y x2( ) — решение неодно-
родного линейного дифференциального уравнения L y f xn[ ] ( ).= 2  
Тогда y x y x1 2( ) ( )+  — решение неоднородного линейного диф-
ференциального уравнения L y f x f xn[ ] ( ) ( ).= +1 2

Пример 2. Найти частное решение уравнения ўў - ў = + Чy y x x2 2 cos , 
ўў - ў = + Чy y x x2 2 cos , удовлетворяющее начальным условиям y(0) = 0, 

ў =y ( ) .0 1

Решение
 y y yобщее НЛДУ общее ОЛДУ= + .

Найдём yобщее ОЛДУ методом Эйлера. Для этого составим ха-
рактеристическое уравнение соответствующего однородного 
уравнения.
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 l l l2 0 0 1- = Ю ={ } { , }.

 y C C e x
общее ОЛДУ = + Ч1 2 .

Частное решение уравнения   y x y x y x( ) ( ) ( ).= +1 2

Подберем y x1( ) по виду правой части f x x1
2( ) ,=  m1 0 0 1= О{ , }.

Подставим y x1( ) в уравнение с правой частью f x x1
2( ) :=

 
0

1

1

3 2

6

1
2

1
2

1

-
= Ч + Ч + Ч

ў = Ч Ч + Ч Ч +
ўў = Ч







y x A x B x C x

y x A x B x C

y x

( ) ( )

( )

( ) AA x BЧ + Ч2

 - Ч Ч - Ч Ч - + Ч Ч + Ч є3 2 6 22 2A x B x C A x B x .
Приравняем коэффициенты левой и правой части при оди-

наковых степенях.

 
x

x

x

A A

B A B

C B C

2

0

3 1
1
3

2 6 0 1

2 0 2

- Ч = Ю = -

- Ч + Ч = Ю = -
- + Ч = Ю = -

Итак, y x x x x1
3 21

3
2( ) .= - Ч - - Ч

Аналогично найдём y x2( ) по виду правой части f x x2 2( ) cos ,= Ч  
m l2 = Пj { }.

 
0

1

1

2

2

2

-
= Ч + Ч

ў = - Ч + Ч
ўў = - Ч







y x M x N x

y x M x N x

y x M

( ) cos sin

( ) sin cos

( ) ccos sinx N x- Ч

Приравняем коэффициенты при cos x  и sin x в левой и пра-
вой частях уравнения ўў - ў = Чy y x2 cos .

Частное решение исходного уравнения имеет вид:
   y x y y x x x x x( ) cos sin .= + = - Ч - - Ч - -1 2

3 21
3

2

Тогда y C C e x x x x xx
общее НЛДУ = + Ч - Ч - - Ч - -1 2

3 21
3

2 cos sin .
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Решим задачу Коши:

 y x C C e x x x x xx( ) cos sin ,= + Ч - Ч - - Ч - -1 2
3 21

3
2

 ў = Ч - - Ч - + -y x C e x x x xx( ) sin cos .2
2 2 2

В два последних равенства подставим начальные условия: 

 
0 1

1 2 1
1 2

2

= + -
= - -

м
н
о

C C

C

,
.

Решим систему относительно C1 и C2. Получим C2 4= , C1 3= - .

Решение задачи Коши исходного дифференциального урав-
нения с заданными начальными условиями имеет вид: 

 y x e x x x x xx( ) cos sin .= - + Ч - Ч - - Ч - -3 4
1
3

23 2

Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Решить дифференциальные уравнения:
а) ўўў - ўў + ўў = +y y y x e x8 16 32 8 4 ;

б) ўў - ў + = + = ў =y y y e x y yx4 4 2 2 1 0 1 32 / , ( ) , ( ) ;

в) ўў + = - = ў =-y y x e y yxsin , ( ) , ( ) ;2 0 1 0 1

г) ўўў + ўў = + +( ) -y y x x e x9 9 16 2 ;

д) ўўў + ў = - +y y x x2 2 1cos ;

е) ўў + = -( ) + = ў = -y y x x x y y1 2 0 1 0 1cos sin , ( ) , ( ) ;

ж) ўўў - ўў + ў = +y y y x x2 2 2cos ;

з) ўўў + ўў + ў + = +( )y y y y x2 1cos ;

и) ўў - ў + = + = ў =y y y x x y y3 2 3 5 2 0 1 0 2sin , ( ) , ( ) ;

к) ўўў + ўў = +y y x x2 3sin .
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2. Решить уравнения методом вариации постоянных:

а) ўў - ў + =y y y
e
x

x

2 ;

б) ўў + ў + =
+

y y y
e x

3 2
1

1
;

в) ўў + =y y
x

1
sin

;

г) ўў + =y y x4 2 tg ;

д) ўў + ў + = Ч +-y y y e xx2 3 1.

3. Решить уравнения Эйлера:
а) x y xy y x2 38ўў - ў + = ;

б) x y xy x3 2 6ўў - = ln ;

в) x y y x2 2ўў - = ( )sin ln ;

г) x y x y y x-( ) ўў - -( ) ў + =2 3 2 4
2

.
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Глава 7. 
СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

(СДУ)

1. Общие понятия и определения

Для представления некоторых процессов или явлений часто 
требуется описать несколько функций. Отыскание этих функ-
ций может привести к нескольким дифференциальным урав-
нениям, образующим систему.

Например, вещество A  разлагается на два вещества B  и C . 
Скорость образования каждого из них пропорциональна коли-
честву неразложившегося вещества A. Первоначальное коли-
чество вещества A  равно a. Тогда система

 

dx
dt

k a x y

dy
dt

k a x y

= - -( )

= - -( )

м

н
пп

о
п
п

1

2

,

описывает законы изменения количеств x и y двух веществ B  
и C  в зависимости от времени t.

Определение. Система уравнений вида

 F t x t x t x t x t x t x ti
m

k k k
mk, , , , , , , , ,1 1 1

1( ) ў ( ) ( ) ( ) ў ( ) ( )( ) =( ) ( )
   00,

 i s=1, , t a bО( ), ,   (7.1)
связывающих независимую переменную t, неизвестные функ-
ции x t x tk1 ( ) ( ), ,  и их производные до порядков m mk1, ,  со-



269

1. Общие понятия и определения

ответственно, называется системой обыкновенных дифференци‑
альных уравнений в общей форме. Сумма порядков старших 
производных неизвестных функций, входящих в СДУ (7.1), 
m m nk1 + + = , называется порядком СДУ.

Определение. Совокупность непрерывно дифференцируе-
мых на a b,( ) функций j j j j1 2t t t tk( ) ( ) ( )( ) = ( ), , , , t a bО( ),  на-
зывается решением СДУ (7.1), если она обращает на a b,( ) каж-
дое уравнение этой системы в тождество.

Определение. Система, которая может быть разрешена от-
носительно старших производных неизвестных функций, на-
зывается канонической:

 x t f t x t x x t xj

m

j
m

k k
mj k( ) -( ) -( )( ) = ( ) ( )( ); , , , , , , .1 1

1 11
     (7.2)

Определение. Система уравнений первого порядка, разре-
шенных относительно производных первого порядка всех ис-
комых функций, называется нормальной:

 ў ( ) = ( ) ( )( )x t f t x t x ti i n, , , .1   i n=1, .  (7.3)

Если СДУ задана в канонической форме, то ее можно запи-
сать в нормальной форме, обозначив производные искомых 
функций через дополнительные неизвестные функции.

Определение. Интегралом нормальной системы дифферен-
циальных уравнений называется функция y( , , ,..., ),t x x xn1 2  опре-
деленная и непрерывная вместе с частными производными 
¶
¶

¶
¶

¶
¶

y y y
t x xn

, ,...,
1

 в некоторой области D  изменения переменных 

и принимающая при любых x a bО( ),  постоянное значение при 
подстановке в нее произвольного решения системы.

Равенство y( , , ,..., ) ,t x x x Cn1 2 =  где y( , , ,..., )t x x xn1 2  — интеграл 
нормальной системы, C  — произвольная постоянная, называ-
ется первым интегралом системы (7.3).
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Всякую СДУ в нормальной форме удобно представлять век-
торно-дифференциальным уравнением

 x f t x t= ( )( ), ,  (7.4)

где x t x t x t x tn

T( ) = ( ) ( ) ( )( )1 2, , , , t a bО( ),  — вектор из неизвест-
ных функций; x t( ) — вектор производных неизвестных функ-
ций, f t x t f t x t f t x tn

T
, , , , ,( )( ) = ( )( ) ( )( )( )1   — вектор-функция 

правых частей СДУ (7.3).
Заметим, что независимую переменную t  можно рассматри-

вать как время и обозначать дифференцирование по времени 
через x t x t'( ) = ( ) .

Для нормальных систем справедлива следующая теорема.
теорема. Любое дифференциальное уравнение n-го порядка, 

разрешенное относительно старшей производной, эквивалент-
но СДУ в нормальной форме, состоящей из n дифференциаль-
ных уравнений, причем порядок СДУ в нормальной форме со-
впадает с количеством дифференциальных уравнений в ней.

Справедлива и обратная теорема.
теорема. Любая нормальная система дифференциальных 

уравнений n-го порядка эквивалентна дифференциальному 
уравнению порядка n.

Для системы дифференциальных уравнений нельзя полу-
чить эквивалентное ей уравнение порядка n только тогда, ког-
да система распадается на отдельные уравнения, т. е. является 
не системой, а совокупностью уравнений.

2. Геометрическая интерпретация СДУ в нормальной форме

Рассмотрим для определенности нормальную систему из двух 
дифференциальных уравнений с двумя неизвестными функци-
ями y x( ) и z x( ) :
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3. Механическая интерпретация СДУ в нормальной форме

 

dy
dx

f x y z

dz
dx

f x y z

=

=

м

н
пп

о
п
п

1

2

( , , ),

( , , ).

Общее решение этой системы имеет вид:

 
y y x C C

z z x C C

=
=

м
н
о

( , , ),

( , , ).
1 2

1 2

Каждая из функций в общем решении системы представля-
ет собой уравнение цилиндрической поверхности в трехмер-
ном пространстве Oxyz, а их совокупность — кривую в этом 
пространстве, которая является интегральной кривой исход-
ной системы. В свою очередь исходная система определяет 
в каждой точке x y z, ,( ) некоторой области пространства значе-

ния dy
dx

 и dz
dx

, задающие направление, которого касается инте-

гральная кривая. Таким образом, исходная нормальная систе-
ма дифференциальных уравнений задает поле направлений 
в пространстве, а нахождение общего решения этой системы 
геометрически означает нахождение двухпараметрического се-
мейства кривых, в каждой своей точке касающихся направле-
ния, задаваемого полем.

3. Механическая интерпретация СДУ в нормальной форме

Определение. Пространство переменных x x xn1 2, , ,( ) систе-
мы дифференциальных уравнений в нормальной форме назы-
вается фазовым пространством системы.

Уравнения системы задают значения скоростей изменения ко-
ординат изображающей точки M t x t x tn( ) = ( ) ( )( )1 , , , a t b< < . Ре-
шение СДУ в этой интерпретации эквивалентно восстановлению 
координат движущейся в пространстве n точки по известным 
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скоростям их изменения. Ориентированная кривая, описываемая 
при этом изображающей точкой M t( ), a t b® ® , называется фа‑
зовой траекторией системы в фазовом пространстве.

Определение. Система дифференциальных уравнений

 x f x= ( )  (7.5)

называется автономной, если правые части уравнений систе-
мы не зависят явно от t.

Для автономной СДУ фазовую траекторию можно предста-
вить как ориентированную проекцию годографа решения СДУ 
в n+1 на фазовое пространство n.

4. Задача Коши для СДУ в нормальной форме

Задача коши. Найти решение системы дифференциальных 
уравнений x f t x= ( , ), удовлетворяющее заданным начальным 
условиям x t x( ) ,0 0=  t a b0 О( ), .

теорема существования и единственности решения задачи 
коши сДУ.

Если
1) вектор-функция f t x t, ( )( ) непрерывна в некоторой обла-

сти D;

2) " =i j n, ,1  
¶ ( )

¶

f t x x x

x
i n

j

, , , ,1 2   — непрерывная в D  функ- 

ция, то " О( )t a b0 ,  и " Оx G  можно указать окрестность O t0( ), 
в которой существует единственное решение задачи Коши 
x f t x t

x t

= ( )( )
( ) =

й

л
к
к

, ,

,0 x
, т. е. через каждую точку x, t0( ) проходит един-

ственная интегральная кривая СДУ при t O tО ( )0 .
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Определение. Вектор-функцию x t c= ( )j , , t a bО( ), , называют 
общим решением СДУ x f t x t= ( )( ),  в области D , если:

1) " ( )c t cj ,  — решение СДУ, т. е. " ( ) є ( )( )
( )

c t c f t t c
a b

j j, , , ;
,

2) при любых начальных условиях  x t0( ) = x, t a b0 О( ), , xОG  
существует единственное c c= 0 такое, что x t c= ( )j , 0  — решение 
СДУ, удовлетворяющее начальным условиям, т. е. j xt c

t t
, .0

0
( ) =

=

Всякое решение СДУ, получающееся из общего решения 
этой системы при конкретном значении вектора c , является 
частным решением СДУ.

5. Некоторые приемы аналитического решения СДУ

5.1. Сведение к одному уравнению

Запишем СДУ x f t x= ( , ) в координатной форме

 x t f t x xi i n( ) ( , ,..., );= 1  i n t a b= О( )1 2, ,..., , , .

Предположим, что все функции f t x xi n( , ,..., )1  имеют непрерыв-
ные производные по всем аргументам в некоторой области D.

Рассмотрим схему исключения неизвестных функций и све-
дение СДУ к одному дифференциальному уравнению относи-
тельно, например, неизвестной функции x t1( ). Предположим, 
что СДУ имеет решение x x t= ( ), следовательно, при его под-
становке в уравнения системы справедливо тождественное ра-
венство
 x t f t x t( ) ( , ( )).є

Обозначим f t x t x t F t x t x tn n1 1 1 1, , , , , , .( ) ( )( ) = ( ) ( )( ) 

Продифференцируем по t  первое уравнение системы 
� …x t f t x t x tn1 1 1( ) = ( ) ( )( ), , , :
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е
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системы
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е Ч
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1( , ,... ).

Обозначим правую часть полученного равенства через 
F t x t x tn2 1, , , .( ) ( )( )  Тогда

 d x
dt

F t x t x tn

2
1

2 2 1= ( ) ( )( ), , , .

Это выражение снова продифференцируем по  t, в силу урав-
нений системы получим

 d x
dt

F
t

F
x

f t x x F t x t x t
kn

n

k n n

3
1

3
2 2

1
1 3 1=

¶
¶

+
¶
¶

Ч = ( ) ( )
=
е ( , ,... ) , , ,(( ).

Продолжая дифференцирование, в итоге придем к выраже-
нию

 d x
dt

F

t

F

x
f t x x F t x t x

n

n
n n

kn

n

k n n
1 1 1

1
1 1=

¶
¶

+
¶
¶

Ч = ( )- -

=
е ( , ,... ) , , , nn t( )( ).

Дифференцируя по t  тождество x t f t x t x tn1 1 1( ) , ( ), , ( )= ј( ) 
в силу уравнений СДУ, т. е. используя другие равенства СДУ, 
получим

 d x
dt

df
dt

f
x

dx

dt
f
t

f
x

f t x
jj
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В результате получим систему:

 

dx
dt

F t x t x t

d x
dt

F t x t x t

n

n

1
1 1

2
1

2 2 1

= ( ) ( )( )

= ( ) ( )( )

, , , ,

, , , ,

. . . .
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п
п
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Если из первых n -( )1  уравнений этой системы можно выра-
зить функции x t x t x tn2 3( ), ( ),..., ( ) через t x x x n, , ,..., ,( )

1 1 1
1ў -  то, под-

ставив их выражения в последнее уравнение, получим диффе-
ренциальное уравнение n-го порядка относительно одной 
неизвестной функции x t1( ).

Данная система совместна, если отличен от нуля якобиан
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Пример. Решить систему сведением к одному дифференци-
альному уравнению

 

dx
dt

x y z

dy
dt

x y z

dz
dt

x y z

= + -

= + -

= + -

м
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п
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п
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6 4 4

,

,

.

Решение
Продифференцируем по t  первое уравнение системы: 

 d x
dt

dx
dt

dy
dt

dz
dt

2

2
5 2 3= + - . 

В силу уравнений системы получим 

 d x
dt

x y z x y z x y z
2

2
5 5 2 3 2 4 5 4 3 6 4 4= + -( )+ + -( )- + -( )  
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или 

 d x
dt

x y z
2

2
15 8 11= + - .

Продифференцируем по t  полученное выражение:

 d x
dt

dx
dt

dy
dt

dz
dt

3

3
15 8 11= + -  или d x

dt
x y z

3

3
41 26 33= + - .

В результате получим:
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Из первых двух уравнений выразим

 y x
dx
dt

d x
dt

= - +
ж

и
з

ц

ш
ч

1
2

10 11 3
2

2  и z x
dx
dt

d x
dt

= - +5 4
2

2
.

Подставим их в третье уравнение:

 d x
dt

d x
dt

dx
dt

x
3

3

2

2
6 11 6 0- + - = .

Получили однородное линейное дифференциальное урав-
нение третьего порядка с постоянными коэффициентами. Его 
характеристическое уравнение

 l l l3 26 11 6 0- + - =

имеет корни  l l l1 2 31 2 3= = =, , . Общее решение уравнения рав-
но x t C e C e C et t t( ) .= Ч + Ч + Ч1 2

2
3

3

Найдем первую и вторую производные функции x t( ) и под-
ставим их в выражения для y t( ) и z t( ). Получим:
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 y t C e C et t( ) ,= Ч + Ч1 3
32  z t C e C e C et t t( ) .= Ч + Ч + Ч2 21 2

2
3

3

Общее решение системы имеет вид:

 
x t C e C e C e

y t C e C e

z t C e C

t t t

t t

t

( ) ,

( ) ,

( )

= Ч + Ч + Ч
= Ч + Ч
= Ч +

1 2
2

3
3

1 3
3

1 2

2

2 ЧЧ + Ч

м

н
п

о
п e C et t2

3
32 .

5.2. Метод интегрируемых комбинаций

Иногда при решении систем дифференциальных уравнений 
x f t x= ( , ) удается преобразовать уравнения системы к легко ин-
тегрируемому дифференциальному уравнению относительно 
некоторой комбинации искомых функций.

Определение. Интегрируемой комбинацией СДУ называется 
дифференциальное уравнение — следствие исходной системы, 
которое легко интегрируется.

Пусть решение системы x t f t x xi i n( ) ( , ,..., );= 1  i n t a b= О( )1, ; ,  
имеет вид: x t t C C i ni i n( ) ( , ,..., ); , .= =y 1 1  Тогда в области D, в ко-
торой выполняются условия теоремы существования и един-
ственности, система x t t C Ci i n( ) ( , ,..., )= y 1  имеет единственное ре-
шение относительно C Cn1,..., . Следовательно, справедливы 
равенства

 

y
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y

1 1 1

2 1 2

1
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Каждое из равенств является первым интегралом.
Определение. Общим интегралом системы x t f t x xi i n( ) ( , ,..., );= 1  

i n t a b= О( )1, ; , , называется совокупность n линейно независи-
мых первых интегралов.
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Замечание. Первые интегралы y1 1( , ,..., ),t x xn y2 1( , ,..., ),...,t x xn

yn nt x x( , ,..., )1  линейно независимы, если якобиан 

 
¶
¶ ( )

№
( , ,..., )

, ,...,
.

y y y1 2

1 2

0n

nx x x

Признак первого интеграла. Соотношение y( , ,..., )t x x Cn1 =  яв-
ляется первым интегралом системы дифференциальных урав-
нений x f t x= ( , ) тогда и только тогда, когда производная по t  
функции y( , ,..., )t x xn1  в силу уравнений системы тождественно 
равна нулю.

Пример 1. Показать, что y1 = -sin sinx y  и y2 = -sin x z  линей-

но независимые первые интегралы системы 
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cos

.

Решение
Покажем, что y1 = -sin sinx y  и y2 = -sin x z  линейно незави-

симы:
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2 2

0

0 1
0

y z

y z

y z

y
y

по условию задачи.
Проверим, используя признак первого интеграла, что y1 и y2 

являются первыми интегралами системы:

 

¶
¶

+ Ч
¶
¶

+ Ч
¶
¶

=

¶
¶

+ Ч
¶
¶

+ Ч
¶
¶

=

y y y

y y y

1 1 1

2 2 2

0
x

dz
dx z

dy
dx y

x
dz
dx z

dy
dx y

,

00

м

н
пп

о
п
п
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или 

 
cos cos

cos
cos

cos ,

cos cos
cos
cos

x x
x
y

y

x x
x
y

+ Ч + Ч -( ) є

+ Ч -( ) + Ч є

0 0

1 0 0..

м

н
пп

о
п
п

Что и требовалось доказать.

Пример 2. Решить систему 

dx
dt

y

dy
dt

x

=

=

м

н
пп

о
п
п

,

.

Решение
Складываем почленно уравнения и находим первую инте-

грируемую комбинацию

 
d x y

dt
x y

+( )
= +  или 

d x y

x y
dt

+( )
+

= ,

откуда e x y Ct- Ч +( ) = 1.

Почленно вычтем из первого уравнения системы второе, 
получим

 
d x y

dt
x y

-( )
= - , e x y Ct Ч -( ) = 2.

Таким образом, нашли два первых интеграла исходной си-
стемы
 e x y Ct- Ч +( ) = 1, e x y Ct Ч -( ) = 2.

Проверим их на линейную зависимость. Для этого обозна-
чим e x yt- Ч +( ) = y1, e x yt Ч -( ) = y2 и вычислим якобиан

 ¶
¶ ( )

=

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

=
-

= - №
- -( , )

,
.

y y
y y

y y
1 2

1 1

2 2

2 0
x y

x y

x y

e e

e e

t t

t t

Следовательно, первые интегралы линейно независимы.
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Общий интеграл системы имеет вид 
e x y C

e x y C

t

t

- Ч +( ) =
Ч -( ) =

м
н
п

оп
1

2

,

.

В данном примере можно выразить x t( ) и y t( ) из общего ин-
теграла и получить общее решение системы

 
x C e C e

y C e C e

t t

t t

= Ч +

= Ч -

м
н
п

оп

-

-

1 2

1 2

,

.

5.3. Симметричная форма записи СДУ

СДУ в нормальной форме x f t x= ( , ) может быть представле-
на в виде
 dx

f t x

dx

f t x

dx

f t x
dtn

n

1

1

2

2, ,
...

,
,

( )
=

( )
= =

( )
=

симметричном относительно переменных. Так, например, сим-
метричная форма записи СДУ

 dx
X x y z

dy
Y x y z

dz
Z x y z( , , ) ( , , ) ( , , )

= =

используется для описания векторных линий r r t= ( ) векторно-
го поля F X Y Z( , , ) — вектор-функции точки пространства пе-
ременных x y z, , .

Решение СДУ в симметричной форме иногда может быть 
проведено методом интегрируемых комбинаций на основе 
свойств равных отношений: если a

b
c
d

m
n

= = , то для любых чисел 

(не равных нулю одновременно) a b g, ,  имеет место соотноше-

ние a
b

c
d

m
n

a c m
b d n

= = =
+ +
+ +

a b g
a b g

.
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Пример 1. Решить систему 
dx

cy bz
dy

az cx
dz

bx ay-
=

-
=

-
.

Решение
Воспользуемся свойством равных отношений

 a dx
a cy bz

b dy
b az cx

c dz
c bx ay

d ax by czЧ
Ч -( )

=
Ч

Ч -( )
=

Ч
Ч -( )

=
+ +( )

.
0

Получим первый интеграл системы ax by cz C+ + = 1.

Еще раз воспользуемся свойством равных отношений

 x dx
x cy bz

y dy
y az cx

z dz
z bx ay

d x y zЧ
Ч -( )

=
Ч

Ч -( )
=

Ч
Ч -( )

=
+ +( )

.
2 2 2

0

Получим еще один первый интеграл системы x y z C2 2 2
2+ + = .

Нетрудно показать, что полученные первые интегралы ли-
нейно независимы.

Общий интеграл системы имеет вид:

 
ax by cz C

x y z C

+ + =
+ + =

м
н
о

1
2 2 2

2

,

.

Пример 2. Решить систему 
dx

x y z
dy
xy

dz
xz2 2 2 2 2- -

= = .

Решение

Интегрируя уравнение 
dy
xy

dz
xz2 2

= , получим y
z

C= 1.

Умножим числитель и знаменатель первого из отношений 
на x, второго на y, третьего на z и, используя свойство равных 
отношений, получим

 xdx ydy zdz

x x y z

dy
xy

+ +
Ч - -( )

=
2 2 2 2

,

откуда

 ln( ) ln ln ,x y z y C2 2 2
2+ + = +  или 

x y z
y

C
2 2 2

2

+ +
= .
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Найденные первые интегралы линейно независимы и опре-
деляют общий интеграл системы.

6. Системы линейных дифференциальных уравнений

Определение. Нормальная система дифференциальных 
уравнений называется линейной, если функции ў ( ) = ( ) ( )( ) =x t f t x t x t i ni i n, , , ; ,1 1 

ў ( ) = ( ) ( )( ) =x t f t x t x t i ni i n, , , ; ,1 1 , линейны относительно неизвест-
ных функций, т. е. если она имеет вид

 
dx

dt
a x b x i ni

ij
j

n

j i= + =
=
е

1

1( ), , .

Вводя матрицу из коэффициентов при искомых функциях

 A

a a

a a

n

m mn

=
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

11 1

1

...

... ... ...

...

и столбец неоднородностей

 B t

b

bn

( ) ... ,=
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1

запишем систему неоднородных линейных дифференциальных 
уравнений (СНЛДУ) в векторном виде

 x A t x B t= ( ) + ( ), где x x t x tn

T
= ( ) ( )( )1 , , ,

где A t a tij i j

n( ) = ( )йл щы =, 1
 — функциональная матрица; 

B t b t b tn

T( ) = ( ) ( )( )1 , ,  — функциональный вектор, t a bО( ), .
При B t( ) є 0 СНЛДУ получим систему однородных линейных 

дифференциальных уравнений (СОЛДУ) вида x A t x= ( ) , t a bО( ), .
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6.1. Свойства решений СОЛДУ x A t x= ( ) , t a bО( ),

Обозначим через Y  множество всех решений СОЛДУ

 x A t x= ( ) , t a bО( ), , Y t t a b t A t t
a b

= ( ) О( ) ( ) є ( ) ( ){ }( )
j j j, , :

,
 .

Заметим, что Y  — линейное пространство над .
Напомним, что произвольные вектор-функции jk k

m
t t a b( ){ } О( )

=1
, , 

jk k

m
t t a b( ){ } О( )

=1
, , , называются линейно зависимыми на a b,( ), если суще-

ствует ненулевой набор постоянных ak k

m{ } =1, такой, что при всех 
t a bО( ),  a j a j a j1 1 2 2 0t t tm m( ) + ( ) + + ( ) = . Очевидно, что если 
jk k

m
t( ){ }

=1
 линейно зависимы на " =k n1, , то при каждом t a b0 О( ),  

векторы x A t x= ( )  также линейно зависимы.
теорема о достаточном условии линейной зависимости систе-

мы решений сОЛДУ. Если
1) при любом значении k n=1,  вектор-функции jk t( ),  

t О (a, b), являются решениями системы x A t x= ( ) ;
2) при некотором t a b0 О( ),  векторы jk k

m
t0 1
( ){ }

=
 — линейно за-

висимы с коэффициентами зависимости ak k

m{ } =1, то система ре-

шений СОЛДУ jk k

m
t0 1
( ){ }

=
 линейно зависима с теми же коэффи-

циентами зависимости ak k

m{ } =1.
теорема. Любые n линейно независимых решений СОЛДУ 

x A t x= ( )  образуют базис пространства Y .
Определение. Базис пространства всех решений СОЛДУ 

x A t x= ( )  называется фундаментальной системой решений (ФСР) 
СОЛДУ. Матрица, столбцы которой являются ФСР, называет-
ся фундаментальной матрицей СОЛДУ x A t x= ( ) .
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теорема о структуре общего решения сОЛДУ
Если x tk k

n( ){ }
=1

 — фундаментальная система решений СОЛДУ 

x A t x= ( )  на a b,( ), то ее общее решение имеет вид:  x t c x tk k
k

n

( ) = ( )
=
е

1

, 

где сk О.
Пример. Показать, что

 x t
x

x1 ( ) = -
ж

и
з

ц

ш
ч

cos

sin
 и x t

x

x2 ( ) =
ж

и
з

ц

ш
ч

sin

cos

образуют фундаментальную систему решений системы 
x x=

-
ж

и
з

ц

ш
ч

0 1

1 0
. Записать общее решение этой системы.

Решение. Очевидно, что

 a b a bЧ
-

ж

и
з

ц

ш
ч + Ч

ж

и
з

ц

ш
ч =

ж

и
з

ц

ш
ч

ж

и
з

ц

ш
чЫ = =

cos

sin

sin

cos
( ,

x

x

x

x

0

0
0 0)),

следовательно, x t1 ( ) и x t2 ( ) — линейно независимы и образуют 
фундаментальную систему решений.

Поэтому общее решение можно записать в виде

 x t C
x

x
C

x

x

C x C x
( )

cos

sin

sin

cos

cos sin
= Ч

-
ж

и
з

ц

ш
ч + Ч

ж

и
з

ц

ш
ч =

Ч + Ч
-1 2

1 2

CC x C x1 2Ч +
ж

и
з

ц

ш
чsin cos
.

6.2. Свойства матриц фундаментальной системы  
решений СОЛДУ

Определение. Определитель матрицы P t( ), составленной 
из произвольных решений СОЛДУ x A t x= ( )  n-го порядка, на-
зывается определителем Вронского и обозначается
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 W t P t

x t x t x t

x t x t x t

n

j j jn( ) = ( ) =

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )det

11 12 1

1 2



   



   

x t x t x tn n nn1 2( ) ( ) ( )

, t a bО( ), .

Если решения x tk k

n( ){ }
=1

, из которых составлен определитель 
Вронского W t( ), линейно зависимы, то W t( ) є 0 на a b, .( )

Запишем свойства фундаментальных матриц СОЛДУ 
x A t x= ( ) .

1. Определитель Вронского любой фундаментальной матри-
цы не обращается в ноль на a b, ,( )  т. е. W t t( ) = ( ) №det .F 0

Поэтому всякая фундаментальная матрица обратима, т. е. на 
a b,( ) $ ( ) ( ) Ч ( ) = ( ) Ч ( ) =- - -F F F F F1 1 1t t t t t E: .

2. Общее решение СОЛДУ x A t x= ( )  запишется  x t cобщ. = ( ) ЧF , 
где c  — произвольный вектор, c RnО . При этом задача Коши 
x A t x

x t

= ( )
( ) =

й

л
к
к

,

0 x
 имеет единственное решение x t t tчаст ( ) = ( ) ( )-F F 1

0 x, 

поскольку из соотношения x t0( ) = x  имеем x x= ( ) Ч Ю = ( )-F Ft c c t0
1

0

x x= ( ) Ч Ю = ( )-F Ft c c t0
1

0  .
3. Дифференцируя F t( ) в силу уравнений СОЛДУ, получа-

ем матрично-дифференциальное уравнение F F= ( )A t , которо-
му удовлетворяет фундаментальная матрица.

С помощью этого свойства можем решать задачу о восста-
новлении матрицы исходной СОЛДУ по любой известной ее 
фундаментальной матрице: очевидно, A t t t( ) = ( ) Ч ( )-

F F 1 .
4. Фундаментальная матрица F t( ) называется нормированной 

в точке t0, если F t E0( ) = ; в противном случае — ненормирован-
ной. Если F t( ) нормированная, то x t tчаст ( ) = ( )F x, здесь x  — на-
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чальный вектор в точке t t= 0 . Если F t( ) ненормированная в точ-
ке t t= 0, то ее можно пронормировать, перейдя к матрице 
F Ft t( ) Ч ( )-1

0 , t t a b, , .0 О( )
5. Матрица F Ft t( ) Ч ( )-1

0  удовлетворяет уравнению F F= A , по-
этому является фундаментальной для СОЛДУ x Ax= , причем 
при t t= 0 она нормирована.

Обычно обозначают F F Ft t t t( ) Ч ( ) = ( )-1
0 0,  и называют эту ма-

трицу матрицей Коши для СОЛДУ.
Пример. Показать, что вектор-функции

 
e

e e

e

t

t t

t0

0

0

0

0
2

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

-, ,

линейно независимы на -Ґ +Ґ( ), . Построить систему диффе-
ренциальных уравнений, для которой они образуют фундамен-
тальную систему решений.

Решение
Исследуем систему вектор-функций на линейную зависи-

мость:

 a a a
a

1 2 3
20

0

0

0

0Ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
+ Ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
+ Ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=-

e

e e

e

t

t t

t

11

1 2

3
2

0

0

0

Ч
Ч + Ч

Ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

-

e

e e

e

t

t t

t

a a
a

.

Очевидно, что a a a1 2 30 0 0= = =, , , т. е. система функций ли-
нейно независима и ее можно принять за ФСР. Составим фун-

даментальную матрицу системы  Ф( ) .t

e

e e

e

t

t t

t

=

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

-

0 0

0

0 0 2

 Тогда, ис-

пользую свойство 3 фундаментальных матриц, получим
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A t t t

e

e e

e

e

e e

t

t t

t

t

t t( ) = ( ) Ч ( ) = -

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
Ч -- -

-

-
F F 1

2

0 0

0

0 0 2

0 0

0

00 0

1 0 0

2 1 0

0 0 22e t-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
= -
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
.

Таким образом, искомая система имеет вид

 x t x t( ) = -
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
Ч

1 0 0

2 1 0

0 0 2

( ).

6.3. Системы неоднородных линейных дифференциальных уравнений 
x A t x B t= ( ) + ( ), t a bО( ),

теорема о структуре общего решения сНЛДУ.
Если
1) x tk k

n( ){ }
=1

 — ФСР СОЛДУ x A t x= ( ) ;

2) j t( ) — некоторое решение СНЛДУ, x A t x B t= ( ) + ( ), то об-
щее решение СНЛДУ находится по формулам:

 x t x t t c x t tk k
k

n

общ.СНЛДУ общ.СОЛДУ( ) = ( ) + ( ) = ( ) + ( )
=
еj j

1

или 
 x t t c t t a bобщ.СНЛДУ ( ) = ( ) + ( ) О( )F j , , .  (7.6)

Для нахождения j t( ) можно пользоваться методом вариации 
произвольных постоянных: ищем j t( ) в виде j t t c t( ) = ( ) ( )F  
из СНЛДУ.

Тогда  
j t t c t t c t( ) = ( ) ( ) + ( ) ( )F F , т. е.


F F Ft c t t c t A t c t B t( ) ( ) + ( ) ( ) = ( ) ( ) + ( ) или F t c t B t( ) ( ) = ( ) , по-

скольку F Ft A t( ) = ( ). Отсюда c t t B t( ) = ( ) ( )-F 1 . После интегри-
рования получим
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 c t B d
t

t

( ) = ( ) ( )-тF 1

0

t t t, t0 — любое число a b, .( )

Итак,

 j t t tt t B d
t

t

( ) = ( ) ( ) ( )-тF F 1

0

.  (7.7)

Подставим значение j t( ) из выражения (7.7) в (7.6), получим 
формулу Коши для выражения общего решения СНЛДУ 
x A t x B t= ( ) + ( )

 x t t c t B d
t

t

общ СНЛДУ ( ) = ( ) + ( ) ( ) ( )-тF F F 1

0

t t t.  (7.8)

Если t t= 0 — значение аргумента для начальных условий 

x t0( ) = x, то x t t t= ( ) + ( ) ( ) ( )-тF F Ft c t B d
t

t

0 0
1

0

0

  и  отсюда  c t= ( )-F 1
0 x. 

Получаем выражение частного решения СНЛДУ

 x t t t t B d
t

t

част.СНЛДУ ( ) = ( ) ( ) + ( ) ( ) ( )- -тF F F F1
0

1

0

x t t t  (7.9)

или

 x t t t c t B d
t

t

част.СНЛДУ ( ) = ( ) + ( ) ( )-тF F, , .0
1

0

t t t

Пример. Решить систему дифференциальных уравнений 

 

dx
dt

y t

dy
dt

x t

= + -

= - +

м

н
пп

о
п
п

tg ,

tg .

2 1

Решение
Общее решение этой системы будем искать в виде 

x t t c t B d
t

t

общ СНЛДУ ( ) = ( ) + ( ) ( ) ( )-тF F F 1

0

t t t. Решение соответству-

ющей СОЛДУ
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dx
dt

y

dy
dt

x

=

= -

м

н
пп

о
п
п

,

найдем сведением к одному уравнению.
Подставим выражение для y из первого уравнения во вто-

рое, получим дифференциальное уравнение

 d x
dt

x
2

2
= - ,

корни характеристического уравнения: l1 2, .= ± j  Тогда общее 
решение этого уравнения имеет вид: x t C t C t( ) cos sin ,= +1 2  а об-

щий интеграл однородной системы 
x t C t C t

y t C t C t

( ) cos sin ,

( ) sin cos .

= +
= - +

м
н
о

1 2

1 2

Тогда фундаментальная матрица системы  F t
t t

t t
( ) =

-
ж

и
з

ц

ш
ч

cos sin

sin cos
.

Далее последовательно вычисляем 

 F- ( ) = -ж

и
з

ц

ш
ч

1 t
t t

t t

cos sin

sin cos
;

 F- ( ) Ч =
-ж

и
з

ц

ш
ч Ч

-ж

и
з

ц

ш
ч =

-
1

2 1
t B t

t t

t t
t

t

t
( )

cos sin

sin cos
tg

tg

cos

siin
cos

;3 t
t

ж

и

з
зз

ц

ш

ч
чч

 

F- ( ) Ч =
-ж

и

з
зз

ц

ш

ч
чч

=
-

т т1 3

0 0

t t t
t

t
t

t
t

t
B d d

t

t

t

t

( )
cos

sin
cos

sin

cos ++

ж

и

з
зз

ц

ш

ч
чч

=

=
- +

+ - -

ж

и

1

1 1

0

0

0
0

cos

sin sin

cos
cos

cos
cos

t t

t

t t

t
t

t
t

зз
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
;
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 F Ft B d

t t t t t
t
t

t

t

( ) ( ) Ч =

- Ч + Ч -
-т 1

0 0
0

0 2
t t t( )

tg sin cos cos sin
sin

cos

-- Ч - Ч +

ж

и

з
з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
ч

=
cos cos sin sin

cos
cos

( ).
t t t t

t
t

t

0 0
0

j

Итак, общее решение рассматриваемой СНЛДУ есть

 

x

y

t

t
c

t

t
c

t

ж

и
з

ц

ш
ч =

-
ж

и
з

ц

ш
ч +

ж

и
з

ц

ш
ч +

+

-

общ.СНЛДУ

cos

sin

sin

cos

tg

1 2

ssin cos cos sin
sin

cos

cos cos sin sin
co

t t t t
t
t

t t t t

Ч + Ч -

- Ч - Ч +

0 0
0

0 02
ss

cos

.
t
t0

ж

и

з
з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
ч

Но замечаем, что j( )t  содержит слагаемые, которые «погло-
щаются» общим решением СНЛДУ, а именно,

 j( )
tg

sin
cos

sin
cos

cos
t

t
t

t

t
t

t
=
ж

и
з

ц

ш
ч + Ч

-
ж

и
з

ц

ш
ч + - -

ж

и
з

ц

ш
ч Ч

2
1

0 0
0

ssin

cos
;

t

t
ж

и
з

ц

ш
ч

поэтому окончательно имеем

 
x

y

t t

t t
c

tж

и
з

ц

ш
ч =

-
ж

и
з

ц

ш
ч +

ж

и
з

ц

ш
ч

общ.СНЛДУ

cos sin

sin cos

tg
.

2

6.4. Метод Эйлера нахождения решений СОЛДУ  
с постоянными коэффициентами

Решение системы x Ax=  будем искать в виде x t e x( ) = x l , где 
x  — постоянный вектор, l — постоянное число. Подставляя эту 
вектор-функцию в СОЛДУ, получаем x l xl le A ex x=  или 
A E-( ) =l x 0, т. е. l должно быть собственным значением, а x  — 

соответствующим ему собственным вектором матрицы A .
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Для получения ФСР СОЛДУ n-го порядка нужно знать точ-
но n линейно независимых решений; количество решений 
СОЛДУ с постоянными коэффициентами определяется коли-
чеством и структурой корней характеристического уравнения

 A E- =l 0.  (7.10)

Нахождение фундаментальной системы решений с исполь-
зованием собственных векторов матрицы называется мето‑
дом Эйлера.

Для любой матрицы существует базис, в котором она име-
ет жорданову нормальную форму. Каждой клетке порядка p і1 
жордановой формы соответствует серия x x x1 2, ,..., p векторов ба-
зиса, удовлетворяющих уравнениям:

 

A

A

A

A

x lx x

x lx x

x lx x

1

2 2 1

3 3 2

0= №

= +

= +

, ,

,

,

........................

xx lx xp p p= + -1.

Вектор x1 — собственный, а x x2,..., p — присоединенные. Каж-
дой серии x x x1 2, ,..., p  соответствует p линейно независимых ре-
шений x x x p1 2, ,...,  системы x Ax= :

 

x e

x e
t

x e
t t

t

t

t

1
1

2
1 2

3
2

1 2 3

1

2 1

= Ч

= Ч Ч +ж
и
з

ц
ш
ч

= Ч Ч + Ч +
ж

l

l

l

x

x x

x x x

,

!
,

! !ии
з

ц

ш
ч,

.............................................................................

! !
x e

t
p

t
p

p t
p p

= Ч
-( )

+
-( )

- -
l x x

1

1

2

21 2
++ + Ч +

ж

и
зз

ц

ш
чч-...

!
.

t
p p1 1x x
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Общее число всех таких решений равно сумме порядков всех 
клеток жордановой формы, т. е. порядку матрицы. Они и со-
ставляют фундаментальную систему решений системы x Ax= .

Пример 1. Решить систему x x=
- -
-

ж

и
з

ц

ш
ч Ч

2 4

1 1
.

Решение

Для матрицы A =
- -
-

ж

и
з

ц

ш
ч

2 4

1 1
 собственные значения — корни 

характеристического уравнения

 A E- = Ы
- - -
- -

= Ы + - = Ы{ }= -{ }l
l

l
l l l0

2 4

1 1
0 6 0 3 22 , .

Для l1 3= -  собственный вектор x  найдем как частное реше-
ние системы линейных алгебраических уравнений

  A E-( ) = Ы
- - -
- -

ж

и
з

ц

ш
ч
ж

и
з

ц

ш
ч = Ы

-
-

ж

и
з

ц

ш
ч
ж

l x
l

l
x
x

x
x1

1

2

1

2

0
2 4

1 1
0

1 4

1 4 ии
з

ц

ш
ч =

ж

и
з

ц

ш
чЫ

0

0

 Ы - = Ы
ж

и
з

ц

ш
ч =

ж

и
з

ц

ш
чx x

x
x1 2

1

2

4 0
4

1
с ,

где c № 0.

Пусть c =1, тогда x = ж
и
з

ц

ш
ч

4

1
 — собственный вектор матрицы, 

x t e t
1

34

1
( ) = ж

и
з

ц

ш
ч

-  — решение рассматриваемой СОЛДУ.

Для l2 2=  аналогично получаем x =
-ж

и
з

ц

ш
ч

1

1
, соответственно 

x t e t
2

21

1
( ) = -ж

и
з

ц

ш
ч  — решение СОЛДУ.

Тогда общее решение СОЛДУ имеет вид: x e e

e e
c

t t

t tобщ =
-ж

и
з

ц

ш
ч

-

-

4 3 2

3 2
.
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Пример 2. Решить систему x x=
-

ж

и
з

ц

ш
ч Ч

5 1

1 3
.

Решение

Для матрицы A =
-

ж

и
з

ц

ш
ч

5 1

1 3
 собственные значения — корни ха-

рактеристического уравнения

 A E- = Ы
-
- -

= Ы - + = Ы{ }={ }l
l

l
l l l0

5 1

1 3
0 8 16 0 4 42 , .

Найдем собственный вектор x, отвечающий собственному 
значению l = 4 :

A E-( ) = Ы
-
- -

ж

и
з

ц

ш
ч
ж

и
з

ц

ш
ч =

ж

и
з

ц

ш
чЫ - -

ж

и
з

ц

ш
чl x

l
l

x
x

x
0

5 1

1 3

0

0

1 1

1 1
1

2

11

2

0

0x
ж

и
з

ц

ш
ч =

ж

и
з

ц

ш
чЫ

 x x
x
x

x1 2
1

2

0
1

1
0

1

1
- = Ы

ж

и
з

ц

ш
ч = -

ж

и
з

ц

ш
ч № Ю =

-
ж

и
з

ц

ш
чс c, .

Найдем вектор, присоединенный к вектору x =
-

ж

и
з

ц

ш
ч

1

1
. Для это-

го решаем систему уравнений

 A E-( ) = Ы
- -

ж

и
з

ц

ш
ч
ж

и
з

ц

ш
ч = -

ж

и
з

ц

ш
чЫl x x

x
xприсоед

1 1

1 1

1

1
1

2

 x x
x
x1 2

1

2

1
1

1

0

1
+ = Ы

ж

и
з

ц

ш
ч = -

ж

и
з

ц

ш
ч +

ж

и
з

ц

ш
чс . 

Пусть с =1, тогда xприсоед =
ж

и
з

ц

ш
ч

1

0
 — вектор, присоединенный 

к вектору x =
-

ж

и
з

ц

ш
ч

1

1
.

Общее решение СОЛДУ имеет вид:

 x С e С e tt t
общ = Ч

-
ж

и
з

ц

ш
ч + Ч

-
ж

и
з

ц

ш
ч Ч +

ж

и
з

ц

ш
ч

ж

и
з

ц

ш
ч1

4
2

41

1

1

1

1

0
.
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Пример 3. Решить систему x x=
-

-
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
Ч

4 1 0

3 1 1

1 0 1

.

Решение
l{ }={ }2 2 2, ,  — собственные значения матрицы системы. Ранг 

матрицы A E-( )2  равен двум. Поэтому в данном случае можно 

найти только один собственный вектор, например, x1

1

2

1

=
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
.

Найдем вектор x2, присоединенный к вектору x1.

Для этого решим систему уравнений

 A E-( ) = Ы
-
- -

-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
Ч
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=
ж

и

l x x
x
x
x

2 1

1

2

3

2 1 0

3 1 1

1 0 1

1

2

1

зз
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
Ы 

x x
x x

1 3

2 3

1

2 1

- =
- =

м
н
о

,

.

 
x
x
x

1

2

3

1

2

1

1

1

0

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
+
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

с . 

При с = 0 получим x2

1

1

0

=
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
. 

Далее, решая систему 

 A E-( ) = Ы
-
- -

-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
Ч
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=
ж

и

l x x
x
x
x

3 2

1

2

3

2 1 0

3 1 1

1 0 1

1

1

0

зз
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
, 

найдем вектор x3

0

1

0

= -
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
, присоединенный к вектору x2.
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Тогда общее решение СОЛДУ имеет вид:

 

x С e С e
tt t

общ = Ч
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
+ Ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
Ч +

ж

и

з
з
з

ц

1
2

2
2

1

2

1

1

2

1
1

1

1

0
!

шш

ч
ч
ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
+

+ Ч
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
Ч +

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
ЧС e

t tt
3

2
2

1

2

1
2

1

1

0
1! !!

.+ -
ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

0

1

0

Пример 4. Решить систему x x=
-ж

и
з
з

ц

ш
ч
ч
Ч

1 5

1
4 2

.

Решение

l{ }= + -м
н
о

ь
э
ю

3
2

3
2

j j,  — собственные значения матрицы систе-

мы. Так как действительная и мнимая части решения, соответ-
ствующего корню l = ±

3
2

j, являются линейно независимыми, 

то достаточно найти один собственный вектор, например, для 
l = -

3
2

j. Для этого решаем систему уравнений

A E
j

j
-( ) = Ы

- -

-

ж

и
з
з

ц

ш
ч
ч
ж

и
з

ц

ш
ч = Ы

- -

+

ж

и

з
з

ц
l x

l

l
x
x

0
1 5

1
4 2

0
1

2 5

1
4

1
2

1

2 шш

ч
ч
ж

и
з

ц

ш
ч =

ж

и
з

ц

ш
чЫ

x
x

1

2

0

0

 Ы -( ) - =j 1
2 5 01 2x x .

Тогда x =
-

ж

и
з

ц

ш
ч

10

2 1j
 — собственный вектор матрицы. Итак, 

x t
j

e
j t( ) =

-
ж

и
з

ц

ш
ч

-( )10

2 1

3
2  — решение рассматриваемой СОЛДУ.
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Выделим действительную и мнимую части

 

10

2 1

10

2 1

3
2

3
2

3
2

j
e e t j t

j

e

j t t

t

-
ж

и
з

ц

ш
ч = Ч - Ч

-
ж

и
з

ц

ш
ч =

= Ч

-( ) (cos sin )

110 10

2 2

10

2

3
2

cos sin

cos sin cos sin

cos

t j t

j t t t j t

e
tt

-
+ - +

ж

и
з

ц

ш
ч =

= Ч
ssin cos

sin

cos sin
.

t t
j e

t

t t

t

-
ж

и
з

ц

ш
ч + Ч Ч

-
+

ж

и
з

ц

ш
ч

3
2

10

2

Общее решение СОЛДУ имеет вид 

 x C e
t

t t
C e

t

t

t t

общ. = Ч Ч
-

ж

и
з

ц

ш
ч + Ч Ч

-
+1

3
2

2

3
2

10

2

10

2

cos

sin cos

sin

cos ssin
.

t
ж

и
з

ц

ш
ч

Упражнения для самостоятельной подготовки

1. Найти общий интеграл системы дифференциальных урав-
нений:

а) dx
x xy

dy
y

dz
y z3 2 3 23 2 2+

= = ;

б) dx
y

dy
x

dz
z-

=
+

=
-1 1 2

;

в) dx
y

dy
x

dz

x y
= =

-( )2 ;

г) dx
z y

dy
z

dz
y2 2-

= =
-

;

д) dx
x y z

dy
y

dz
z+ +

= =
2 2 .
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2. Решить системы дифференциальных уравнений методом 
Эйлера:

а) x x=
-

-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

2 1 1

1 2 1

1 1 2
;

б) x x=
- -ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1 1 1

1 1 0

3 0 1
;

в) x x=
- -

-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

4 1 1

1 2 1

1 1 2
;

г) x x=
-

-
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1 1 1

1 1 1

0 1 2
;

д) x x=
- -

-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

1 1 2

4 1 0

2 1 1
.

3. Решить системы дифференциальных уравнений:

а) 

dx
dt

y x

dy
dt

y x
e

e

t

t

= -

= - +
+

м

н
пп

о
п
п

2 3

4 3
1

3

2

,

;

б) 

dx
dt

x y
e

dy
dt

y y
e

t

t

= - - +
-

= + -
-

м

н
пп

о
п
п

4 2
2

1

6 3
3

1

,

;

в) 

dx
dt

x y
t

dy
dt

x y

= - +

= -

м

н
пп

о
п
п

2
1

2

cos
,

;
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г) 

dx
dt

x y t

dy
dt

x y t

= - +

= - -

м

н
пп

о
п
п

4 3

2 2

sin ,

cos ;

д) 

dx
dt

x y te

dy
dt

x y

t= + +

= -

м

н
пп

о
п
п

2 16

2 2

,

;

е) 

dx
dt

x y

dy
dt

y x e tt

= -

= - -

м

н
пп

о
п
п

2

2 5

,

sin .

4. Решить СНЛДУ по формуле Коши:
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x x
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н
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0 1 2

0 1 1

,
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г) 
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ш
ч
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м

н
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п
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0
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